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I. 

EanstiBche  Linien  in  kinematischer  Behandlnng. 

Von 

Dr.  OscAB  Kbssleb, 

Lafann  u  du  kDnl^  OnreiWHbDl*  n  GOrUli. 

Hierzu  Taf.  I,  Fig.  I  — a 

Di«  Eigen  Schäften  dor  k&nstUchen  Linien  sind  biglier  fut  anssclilieas- 
licb  mit  den  Hilfsmitteln  der  snalytiscfaen  Geometne  nntersncbt  worden. 
IMe  in  Kiemlicb  complicirten  Formen  anftretendan  Gleichnngen ,  welche 
hierbei  als  Gmndlagen  für  die  weiteren  EntwickeltiDgen  dienen,  lassen 
sieb  in  den  meisten  FSllen  nnr  sehr  umständlich  behandeln;  eine  der 
einfachsten  Linien  dieser  Art,  die  Eatakanetik  des  Ereiees,  ist  eine  Garve 
sachBten  Grades.  ManDichfaltige  Rechnnngsoperationen  sind  allein  znr 
Bestimmang  der  aasgezeichneten  Pnnkte  erforderlich;  es  ist  deshalb  sehr 
schwer,  anf  dem  bisher  betretenen  Wege  eine  klare  Vorstelinng  über  die 
Oeatalten  der  Trennlinien  an  gewinnen. 

Id  den  folgenden  Hittbeilnngen  sind  die  Principien  der  kine- 
matischen Geometrie  snr  Untersnchnng  der  kanstiscben  Linien  be- 
nutzt worden,  und  zwar  sollen  hier  Ennfichst  nnr  die  durch  Reflexion 
entstandenen  behandelt  werden.  Durch  die  gewftblte  Uethode  gelingt  es, 
die  verschiedenen  Gestalten  dieser  Curven,  ohne  Benutzung  der  Gleich- 
ung derselben,  vollkommen  Übersichtlich  darsustellen. 

Die  Gntndzttge  der  kinematischen  Geometrie,  d.  h.  derjenigen  Die- 
ciplin,  welch«  sieb  mit  der  Erzeugung  geometrischer  Gebilde  durch  Be- 
wegung starrer  Systeme  beschXftigt,  sind  in  neserer  Zeit  von  Aronhold* 
systematisch  zusammengestellt  und  hegrUndet  worden.  Die  bei  den  fol- 
genden Dntersncbnngen  benntaten  SXtze  sind  anoh,  ans  verschiedenen 
Quellen  abgeleitet,  in  vielen  anderen  Werken  enthalten,  von  welchen 
Schell,  Theorie  der  Bewegung,  und  R^sal,  Tratte  de  cinematique  pure, 
genannt   werden  mSgen,     Des  Zusammenhangs  wegen  sollen  die  Hanpt- 

*  Aronhold,  ümudEflge  der  kinematischen  Qeometrie.  Terhandlnngen  des 
Vereins  inr  Beförderung  des  Qewerbfleiues  in  Freaasen     1678.  ^. 
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Eaustische  Linien  in  kinematischer  Behandlung. 


eXtze  der  kinematischen  Geometrie  hier  knrz  Torange«te1U  werden;  die- 
aeiben  entsprechen  den  ansfährlichen  SKtsen  in  der  erwähnten  Abhand- 
lang  von  Äronhold  nnd  enthalten  nnr  das  zum  VergtSndniss  der  fol- 
genden ÜnteranchuDgen  Nothwendige. 

1)  In  einem  starren  ebenen  System,  welches  sich  in  seiner 
eigenen  Ebene  beliebig  bewegt,  giebt  es  in  jedem  Augen- 
blicke einen  nnd  nnr  einen,  aber  beständig  wechselnden 
Punkt  $,  nmwalafaen  das  System  ohne  Gleitnng  rotirt;  diesaT 
Pnnkt  $  heiaat  der  momentane  Pol  der  Ebene. 

2)  Während  der  Bewegung  des  ebenen  Systems  beschreibt 
jeder  Punkt  P  desselben  auf  dar  festen  Ebene  «ine  Bahn, 
welche  die  Bonlette  dieses  Punktes  genannt  werden  soll.  P 
heisBt  der  beschreibende  Punkt.  Alle  Normalen  der  in  der  festen  Ebene 
beschriebenen  Cnrrenelementß  schneiden  sieb  In  jedem  Augenblicke  in 
einem  Punkte,  nämlich  im  momentanen  Pol  des  Systems. 

Der  Pol  ändert  seine  Lage  fortwährend,  sowohl  in  der  beweglichen, 
als  in  der  festen  Ebene,  und  beschreibt  infolge  dessen  in  beiden  Ebenen 
Corren,  welche  die  Polbahnen  genannt  werden. 

3)  Bei  der  Bewegung  des  ebenen  Systems  rollt  die  Polbabn 
der  beweglichen  Ebene  auf  der  Polbabn  der  festen  Ebene, 
ohne  zu  gleiten. 

El  seien  P  and  Q  die  augenblicklichen  Lagen  sweier  Punkte  des 
beweglichen  Systems,  femer  m  nnd  n  die  Kifimmungsmittel punkte  der 
augenblicklich  von  P  nnd  Q  beschriebenen  Bogenelemente  beider  Boa- 
letten, so  schneiden  sich  nach  2)  Pm  und  Pn  im  momentanen  Pol  $. 
Es  seien  a  und  ß  die  beiden  Winkel,  «eichen  die  Linien  SI^P  nnd  SI^Q 
mit  der  gemeinschaftlichen  Tangente  der  Polbahnen  im  Funkte  $  bilden. 
Bezeichnet  man  noch  die  Strecken  $/>  nnd  $P,  also  die  Entfemnngon 
der  foescbreibenden  Punkte  vom  Pole,  mit  r  und  s,  ferner  die  entspre- 
chenden Entfernungen  der  Kitimmnogsmittelp unkte  vom  Pole,  $»>  und 
^n,  mit  r^  und  tj,  so  bat  man  zwischen  diesen  GxSssen  folgende  fun- 
damentale Belation: 

4) 

Hierbei  sind  r  und  r, ,  ebesso  «  und  s^  algebraisch  an  nehmen,  nnd  swar 
habbn  r  nnd  r^  dasselbe  Vorzeichen,  wenn.  $  zwischen  P  und  m  liegt« 
dagegen  entgegengesetzte  Vorzeichen,  wenn  der  Krllmmnngemittelpunkt 
ffl  nnd  P  nach  derselben  BJcIttuDg  von  $  ans  liegen. 

Als  specieller  Fall  ergiebt  sieh  der  Savary'sche  Sats*: 


{ 1 — jsma  =( 1 — \tmß^  conti. 

,  ebegso  «  und  s^  algebtaisi 
he  Vorzeichen,  wenn.  $  i 
Ate  Vorzeichen,  wenn  dei 
en  BJcIttuDg  von  $  ans  1 
1  ergiebt  sieh  der  Savar^ 

(i  +  i)„„„i+i. 


5} 

*  Man  vergl.  die  Abhaudlnng  von  Hennig,  Crelle's  Jonmal  mW^'^ 


Von  Dr.  0.  KiiaaLBR.  3 

worin  t  nnd  p,  dio  ssm  Pole  3ß  gehörigen  KrtHnmnngsradien  d«r  beweg- 
lichen resp.  festen  Polbahn  bedeute».  ■ 

Beaeichnet  nan  irgend  einen  beschreibenden  Pnnkt  P  der  beveg- 
licben  Ebene  and  den  Krttmninngsmittelpunkt  m  des  angenblicklioh  be- 
sebriebenen  Bogen  Clements  zaeamnien  als  Pnnktepaar,  so  gilt  folgen- 
der Satx: 

€)  Die  sSmintlichen  an  einander  gehörigen  Pnnktepaare 
«nf  irgend  ewei  Geraden  Sit  nnd  9t,  velehe  sich  im  augen- 
blicklichen Pole  $  acbneiden,  gehören  einem  collinearen^ 
System  von  Punkten  an,  dessen  Collineationsaze  dnrcfa  den 
Ponkt  $  geht.  F&Ut  die  eine  dieser  Geraden,  ER,  mit  der  geni«a- 
Bcfaaftlichen  Normale  der  beiden  Polbahnen  anaammen ,  so  steht  die  Col- 
lineationsaze  senkrecht  anf  der  andern  Geraden  211.  Hierauf  gründet 
sich  eine  einfache  Constmction  der  KrÜmmungsmittelpankte  von  Roa- 
letten. 

Sind  M  und  ft  die  eum  Pol  gehörigen  Kr Ummungsmittel punkte  der 
Polbahnen  (und  zwar  M  fQr  die  bewegliche  Linie),  ist  also  Mfi  die  ge- 
mein achaftll  che  Normale  dieser  Cnrven ,  so  findet  man  den  Krümmungs- 
mittelpankt  m,  welcher  zu  dem  von  irgend  einem  Punkte  P  der  beweg- 
tichen  Ebene  angenblicklich  beschriebenen  Bogenelement  gehört,  in  fol- 
gender Weise: 

7)  Hau  verbinde  P  mit  itf,  verlängere  die  Verbindnngslinie 
bis  Eum  Durchschnitte  T  mit  einer  auf  ^P  in  $  errichteten 
Senkrechten,  eo  schneidet  die  Linie  ii-T  die  Gerade  ^P  oder 
deren  Verlängerung  in  dem  gesuchten  Punkte  m, 

8)  Der  geometrische  Ort  aller  der  Punkte  des  beweglichen 
Systems,  fSr  welche  die  Krümmungsradien  ihrer  Bahnen  zu- 
gleich unendlich  gross  werden,  welche  also  in  einem  Moment 
simmtlich  ^e  Wendepunkte  ihrer  Bahnen  passiren,  ist  ein 
Kreis,  welcher  die  Polbabnen  im  momentanen  Pol  berührt. 
Dieser  Kreis  heisst  der  Wendekreis. 

Der  Kreis  liegt  auf  derjenigen  Seite  der  gemeinschaftlichen  Tan- 
gente der  Polbahnen,  su  welcher  man  gelangt,  wenn  man  die  Richtung' 
dieser  Tangente,  nach  welcher  sich  der  Fol  fortbewegt,  im  Sinne  der 
wirklich  stattfindenden  Drehung  des  Systems  um  270"  dreht. 

Die  Lage  irgend  eines  beschreibenden  Punktes  in  Besug  auf  den 
Kreis  giebt  in  einfacher  Weise  Auskunft  über  Concavität  nnd  CouvexitSt 
des  beschriebenen  Curven Clements. 

Der  Durchmesser  d  des  Wendekreises  ergiebt  sich  ans  der  Gleichung 

Der  Endpunkt  0  des  auf  der  gemeinschaftlichen  Normale  der  Pol- 
balmen  liegenden  Durcbmesaers  S^O  =  d  heisst  det  We n d e p o L    Hit  Hilfe 


Eansdscbe  Liniea  in  kiaematiGober  Beliandlniig. 


dieses  gewöhnlich  Idcht  bMÜmmbsren  PnnkteB  können  die  ErilininnngS' 
riittelpnakte  einer  Roulette  nnter  Berttckiichtignng  tob  6)  dnrch  folgende 
einfache  Constrnction ,  bei  welclier  die  Beseichnnng  «ob  7)  bentttzt  ist, 
gefunden  vetden:  ' 

10)  Man  verbinde  den  bescbreibenden  Punkt  P  mit  dem 
Wendepol  0  and  lege  durch  den  Pnnkt  /,  in  welchem  diese 
Verbindnngslinie  die  im  Pole  $  auf  $/*  errichtete  Senkrechte 
schneidet,  eine  Parallele  snr  gemeinschaftlichen  Normale  $0 

''der  Polbabn;  diese  Parallele  schneidet  />$  im  Krtimmungs- 
mittelpankte  m. 

11)  Wenn  ein  Punkt  des  beweglichen  Systems  eine  Gerade 
beschreibt,  so  geht  diese  durch  den  Wesdepol. 


Es  sei  eine  beliebige  Cnrre  gegeben,  welche  von  den  Strahlen,  die 
von  einem  festen  Punkte  P  ausgeben,  getroffen  wird.  Irgend  ein  Strahl 
treffe  einen  Funkt  $  dieser  Cnrve;  die  LSnge  des  Ein  fall  sstrahles  P^ 
sei  gleich  r.  Zeichnet  man  eine  zweite  Curve,  welche  symmetrisch  zur 
gegebenen  in  Bezug  auf  die  Tangente  im  Punkte  $  derselben  liegt  (also 
das  Spiegelbild  der  Curve  in  Bezug  auf  diese  Tangente),  und  bestimmt 
man  den  zu  P  symmetnsch  gelegenen  Punkt  /*^  in  der  zweiten  Curve, 
so  bilden  P^  und  /',$  mit  der  Tangente  gleiche  Winkel;  die  Verl&nge- 
rnng  von/>j$ifit  demnach  der  reflectirte  Strahl  (vergl.  Taf.  I,  Fig.  3). 
LüBSt  man  die  zweite  Curve  auf  der  gegebenen  abrollen,  so  durch- 
wandert der  Hlinfallspunkt  $  die  letztere  und  ist  stets  der  momentane 
Pol  fUr  die  Bewegang.  Der  Punkt  jP,  bleibt  dabei  immer  in  symmetri- 
scher Lage  zu  P  in  Bezug  auf  die  angen blickliche  Tangente  heider  Cur- 
ven;  die  Linien  /",$  sind  nach  2)  stets  die  Normalen  der  vom  Punkte 
i*,  beschriebenen  Boulette;  die  Verlängerungen  diesei  Linien,  d.  h.  die 
reflectirteu  Strahlen,  umhüllen  demnach  die  Evolute  dieser  Roulette.  Ans 
dieser  Betrachtung  ergiebt  sieb  der  folgende  Hauptsatz: 

12)  Die  zu  einem  gegebenen  strahlenden  Punkte  P  ge- 
hörige kaustische  Linie  einer  Cnrve  ist  die  Evolute  derjeni- 
gen Ronlette,  welche  ein  Punkt  P^  beschreibt,  der  mit  einer 
zweiten,  der  gegebenen  congtnenten  Cnrve  in  symmetrischer 
Lage  zn  dem  strahlenden  Punkte/*  fest  verbunden  ist,  wäh- 
rend diese  zweite  auf  der  gegebenen  so  abrollt,  dass  sich 
beide  Curven  stets  in  entsprechenden  Punkten  berühren.* 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  sind  im  Folgenden  die  kaustischen  Linien 
für  den  Kreis,  für  die  Parabel  und  die  Ellipse  behandelt.  Damit 
sind  zugleich  die  wichtigsten  Bestimmungen  der  zugehörigen  Rouletten 
und,  infolge  des  Zusammenhanges  zwischen  diesen  und  den  Fnsspnnkt- 

"  Salno»,  üigher  platte  eurves  lasä  2fo.  133.    GiOBie,  Dissertation  ISTf^^ 
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cnrren,  aach  die  UnterBUchnngen  der  letzteren  aoBgeftthrt.  Der  Voll- 
ständigkeit wegen  sind  einige  SStse  über  den  Kreis,  die  i'arabel  und  die 
£IÜpee,  velehe  Bohon  bei  anderen  kinematiachen  Ent Wickelungen  benutst 
wurden,  hier  ancli  wieder  begründet  worden. 

Die  Eigenschaften  der  Brennlinien  des  Kreises  sind  zum  grtls- 
aeien  Theile  Bohon  auf  anderem  Wege  gefnnden  ^  es  soll  fUr  dieselben 
hier  hau ptsüeb lieh  die  Anwendung  der  gewählten  Methode  der  Ableitung 
ihrer  EigenBehaflen  geeeigt  werden.  Die  Besultate  ergeben  eich  dabei 
ohne  weitliafige  Becbnung. 

Die  Eigenschaften  der  kaustiseben  Linien  der  Parabel  und  der 
Ellipse  sind  dagegen  in  dem  hier  gegebenen  Umfange  meines  Wissens 
noch  nicht  gefunden  worden. 


L    Die  kanitiMlifin  Linien  dai  KreiMS. 

Die  Brennlinie  des  Kreises  ist  nach  12)  die  Evolute  der  Buulette, 
welche  ein  Punkt  P,  erzeugt,  der  mit  einem,  dem  gegebenen  gleichen, 
anf  diesen  abrollenden  Kreise  in  symmetrischer  Lage  zu  dorn  strahlenden 
Punkte  P  verbanden  ist. 

kt   Der  strahlende  Fnufct  P  liegt  anf  der  Peripherie  des  retectirenieo 
Kreises. 

In  diesem  Falle  liegt  der  symmetrisch  zu  P  gelegene  Punkt./*,  auf 
dem  Dmfange  des  beweglichen  Kreises  und  erzeugt  demnach  beim  Ab- 
rollen desselben  eine  Epicycloide,  hier  speciell  eine  Cardioide;  die 
Evointe  dieser  Cnrve  ist  die  gesuchte  kanstiaebe  Linie,  Die  Evolute 
jeder  Epicycloide  ist  eine  ihr  ähnliche  Epicycl aide  in  umgekehrter  Lage ; 
der  Radius  des  Oruudkreises  der  Evolvente  ist  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  dem  Radius  des  Giundkreiaes  der  Evolute  und  der  Summe  ans 
dem  Radins  des  Grnndkreises  der  Evolvente  nnd  dem  Durchmesser  des 
zugehörigen  Wälzungskreises.  Fdr  die  Cardioide,  bei  welcher  Gmnd- 
kreis  und  WSlzungskreis  einander  gleich  sind,  müssen  demnach  diese 
Kreise  dreimal  so  gross ,  wie  die  entsprechenden  Kreise  der  Evolute  sein. 
Ans  dieser  Betrachtung  folgt  der  bekannte  Satz: 

13)  Die  kaustische  Linie  eines  Kreises  für  einen  strahlen- 
den Punkt  in  der  Peripherie  desselben  ist  eine  Cardioide, 
deren  Ornndkreis  zu  dem  gegebenen  Kreise  conceutrisch 
liegt  und  ein  Drittel  des  Durchmessers  des  letztern  zum 
Durchmesser  hat. 

B.  Der  straiilende  Fukt  P  Uert  Innerhalb  des  Kreises;  seine  Entfernung 
Tom  Mittelpunkt  sei  gleich  «. 
Der    symmetrisch    zu    P  gelegene    Pnnkt   /*,    des   rollenden    Kreises 
nxeugt   in   diesem   Falle   stets   eine   verkürzte  Epicycloide   {Epi- 
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troolioide).  IMe  kanstisehe  Unie  ist  äie  Evolute  dieser  Gurre,  also  der 
geometrische  Ort  der  Kriimmungflmittelpunkte  deiselbeii.  Hit  Hilfe  der 
aillgenieineu  Ooustntetion  7)  der  Krammnogsiidttelpaiikte  einer  Houlette 
lassen  sieb  deshalb  die  einzelnen  Punkte  der  Brennlinien  leicht  oen- 
atruiren:  Man  siebe  Ton  dem  itv^lenden  Punkte  P  aus  irgend  einen 
Strahl  /*$  und  zeichne  den  reflectirten  Strahl;  ferner  bestimme  man  den 
Mittelpunkt  lU^  des  rollenden  Kreise»  für  diejenige  Lage,  in  welcher  der- 
selbe den  gegebenen  Kreis  im  Punkte  Sß  berührt,  mache  alsoJf$  =  $#^ 
und  verlängere  den  reflectirten  Strahl  rückwärts  um  das  Stück  P^^r, 
so  ist  der  Endpunkt  $,  die  angenhlickliche  Lage  des  zn  P  B^mmetriscli 
gelegenen  Punktes,  also  ein  Punkt  der  Roulette.  Errichtet  man  nvu  in 
$  eine  Senkrechte  zum  reflectirten  Strahl  und  verlängert  P^M^  bis  anm 
Durchschnitt  Q  mit  dieser  Senkrechten,  so  ist  der  Durchs chnittspunkt  der 
Linie  MQ  mit  dem  reflectirten  Strahle  ein  Krümmnngsmittelpunkt  m^  der 
Boulette,  also  auch  ein  Pnnkt  der  kanstis^en  Linie.  In  dieser  Weise 
kann  man  beliebig  viele  Punkte  derselben  bestimmen. 

Hit  Hilfe  des  momentanen  Wendepols  können  die  einzelnen  Funkte 
der  Brennlinie  bedeutend  einfacher  construirt  werden.    [Siehe  unten  27).] 

Auf  Grund  einer  Untersuchung  der  Roulette  lassen  sieb  leicht  die 
wichtigsten  Eigenschaften  der  Brennlinie  bestimmen.  Der  beschreibende 
Funkt  P^  durchlituft  bei  dem  Abrollen  des  beweglichen  Kreises  einen 
Wendepunkt  der  Roulette,  sobald  er  in  den  angen blicklichen  Wende- 
kreis eintritt;  der  Krdmmnngsmittelpnnkt,  welcher  einem  Wendepunkte 
der  Cur  ve  entspricht,  liegt  in  unendlicher  Entfernung,  d.h.;  Zu  einem 
Wendepnnkte  der  Ronlette  gehSrt  eine  Asymptote  der  kau- 
stischen Linie;  die  Bestimmung  der  Asymptoten  tSllt  zusammen  mit 
der  Ermittelung  der  Wendepnnkte  der  Ronlette.  Nach  Satz  9)  ist  der 
Dnrcbmesser  des  Wendekreises  bestimmt  dnrch  die  Gleichung 

d       «^(f, 
Da  hier    die  Polbshnen    gleiche  Kreise  vom  Radius   q   sind,   so    ist   der 
Durchmesser  des  Wendekreises 

.4,  .-|, 

d.  h.  der  DnrchmesBer  dieses  Kreises  ist  constant  gleich  dem  halben 
Badins  des  gegebenen  Kreises.  Der  Wendekreis  mnss  den  gegebenen 
stets  im  angenbl  ick  Heben  Drehpunkt  $  berühren ;  er  ist  deshalb  leicht  zu 
eonstiuiren. 

Der  beschreibende  Punkt  /*,  kaun  nur  dann  bei  seiner  Bewegung 
in  den  Wendekreis  eintreten,  wenn  seine  Entfernung  vom  Uiltelpunkte 

vtf,    des    rollenden    Kreiücs    grösser    itit  als    ?  —  rf,    also    grösser   als    ^. 

Die  erwähnte  Entfernung  ist  aber  gleich  der  Entfernung  des  strahlenden 
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Punktea  P  vom  Uittelpunkt  des  reflectirendeu  Kreises.  Das  Anftretflu 
von  Wendepunkten  bei  der' Boalette,  also  auch  von  Asymptoten  bei  der 
EvoTute,  irt  demnach  abhKngig  von  der  Grösse  der  Eatfornnng  t.  Hier- 
aas  folgt: 

15)  Wenn  die  Entfernung  des  strahlenden  Pnnkteg  vom 
Mittelpunkt  des  reflectirenden  Kreises  kleiner  als  der  halbe 
Bsdins  ist,  so  ist  die  kaustische  Linie  eine  geschlossene 
Carve;  wenn  dagegen  diese  Entfernnng  grösser  als  der  halbe 
BadiuB  ist,'  so  hat  die  kaustische  Liuie  zwei  Asymptoteo. 

Bestimmung  der  Asymptoten.  Es  sei  io  Fig.  1  P^  diejenige 
Lage  des  benchreibenden  Punktes,  in  welcher  derselbe  anf  dem  Wende- 
kreise liegt.  Die  Entfernung  des  Punktes  /g  vom  augenblicklichen  Pol 
$g  sei  gleich  rg,  so  mnss  r^  anch  die  Länge  desjenigen  von  P  ausgeheo- 
den  Strahles  sein,  dessen  leflectirter  Strahl  eine  Asymptote  der  Brenn- 
linie  ist.  Zur  Bestimmung  von  t^  dient  das- Dreieck  ¥o/o*o'  •"  **'' 
cbem  PqO  die  Mittellinie  ist.     Man  findet 

und  d«  (foO)>=  t  -  r,'  i«,  lo  folgt 


■.  =  /2 


8     • 

Biersns  liesee  sich  r^  berechnen  und  damit  die  Asymptote  construiren. 
Unter  Berflckaiohtignng  der  aymmetrischen  Lage  von  /*,  und  P  in  den 
beiden  Kreisen  kann  man  den  Wendekreis  in  den  gegebenen  Kreis  über- 
tragen (Fig.  1)  und  man  findet  leicht  folgende,  ohne  jede  Berechnung 
ausfahrbare  Constmotion  der  Asymptoten: 

16)  Man  zeichne  einen  Kreis,  dessen  Durchmesser  gleich 
dem  halben  Badins  des  gegebenen  Kreises  ist,  so,  dass  die- 
ser Hilfskreis  den  gegebenen  im  Endpunkte  desjenigen  Ra- 
dius, auf  welchem  der  strahlende  Punkt  P  iiegt,  berührt. 
Ferner  lege  man  durch  P  einen  Kreis,  concentrisch  mit  dem 
gegebenen;  verbindet  man  denMittelpunkt  des  letzteren  mit 
den  Schnittpunkten  der  beiden  Hilfskreise,  und  treffen 
diese  Verbindnngslinien  den  gegebenen  Kreis  in  zwei  Pauk- 
ten ^  und  %\,  so  sind  die  von  diesen  Punkten  aus  reflectir- 
ten  Strahlen  die  Asymptoten  der  kaustischen  Linie. 

Ans  dieser  Construction  folgt,  dass  es  auf  jedem  Badins  zwei  be- 
stimmte Punkte  Pund  V  giebt  (Fig.  IJ,  für  welche  die  zu  den  Asympto- 
ten gehfirigen  Etarallgpunkte  dieselben  Punkte  sind ;  nämlich  solche  Punkte 
i'nnd  ü^  deren  entsprechende  />  und  »  auf  demselben  Radius  ^^q  liegen. 
Da  ntrn 
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int,  so  geboren  die  auf  einem  Radius  liegenden  Paare  von  solchen  Punk- 
ten einer  iuvolulorieclien  Pnnktrcibe  an. 

Ans  dem  Dreieck  %/'(,(^  ergiebt  sieb  fUi  die  Berechnung  des  Win- 
kels ßg,  den  der  reäectirto  Strahl,  also  die  Asymptote,  mit  dem  Einfalls- 
loth  bildet,  ^ 

Ferner  erhSlt  raan  aus  dem  Dreieck  HtP^f,  den  Winkel  <pq,  welchen 
das  zur  Asymptote  gehörige  £infallsloth  mit  dem  Radios,  anf  welchem 
der  strahlende  Punkt  liegt,  bildet: 

und  die  Abscisso  der  zu  den  Asymptoten  gehörigen  £infalle punkte 

""^      3z     ■ 
Der  Winkel   <pf,  erreicht   sein    Masimum,    wenn    das   zur  Asymptote 
gehörige   Einfallsloth   den  Hilfskreis  berührt;  also   fVr  den  stndiUndeD 
Funkt  !t,  dessen  Lage  bestimmt  wird  durch  die  Gleichung 

und  es  ist  ' 

co»vw«  =  4/^,  also  ?w.  =  18*28'20". 

Die  Entfernung  des  Darchschnittspnnktes  T  der  Tangente  im  Punkte 

$0   mit   dem  Radius  MP  vom  Punkte  P  ist  gleich  — :,  also  gleiob 

2t(o*— ««1 

— r^-n-=-.     Beachtet  man,   dass  die  Funkte  M,  P,  T  und  der  Durch- 
e^+  2  i* 

Bchnittspunkt  J  einer  Asymptote  mit  der  Verlängerung  von  XP  vier  har- 
monische Punkte  sind,  so  erhKtt  man  leicht  eine  Gleichung,  ans  welcher 
sich  die  Entfernung  des  Durchschnittspanktes  A  vom  Mittelpunkte  des 
reflectirenden  Kreises  berechnen  lässt.     Hau  findet 

4 1*  —  p* 
Schliesslich  kann  der  Winkel  1^,,  den  eine  Asymptote  mit  dem  durch 
P  gehenden  Badins  bildet,  aus   dem  Dreieck  i/-4$o  berechnet  werden. 
Es  ergiebt  sich  

Uit  Hilfe  des  Savary'scheU  Satzes  5)  kann  man  den  Krflmmongs- 
radius   B   für  irgend   einen   Punkt  der  Bonlette  berechnen.     Wird  die 
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aogeBblickliche  Eatfemang  des  die  Boulstte  be8<^eibend«D  Punktes  P^ 
vom  mgehörigen  Pol  $  wieder  mit  r  baieichnet  and  bildet  dieser  Sttahl  r 
mit  der  gemeinscbaftlicbeQ  Tangente  der  beiden  Kreise  im  Punkte  $  dea 
Winkel  a  (Fig.  1],  so  bftt  man  für  den  KiUmmnngsiadiuB  R  der  Ronletto 
die  Gleich  OD  g 


(f-^)" 


2  2r' 

=  — ,    also   A  = 


2r  —  fsina' 
Ans  dem  Ureieck  $/*jtfj  findet  mau  die  Relation 

nnd  nach  Elimination  von  tina  für  R  den  Werth 

Da  r  gl«iobzeitig  die  Länge  des  vom  strablenden  Punkte  P  ausgehenden 
Strahles  bis  sum  Einfallspnnkte  $  ist,  so  kann  hiernach  die  Litnge  des 
reflsctirten  Strahles  vom  Einfallspnnkte  bis  znm  Berflbmngspnnkte 
der  kaustischen  Linie,  nämlich  r^^R  —  r,  leicht  als  Function  von  r  ans- 
gedrfickt  werden.     Uan  findet 

Betrachtet  man  den  unter  19)  angeiUhrt«»  Ausdruck  fttr  den  Krttm- 

mnngsradiuB  R  der  Boalette,  so  ergiebt  sich,   dass,  falls  :  > -ä-  ist,  der 

absolute  Werth  von  R  ein  Minimam  wird,  wenn  r  seineu  kleinsten  Werth 
aunimait,  also  wenn  r^^~z  iAt;  dann  väcbst  R  allmSlig  mit  r  and 
wird,    wie   oben   unter    15)  .gezeigt  (und   wie  auch  direct  ans  der  Form 

des  Nenners  von  R  folgt),  glücb   oo,   wenn  r  =  J/ — ^-^    ist.     Lässt 

man  r  noch  weiter  snnebmeu,  so  nimmt  R  sunSchst  ab,  erreiebt  jedoch 
ein  Haximnm,  wenn  r  seinen  giOssteo  Werth,  nämlich  ^-^z  annimmt; 
mithin  mnss  zwischen  dem  ersten  nnd  sweiten  Maximum  von  R  ein  Mi> 
nimnm   existiren.     Uan  findet  leicht,   dass  B  ein  Minimum  annimmt  für 

r»ss=^»_  I».     Ist  2 <  |-,  80  wird  R  fttr  r=rp  — t  ein  relatives  Haximnm; 

der  Werth  oo  Wlt  fort;  die  bmden  anderen  Bestimmungen  bleiben  anch 
in  diesem  Falle  giltig. 
21)     Der  Werth  des  Krümmungsradius  der  Boulette  erreicht  also  ein 

Hinimom,  resp.  Haximnm  ffir  r  =  p  — i,  den  Werth  oo  für  rssT/  ?—^ — , 

ein  Slinimum  ffir  r=y(f*—z^  nnd  ein  Mazimam  fttr  r  =  f-f-c.  Ffir  die 
von  P  ausgehenden  Strahlen  von  der  Länge  r^ff  —  z  resp.  p  +  i  sind 
die  Endponkte  des  durch  P  gebenden  Durchmessers  zugleich  die  Einfalls- 
pnnkte; die  reflectirten  Strahlen   fallen  mit  diesem  Duchmesser  zusam- 
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m«D  nnd  die  KTlimmnngemittelpankte  liegen  saf  demselben.  I)iir^  Am 
Wertb  r  =  )/(i*  —  i,*  sind  zwei  Strahlen  zn  beiden  Seiten  dieses  I>nTeh- 
messers  bestimmt. 

Einem  jeden  solchen  Hazlmam  oder  Hinlmam  der  KrUmmnDg  dec 
Ronletle  muss  ein  Bfickkehrpankt  der  Evolute  entsprechen;  es  folgt 
hieraus  der  Satsji 

22}  Die  kanstische  Linie  des  Kreises  hat  vier  Ettckkehr- 
ptinkte,von  denen  sirei  in  dem  durch  den  strahlenden  Pnnkt 
gehenden  Durchmesser  oder  dessen  Verlängerung,  die  bei- 
den anderen  symmetrisch  zu  beiden  Seiten  desselben  liegen. 

er)   Bfickkehrpnnkt  fftr  den  Einfallsstrahl  TOn  der  Llnge  r  =  p-~z. 

Da  dieser  Strahl  mit  der  Tangente  im  lÜufalUpankte  eisen  rechten 
Winkel  bildet,  so  erhfilt  man  für  die  LKnge  r,  des  reflectirten  Strahles 
bia  aum  Berlihniiigspünkte  mit  der  kaustischen  Linie  nach  dem  Bavary- 
sehen  Satze  5)  die  Gleichniig 

d.  fa.  p  ist  das  harmonische  Mittel  zwischen  p  — z  und  r,,  oder: 

23)  Der  erste  Rttckkehrpuukt  der  Brehnlinie  und  der 
strahlende  Punkt/*  theilen  denjenigen  Radius,  auf  welchem 
P  liegt,  harmonisch, 

Rfickt  P  in  die  Mitte  des  Radius,  so  liegt  der  Rackkehrpunkt  im 
Unendlichen.  Die  auf  einem  Radius  gelegenen  strahlenden  Pankte  bil- 
den mit  den  zngehSrigen  ersten  Rilckkeh^iankten  eine  involntorisehe 
Punktret  he. 

ß)  Baekfcetarpnnkt  für  den  Elntallsstrahl  von  der  Linfe  r  =  ^  +  z. 
Wird  die  Länge  des  reäectirten  Strahles  bis  zn  diesem  Rttokkehr- 
punkte  mit  r,  bezeichnet,  so  ergiebt  der  Savary'scbe  Satz 

-^  +  i  =  ^, 
d.  h.: 

24)  Der  xweite  Rütikkehrpankt  der  Brennlinie  und  der 
strahlende  Funkt  P  theilen  den  Radius,  dessea  Rückver- 
längerang  dnroh  P  geht,  harmonisch. 

y)  Die  Bttcfcfcehrpnnkte  fDr  die  Einfallsstrahlen  von  der  Länge  c-K?*-^- 
Ans  dem  Werthe  ftir  r  ist  ersichtlich,  daas  derjenige  Strahl,  dessen 
reflectirter  Strahl  durch  einen  dieser  beiden  Rttokkehrpankte  geht,  senk- 
recht zn  dem  durch  P  gehenden  Radius  stehen  mnss.  Die  Länge  f,  des 
reflectirten  StnJilea  bis  xam  Rttekkehrpunkte  ist  in  diesem  Falle  nach  20) 
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r(e'-t'  +  P*-i' 


25)  .^_„_____^__^___,. 

also  gleich  der  Länge  dos  EiDfallsstrnbles. 

Hiernach  sind  die  beiden,  symmetrisch  zum  Darchmesser  MP  ge- 
legenen Käckkehfpnnkte  und  die  zugehörigen  BttckkehrtangeiiteD  der 
kauetischen  Linie  seht  leicht  zu  constrniren. 

LHest  man  den  strahlenden  Fnnkt  allmälig  auf  demselben  Radius 
fortrtlcken,  so  durchlaufen  die  beiden  erwähnten  Rückkehrpunkte  eine 
cardio!  den  artig   gekrHmmte  Cnrve,   deren  Gleichung  in  Polarcoordinaten 

v^ffcoi-^  ist,  wenn  mau  den  Kreismittelpuukt  zum  Pol  und  den  durch 

P  gebenden  Durchmesser  zur  Axe  nimmt.     In   Fig.  2  ist  diese  Curve 
punktirt  gezeichnet. 

Von  dem  unter  ß)  bestimmten  Rttckk ehrpunkte  ans  geht  die  kau- 
stisclie  Linie  in  zvei  symmetrisch  liegenden  Zweigen  bis  zu  deu  unter  y) 
bestimmtea  Punkten.  Diese  Zweige  sind  nach  der  Seite  hin,  auf  welcher 
der  strahlend»  Punkt  liegt,  coucav  gekrümmt.  Die  Scheitel  dieser  Zweige 
werden  durch  diejenigen  Tangeuten  berührt,  welche  auf  dem  durch  P 
gehenden  Durchmesser  senkrecht  stehen.  Wird  die  Entfernung  der  senk- 
recht gegen  diesen  Durchmesser  reflectirten  Strahles  vom  Mittelpunkte 
des  Kreises  mit  f  bezeichnet  und  ist  d  der  Winkel  dieses  Strahles  mit 
dem  zOgefaSrigeu  Einfallsloth,  so  findet  man  aus  der  Betrachtung  des  ven 
dem  erwähnten  Strahle  nnd  von  dem  zugehörigen  Einfallsstrahle  gebil- 
deten rechtwinkligen  Dreiecks 

nnd 

26)  f=e»f"d  =  ^(^7+8r»~p) 

>1>  E&tfernung  der  Seheiteltangente  vom  Mittelpunkte  des 
Kreisas. 

Mit  Hilfe  des  allgemeinen  Satzes  7)  kSnnen  die  Scheitelpunkte  der 
Corre  constmiit  weiden.  Bei  der  Benutzung  des  oben  [14)]  bestimmten 
Wendepols  kann  die  allgemeine  Constrnction  von  Punkten  der  Brenn- 
linie  noch  bedeutend  vereinfacht  werden  [10)].  Da  die  beiden  Kreise 
(Palbahnen)  stets  symmetrisch  zur  äugen  hl  icklicheu  gemein  sehaftHchen 
Tangente  liegen,  so  lilsst  sich  die  nothwendige  Zeichnung  zum  Theil 
symmetrisch  tihertragen  und  ganz  ohne  Benutzung  des  rollenden  Kreises 
ausfahren.     Es  efgiebt  sich  folgende  einfache  CoustinctionBregel : 

27)  Man  errichte  Im  Einfallspunkte  $  eine  Senkrechte 
zum  Ein  fall  SBtrahl  P$  und  lege  eine  Gerade  durch  den  strah- 
lendenPuakt/>nnddurcfa  deuMittelpnnkt  des  zn$  gehSri- 
gen  Radius  Jf$.     Sitie  durch  den  Schnittpunkt  dieser  beiden 
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Greraden  parallel  xa  A$  gezogene  Linie  schneidet  den  von 
^^  ans  reflectirten  Strahl  iu  Berttbrnngspuakte  mit  det  kau- 
stischen Linie. 

In  Fig.  2  sind  die  kaustischen  Linien  des  Kreises  ßtr  fünf  wesent- 
lich verschiedene  Lagen  des  atrahleoden  Punktes  dargestellL  Zu  den 
strahlenden  Punkten  1,  I[  bis  V  gehören  die  Brennlinien,  deren  Theite 
entsprechend  mit  1 ,  2  bis  5  bezeichnet  sind.  Die  Bückkehrpunkte  erster 
Art  [23)]  sind- mit  a,  die  der  zweiten  Art  [24]]  mit  ß  nnd  die  der  dritten 
Art,  welche  doppelt  vorkommen,  mit  y  benannt.  Die  pnnktirte  Cnrve 
ist  der  geometrische  Ort  der  Eückkehrpunkte  dritter  Art  [25)].  T^,  T^  ... 
sind  die  durch  26)  bestimmten  Bcheiteltangenten ,  L^,  £,  ...  die  Bttck- 
kehrtangenten   in  den  Punkten  y. 

Liegt  der  strahlende  Punkt  zwischen  A  und  II,  so  hat  die  kaustische 
Linie  swei  Asj'mptoton;  zum  Punkte  I  gehören  die  beiden  mit  1  bezeich- 
neten Asymptoten,  welche  den  Kreis  in  o  und  b  schneiden.  Diejenigen 
unter  den  von  I  ausgehenden  Strahlen,  welche  den  kleineren  Kreisbogen 
zwischen  a  und  b  treffen,  divergiren  nach  der  Beäexion  auf  der  Innen- 
seite des  Kreises;  die  BückverUn gerungen  der  reflectirten  Strahlen  um- 
hüllen dagegen  den  aasserhalb  des  Kreises  liegenden,  mit  1"  bezeich- 
neten Theil  der  Breunlinie,  also  den  subjectiven  Theil  derselben.  Der 
die  auffallenden  Strahlen  zerstreuende  Kreisbogen  ab  erreicht  nach  17) 
ein  Maximum,  wenn  die  Entfernung  des  strahlenden  Punktes  vom  Kreis- 
mittelpunkte ^-ä  y^  wird;  es  ist  dies  die  in  der  Figur  mit  I  bezeich- 
nete Lage.  Die  Eückkehrpunkte  y  liegen  in  diesem  Falle  auf  dem  zu 
MI  senkrechten  Durchmesser  in  der  £utfemnng  n-)^2  vom  Mittelpunkte, 

nach  25).     ■ 

Bei  der  Brennlinie  II  fallen  die  beiden  Asymptoten  mit  dem  Durch- 
messer .4  £  zusammen ,  weil  derPnnktll  in  der  Uitte  von  ^if  liegt  [16)]; 
der  Bückkehrpunkt  tt  liegt  ira  Unendlichen;  die  drei  anderen  Bückkehr- 
punkte liegen,  wie  leicht  ersichtlich,  in  einergeraden  Linie. 

Für  den  strahlenden  Punkt  III  ist  die  Entfernung  UHU  gleich  ^; 

die  zugehörige  kaustische  Linie  ist  die  kleine  geschlossene  Carve  3, 
welche,  wenn  der  strahlende  Funkt  weiter  gegen  !it  voirUckt,  sich  schliess- 
lich auf  einen  mit  /U  zusammenfallenden  Funkt  reducirt. 

Ftlr  den  strahlenden  Punkt  IV  ist  nur  die  untere  H&lfte  4  der 
Brennlinie  gezeichnet;  dieselbe  ist  hier  nach  13)  eine  Cardioide. 

Liegt  endlich  der  strahlende  Punkt  ausserhalb  des  Krei- 
ses, wie  der  Punkt  V  in  der  Figur,  so  bleiben  die  entwickelten  Formeln 
sSmmlliuli  giltig.  Die  BUckkehrp unkte  dritter  Art  werden  imaginär;  die 
kaustische  Linie  5  berührt  den  Kreis  in  den  Punkten  O  nnd  £,  nümlieh 
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in  den  Berfibmngspnnkten  der  von  V  ans  an  donselben  gelegten  Tan- 
genten. Zu  dem  zwischen  D  nnd  E  liegenden  kleinen  BogenstUok  des 
reflectirenden  Kreiiea  gehfirt  der  znnKcligtliegendfl ,  aabjective  TbeJl  dnr 
Carrn.  Die  Brennlinie,  von  der  nnr  die  obere  Hälfte  gezeichnet  ist, 
hat  vier  Sebeitel  nnd  demgemäsB  Eirei  Scheiteltangenten  T^,  deren  Ent- 
feninngen  f  vom  Mittelpunkte  M  bestimmt  sind  nach  26)  dnrch 

Bectification.  Die  kansti Bebe  Linie  ist  die  Evolute  einer  Bon- 
lette, deren  Krümmungsradien  dnrch  19)  vollkommen  bestimmt  wnrdon. 
Die  LXnge  irgend  eines  Bogenstückes  der  Evolute  ist  gleich  der  Diffe- 
renz der  za  den  Endpunkten  gebSrigen  Erflmmungsmdieu  der  Evolvente, 
TorauBgesetBt ,  daes  innerhalb  des  betrachteten  Stackes  kein  RHckkehr- 
pnnkt  oder  unendlich  femer  Funkt  liegt.  Hiemach  ist  die  LSnge  5  des 
Bogens  der  Brennlinie,  welcher  dnrch  den  Rtickkebrpunkt ,  der  in  der 
Verlängerung  des  dnrch  den  strahlenden  Punkt  gebenden  Radius  liegt 
und  dnrch  einen  der  beiden,  symmetrisch  zn  diesem  Radius  liegenden 
EBekkebrpunkte  begrenzt  wird, 

Ist  die  kaustische  Linie  eine  geschlossene  Cnrve,  ist  also  z  kleiner 
als  -^,  so  erhält  man  ans  den  Krümmungsradien,  welche  zu  den.  Bück- 
kebrpnnkten  gehSren,  den  Umfang  u  der  ganzen  Curve: 
-3i' 


¥t- 


4j'     '" 


Der  umfang  der  oben   betrachteten  Cardioide  ergiebt  sich  als  specieller 
Fall  für  z  =  D 

"-"(■ 

U.    Die  kanatiBohen  Linien  der  Parabel. 

Der  strahlende  Fnnkt  P  liege  auf  der  Axe  In  der  Entfemnng  e  vom 
Sebeitel  der  Parabel. 

Nach  Sata  12)  ist  die  kanstische  Linie  die  Evolute  der  Ronlette, 
welche  ein  Funkt  P,  beschreibt,  der  mit  einer  zweiten,  der  gegebenen 
congmenten  Parabel  in  symmetriscber  Lage  za  dem  strahlenden  Pankte 
P  fest  verbunden  ist,  während  diese  auf  der  gegebenen  so  abrollt,  dass 
sich  beide  Parabeln  stets  in  entsprechenden  Punkten  faerdbren. 

In  Fig.  3  »ei  C  die  gegebene,  C^  die  daranf  abrollende  Parabel,  $ 
der  angen blickliebe  Bertlfamngspnnkt  (Pol).  Da  die  beiden  Cur ven  stets 
■ymmetriseh  zur  gemeinsobaftUehen  Tangente  lie^n ,  so  müssen  sich  die 
beiden  Axen  in  einen  Punkte  B  dieser  Tangente  schneiden.    Der  dem 
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Brennpankte  P  entsprechende  Brennpnnkt  der  rollenden  Parahol  hefiode 
sich  augenblicklich  in  F, ,  so  folgt  aas  der  symmetrischen  Lage,  dau 
$F,  gleich  $f  ist,  nnd  ferner  die  Gleichheit  der  Winkel  d^F,  nnd 
ßSpF,  d.  h.: 

29)  Der  Brennpunkt  der  beweglichen  Parabel  beflchreibt 
eine  gerade  Linie,  nKmlioh  die  Leitlinie  der  festen  Parabel. 

Da  f,  eine  Gerade  dnrchlänft,  so  mass  P,  jedesmal  auf  dem  ent- 
sprechenden Wendekreise  liegen.  Pa  ferner  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises 
stets  auf  der  gemeinschaftlichen  Normale  der  Polbahnen  liegt,  so  mnes 
nach  Sats  II)  der  Dnrchschnittspankt  dieser  Normale  nnd  der  IjeitUaie 
der  festen  Parabel  der  angenblicklicbe  Wondepol  0  Bein;  das  Stück  ^0 
der  Nonnale  ist  demnach  der  Durcbmesser  d  des  momentanen  Wende* 
kreises.     Aus  der  allgemeinen  Gleichung  9)  folgt  hier  sofort 

30)  Der  Durchmesser  d«s  Wendekreises  ist  gleich  dem 
halben  ErUmmnngaradius  der  Parabel,  welcher  zu  dem  ge- 
meinschaftlichen Punkte  ^.gehtirt.  (Hieraus  folgt  u.  A.  die  be- 
kannte einfache  Goustruction  der  KrUmmnngsmittelpuukte  für  die  Parabel.) 

Zeichnet  man  in  der  festen  Parabel  den  zum  Wendekreis  symmetrisch 
liegenden  Kreis  K  (den  sogenannten  Wendekreis  der  umgekehrten  Be- 
wegung), nnd  nimmt  man  irgend  einen  Punkt  X  in  der  Peripherie  dieses 
Kreises  als  strahlenden  Punkt  an,  so  befindet  sich  der  symmetrisch  ge- 
l^ene  Punkt  Xy  gerade  auf  dem  Wendekreise  nnd  die  von  X^  beschrie* 
bene  Ronlette  hat  demnach  an  der  Stelle,  an  welcher  sich  X^  augenblick- 
lich befindet,  einen  Wendepunkt;  der  entsprechende  Krümmungsmittel- 
pnnkt,  also  ein  Punkt  der  za  X  gehörigen  kaustischen  Linie,  liegt  in 
unendlicher  Entfernung,     Hieraus  folgt  der  Satz: 

Die  reflectirten  Strahlen  der  von  den  Pnnkten  eines  Kreises,  welcher 
die  Parabel  in  einem  Punkte  $  von  innen  berührt  nnd  den  halben,  zu 
$  gehörigen  KrümmangBradins  der  Parabel  zum  Darchmesser  hat,  aus- 
gebenden und  den  Kinfallspankt  $  treffenden  Strahlen  Bind  Asymptoten 
der  zu  den  entsprechenden  strahlenden  Pnnkten  gehörigen  kaustischen 
Linien. 

Es  sei  P  (Fig.  3)  derjenige  Punkt  der  Parabelaxe,  in  welchem  der 
erwähnte  Kreis  dieselbe,  ausser  in  F,  schneidet,  so  kann  eine  Asymptote 
der  Btt  P  gehörigen  Brennlinie  leicht  bestimmt  werden.  Aue  der  Betrach* 
tung  des  Hilfskreises  folgt,  dass  Winkel  $  PP  gleich  Winkel  fi  Sß  f,  also 
auch  gleich  Winkel  '?^BF  ist;  demnach  ist  die  Tangente  $£  gleich  dem 
Einfallsloth  P^.  Bezeichnet  man  die  Ahscisse  des  Einfallspunktes  $, 
also  -die  Strecke  SB,  mit  se^  und  die  Ikitferaung  des  strahlenden  Punk- 
tes vom  Scheite)  nüt  z;  berfickBicfatigt  man  ferner,  daas  die  SnbtaBgente 
dnich  den  Scheitel  H  hslbirt  wird,  so  folgt  aus  der  Gleichheit  von  BB 
nnd  PS 
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31)  Die  Äbacisse  des  Parabelpnnktes,  aas  welchem  der 
von  einem  Btrahtendea  Punkte/'  derParabelaxe  einfallende 
Strahl  als  Asymptote  der  zu  P  gehörigen  kanstischen  Linie 
reflectirt  wird,  ist  gleich  einem  Drittel  des  Abatandei  des 
Panktes  P  Tom  Sobeitel  S  d«r  Parabel. 

Da  der  Btrahlwde  Punkt  in  der  Aze  liegt,  so  mnsB  die  Brennlinie 
symmetrisch  znr  Axe  liegen;  dieselbe  hat  also  anch  swei  symmetrisch 
liegende  Asymptoten. 

Bezeichnet  man  den  Sobnittpnnkt  der  an  $  gehörigen  Normale  and 
der  Axe  mit  N  (Pig.  3)  nnd  den  Darebsobnittspankt  der  Asymptote  mit 
der  Axe  mit  J,  so  sind  P,  N,  J  and  B  stets  vier  bannonische  Punkte.  A 
kann  nnter  Anwmdang  des  Vorstehenden  laicht  fUr  jede  Lage  des  strah- 
lenden Punktes  constmirt  werden.  Zur  Bestimmung  des  Winkels  tp, 
welchen  der  zur  Asymptote  gehörige  Einfallsatrabl  mit  der  Axe  bildet, 
hat  man  ans  dem  Dreieck  P^E  sofort 


,„  =  -^^=^|£. 


Die  LXnge  des  zu  einer  Asymptote  gehijrigen  Ein  falls  Strahles  ist 
and  der  zugehörige  Bad  ins  vector 

Der  Abstand  des  Punktes  A,  in  welchem  die  Asymptoten  die  Parabelaxe 
schneiden,  vom  Scheitel  S  ergtebt  sich  ans  der  Betrachtung  der  harmo- 
nischen Punkte  PS  AB 

iFttr  2=  n"  >Bt  demnach  die  Asymptote  parallel  mit  der  Axe;  iu  diesem 
Falle  ist  F  der  strahlende  Punkt  nnd  die  reflectirten  Strahlen  sind  sbamtlich 
parallel.)  Wird  der  Winkel,  den  eine  Asymptote  mit  der  positiven  Rich- 
tung  der  Parabelaxe  bildet,  mit  1  bezeichnet,  so  findet  man  aus  der 

IKe  Asymptote  steht  senkrecht  cur  Axe,  wenn  2z  — 9p  gleich  0,  oder 
wenn  z  gleich  4,6  p  ist.  Die  beiden  Asymptoten  fallen  dann  sasammien 
au  einer  Geraden. 

Die  einzelnen  Punkte  der  kaustischen  Linie  lassen  sich  mit  Be- 
nutzung des  momentanen  Wendepols,  also  des  Punktes  0,  iu  welchem 
die   gemeinschaftliche   Normale    der  beiden  Parabeln   die  Leitlinie   der 
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festen  Cnrve  schneidet,  nacb  10)  leicht  constmiren.  Dn  die  beiden  Pa- 
raboln  zar  gemeinscbaftlicben  Tangente  stets  symmetrisch  liegea,  so  kann 
die  Constrnctiou  dnrch  BentiUniig  des  stiahlenden  Punktes  P  statt  des 
bescb  reiben  den  P^  nnd  eines  znm  Wendepol  symmetrisch  liegenden  Pank- 
tes  O^  wesentlich  Tereinfacht  werden.  Es  ergiebt  sich  folgende  Con- 
stractionsregel  (Fig-  4): 

34)  Man  zeichne  im  Einfallepnnkte  $  der  Parabel  die  Nor- 
male; dieselbe  schneide  die  Leitlinie  im  Punkte  0;  ferner 
trage  man  die  Strecke  $d  nach  der  entgegengesetzten  Seite 
Ton  $  aaf  der  Normale  ab  bis  ea  einem  Punkte  0^.  Durch 
den  Schnittpunkt  fP  der  VerbindnngBlinie  von  P  mit  0^  nnd 
der  in  $  auf  /'$  senkrecht  errichteten  Linie  ziehe  man  snr 
Normale  der  Parabel  eine  Parallele,  so  schneidet  diese  den 
von  $  ans  reflectirten  Strahl  tn  seinem  Bertihrnngspnnkte  Y 
mit  der  kaustischen  Linie. 

Bflstlmnnng  der  ErflumnngsradleB  der  Boalette  «nd  der  BAekkdiiTiiBkte 

der  kanstiBchea  Linie. 
Es  sei  %  der  augenblickliche  Beruh rnagspnnkt  der  beiden  Parabeln 
für  irgend  eine  Lage  der  beweglichen  Cnrre.  (Fig.  3.)  P^  and  P^ 
seien  die  zngehörigen  Lagen  der  dem  strahlenden  Punkte  P  und  dem 
Brennpunkte  F  der  festen  Parabel  entsprechenden ,  symmetrisch  zn  diesen 
liegenden  Punkte.  Uie  Entfernung  $/"  gleich  '^P^  sei  gleich  r  nnd  der 
Badins  vector  $jP  gleich  ^/^  gleich  v.  Die  Winkel,  welche  r  resp.  v 
mit  der  gemeinschaftlichen  Tangeute  der  Parabeln  bilden,  seien  a  nnd  ß. 
Bezeichnet  man  endlich  die  Entfernungen  des  Poles  $  von  den  Krfim- 
mnngsmittel punkten  der  von  den  Punkten  /^j  nnd  F^  augenblicklich  be- 
schriebenen Bogenelemente  mit  r^  nnd  v,,  so  ist  nach  Satz  4) 

(i+i)„.„(i+i)>.^. 

Da  Punkt  F,  nach  29)  eine  Gerade  beschreibt,  so  ist  v,=  co  nnd  da  sich 
femer  ans  dem  Dreieck,  welches  die  Punkte  PS^  und  der  Schnittpunkt 
B  der  Tangente  mit  der  Aie  bilden,  ergiebt   . 

SO  gebt  die  gefundene  Gleichung  fibei  in  die  Form 


''    '^+-1 

id  hieraus  folgt 

"G+»-f) 

35) 

'■  .  /     ,\ 

{'*'-^) 


D.,i„o,n,Googlc 
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r^  wird  negativ,  wenn  1\  und  der  zugehörige  Krtünmnngsmittelpnnkt  auf 
deTB«lben  ^ile  von  $  liegen.  Da  der  ETÜmmnngsradins  R  der  Bonlette 
fUr  den  Punkt  /*,  gleich  r  +  r,  ist,  ao  folgt  weiter 


R=- 


'('+-!)■ 


2/ 

Fahrt  man   die  Abaciese  x   d«B  Einfallspanktes  $   (vom  Scheitel  S  ans 
gemessen)  in  die  Rechnung  ein,  so  ist  zu  setzen 

Han  erhSlt  


i'-lh 


Hieraus  ei^iebt  sich ,  dass  ß  unendlich  gross  wird  für  x  =  -^ ,  wie  schon 

oben  direct  gefunden  wurde.  Dem  kleinsten  Weithe  von  x,  also  dem 
Scheitel  der  Eoulette,  entspricht  ein  Minimum  von  R.  Die  bewegliche 
Parabel  bertthrt  für  j;  =  0  die  feste  im  Scheitel  S  und  der  die  Roulette 
erzeugende  Punkt  P^  liegt  anf  der  Aze  in  der  Entfernung  z  vom  Schei- 
tel; es  ist  also  r  gleich  z  in  diesem  Falle.  Dem  Minimum  des  Krflm- 
mangsradius  entspricht  ein  Bftckkehrpunkt  der  Evolute- 

Bei  dem  Abrollen  der  beweglichen  Parabel  beschreibt  der  Brennpnnkt 
die  Gerade  Z,  29);  da  femer  der  Winkel,  den  die  Ase  dieser  Parabel 
mit  der  Leitlinie  L  der  festen  Parabel  bildet,  allm&lig  wElcbst  nnd  scbtieas- 

lich  gleich  -^  wird,  wenn  die  beiden  Gurren  sich  in  den  unendlich  fer- 
nen Punkten  berttfaien,  so  n&hert  sich  die  Entfernung  des  die  Bonlette 
beschreibenden  Punktes  P^  von  L  allm&lig  dem  Werthe  i  —  -^ ,  d.  b.  die 
Roulette  hat  eine  Gerade,  welche  der  Leitlinie  L  in  der  Entfernung 
z  — -£  parallel  liegt,  zur  Asymptote,  und  die  Evolnte  erstreckt  sieb  dem- 

gemfiaa  mit  zwei  zur  Axe  symmetrisch  liegenden,  nicht  asymptotisch eo 
Zweigen  ins  Unendliche. 

Da  hiernach  der  Krümmungsradius  R  der  Boulette  sowohl  ftir  x=—, 

ala  auch  für  a:  =  oa  den  Weith  »  annimmt,  so  muss  danwlschen  ein  Mi- 
nisrom  von  It  liegen.  Aus  d&r  Betrachtung  der  Ableitung  von  R  findet 
man  leicht,  dass  B  ein  Minimum  wird  fttr  x  =  z,  d.  h.  wenn  bei  dem 
Abrollen  der  beweglichen  Parabel  einer  der  beiden  Punkte  der  festen, 
welche  mit  P  dieselbe  Abscisse  z  haben,  zum  Pol  wird,  so  ist  der  Krüm- 
mungsradius der  Ronlette  fttr  den  bescbrubenden  Punkt,  welcher  angen- 
btteahrUt  r.Halhnnltlt  n.nijdt.  ZXm,  I.  ^  ^ 
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blicklich  aymmetriach  zu  P  li«|^,  ein  Minimum  and  die  Erolnte  hat  dem- 
entsprechend noch  Bwei  Rflekkehrpnnkte.     Hieraus  fol^  der  Säte: 

37)  Die  ksustieche  Linie  der  Parabel  hat  drei  BQckkelir- 
pankte;  die  Tangenten  in  diesen  Fnnkten  sind  diejenigen- 
Strahlen,  welche  ans  dem  Scheitelpunkte  der  Parabel  nnd 
andererseits  ans  den  beiden  Funkten  derselben,  irelche  mit 
dem  strahlenden  Pnnkte  dieselbe  Abscisse  haben,  reflectirt 
werden. 

Die  Lage  dieser  Rfickkehrpnnkte  kann  leicht  bestimmt  werden.  Die 
oben  mit  r,  bezeichnete  Strecke  ist  die  LSnge  des  reflectirten  Strahles 
vom  Ein  falls  punkte  bis  znm  Berttbmngspankte  der  Brennlinie,  wEbrend 
r  die  LSnge  des  einfallenden  Strahles  bis  snm  Einfallspnnkte  bedenlet. 
Für  den  ersten,  auf  der  Axe  gelegenen  RUckkehrpnnkt  wnrde  oben  ge- 
funden r  =  z.  SetBt  mau  diesen  Wertb  in  Gleichung  5)  ein,  so  erhSlt 
man ,  da  a  in  diesem  Falle  ein  rechter  Winkel  und  der  KrUmmnngsradins 
fUr  den  Scheitel  der  Parabel  gleich  p  ist: 

B       r,       /> 
d.  h. ;  p  ist  das  harrooniBche  Uittel  zwischen  t  und  r^,  oder,  wenn  man 
den  Krflmmnngsmittelpunkt  für  den  Scheitel  der  Parabel  mit  M  beieichnet : 

38)  Die  Strecke  SM  wird  dnrcb  den  strahlenden  Punkt 
und  daich  den  ersten  Räckkehrpunkt  der  Brennlinie  har- 
monisch getheilt. 

Für  die  beiden  anderen  Rfidckebrpnnkte  ist,   wie   oben  gefunden, 

x^z,  also  D  =  £-!-»'  <i»^  7^=2;) 2.  Setzt  man  diese  Werthe  in  Gleich- 
ung 35)  ein ,  so  erhält  man  die  Länge  Sj  des  reflectirten  Strahles  bis  zu 
einem  dieser  RUckkehrpunkte 


Bezeichnet  man  die  Entfernung  des  Punktes  P  vom  Brennpunkte  mit  t 
und  die  Ordinate  der  Parabel  im  Pnnkte  P  mit  s,  so  ist 


Legt  man  im  Punkte  Q  (Fig.  3)  eine  Tangente  an  die  Parabel,  so  ist, 
da  *  senkrecht  auf  der  Axe  steht,  der  Winkel,  den  QF  mit  dieser  Tan- 
gente bildet,  gleich  dem  Winkel  des  reflectirten  Strahles  nnd  der  Nor- 
male; folglich  steht  in  diesem  Falle  der  reflectirte  Strahl  senkrecht  zum 
Radius  vector  QF,    Aas  dem  Dreieck  FQH  folgt  ferner,  dass  das  Stilok 

QH  gleich  s  — ,  also  dem  absoluten  Werthe  nach  gleich  «i  ist.    Das  nega- 
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tive  Zeichen  bei  s,  beden(«t,   dius  det  Bfickkehrpnnkt  in  der  Verlftoge- 
mnf  Ton  HQ  liegt.     HiernnE  ergiebt  sich  folgende  Conatniction ; 

39)  Uiin  errichte  in  dem  strahlenden  Punkte  P  eine  Senk- 
rechte  «nr  Axe,  welche  die  ParKbetin  (>  schneidet,  im  Punkte 
Q  eine  andere  Senkrechte  a&r  dem  Radins  vector  FQ  bis  snm 
Schnittpunkte  H  mit  der  Axe;  verlängert  man  BQ  ttber  Q 
hin  ans  um  die  eigene  Länge,  so  ist  der  Endpunkt /ein  BDck- 
kehrpunkt  der  kauBtiachen  Linie  und  HJ  ist  die  zugeh5rige 
RSckkehrtangeute. 

Die  Coordinaten  -des  Bfickkehrpunktea  Bind 

%  =  x-PH='^'-^~y    und  ^  =  2^2^. 

Die  Tangenten  in  den  Scheiteln  der  kauBtiachen  Linie, 
d.  b.  in  denjenigen  Punkten,  in  welchen  dieselbe,  abgesehen  von  den 
BHckkebrpnnkten  und  unendlich  fernen  Funkten,  jedesmal  ein  Maximum 
oder  Minimum  in  Richtung  der  Parabelaxe  hat,  müssen  normal  su  dieser 
Axfl  stehen. 

Wird  ein  von  P  auBgehender  Strahl  PD  (Fig.  5)  senkrecht  zur  Axe 
reflectirt,  so  muss,  wie  sich  aus  der  Betrachtung  der  Winkel  sofort  ergiebt, 
PD  senkrecht  aof  dem  zum  EinfaÜBpunkt  gehörigen  Radius  vector  FD 
stehen.     Hlerans  folgt  eine  einfache  Constrnctionsregel : 

40)  Hau  schlage  (iber  der  Entfernung  des  strahlenden 
PvnkteB  vom  Brennpunkte  als  Durchmesser  einen  Kreis  und 
fälle  von  den  Schnittpunkten  dieses  Kreises  und  der  Para- 
bel senkrechte  Linien  gegen  die  ParabelaxB,  bd  sind  diese 
Senkrechten  die  Scheiteltangenten  der  kaustischen  Linie. 

Der  Kreis  schneidet  die  Parabel  nur  dann,  wenn  die  Bntfernnng 
des  strahlenden  Punktes  vom  Scheitel  der  Parabel  grOsser  als  4,5  ;>  ist, 
Dod  nur  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  giebt  es  Bcbeiteltangenten. 
FQr  xs^A,bp  stehen  nach  33)  die  Asymptoten  senkrecht  zur  Axe;  sie 
fallen  mit  den  Schoiteltangenten  zusammen. 

Die  Scheitelpunkte,  also  die  Berflhmngspnnkte  der  Scbeiteltan- 
genten,  lassen  sich  durch  die  altgemeine  Constmction  34)  leicht  bestim- 
men ;  die  hierzu  erforderliche  Senkrechte  snm  Einfallsstrahl  Ist  in  diesem 
Falle  offenbar  der  zum  Ein fallsp unkte  gehörige  Radius  vector.  (Vei^l. 
Fig.  6.) 

Ans  der  Betrachtung  der  Fignr  ei^ebt  sieh  ferner,  dosa  das  Prodnct 
der  Abstände  des  Brennpunktes  von  zwei  zusammen  gehSrigen  Scheitel- 
tangenten  constant,  und  zwar  gleich  p^  ist.  Die  Schnittpunkte,  welobe 
je  zwei  ansammen gehörige  Scheiteltangenten  auf  der  Axe  bestimmen, 
gehSren  also  einer  i nvo In tori sehen  Fanktreibe  an,  deren  Hauptpunkte  in 
der  Entfernung  p  vom  Brennpunkte  F  zu  beiden  Seiten  deaaelben  liegen. 
Hieraus  lassen  sich  die  verschiedenen  Lagen  der  Scheitel  leicht  Uberaaben. 


20  ElatiBtisehe  Linien  ia  kinematiEcher  Behandlnng. 

Rectification.  Die  LKnge  eines  Bogenstttckee  der  kftDsüschea 
Linie  ist,  wie  bei  der  Rectification  der  Breunlinie  des  Kreiaes  erSiteit 
wurde,  gleich  der  Differena  ans  den  beiden  KrUmmnngGradien  der  Ron- 
lett«,  welche  au  den  Endpunkten  des  Bogena  gehören.  Diese  Radien 
sind  duich  Gldchnng  36)  zd  berechnen  nnd  damit  ist  die  BogenUnge 
leicht  bestimmbar. 

41)  In  Fig.  5  sind  die  kaastischen  Linien  der  Parabel  für  vier  ver- 
schiedene Lagen  des  etrahlenden  Punktes  P  dat^estellt.  Den  Punkten  I 
bis  IV  entsprechen  die  Brennlinien  1  bis  4,  Liegt  P  in  endlicher  Ent- 
fernung und  ist  sein  Abstand  vom  Parabelscheitel  grösser  als  4,5  j),  so  hat 
die  kaustische  Linie  im  Allgemeinen  die  Gestalt  der  Gurre  1.  Die  Linie 
hat  awei  symmetrisch  zur  Axe  liegende  Asymptoten  [31)],  welche  mit  der 
positiven  Kichtnng  derselben  spitze  Winkel  bilden ,  die  um  so  kleiner  wer- 
den, je  weiter  sich  der  Pnnkt  P  vom  Scheitel  entfernt;  ferner  zwei  zur 
Axe  gleichfalls  symmetrisch  liegende  Rfickkehrpnnkte  [37)]  nnd  einen 
RUckk  ehr  pnnkt  in  der  Paiabelaxe.  Die  beiden  Zweige,  welche  sich  von 
dem  zuletzt  genannten  Punkte  aus  ins  Unendliche  erstrecken,  bilden  den 
objectiven  Theil  der  Cnrve. 

Ist  der  Abstand  :  des  strahlenden  Punktes  vom  Scheitel  gleich  4,5 p, 
eo  fallen  die  beiden  Asymptoten  zusammen  und  bilden  eine  aur  Axe 
senkrecht  stehende  Gerade  [33)] ;  Curve  2  in  Fig.  5.  Räckt  der  strah- 
lende Punkt  weiter  gegen  den  Scheitel  vor,  so  trennen  sich  die  Asym' 
ptotea  wieder  und  bilden  fernerhin  stumpfe  Winkel  mit  der  Parabelaze. 
Ist  ;=l,5p,  HO  gehen  dieAsyroptoten  durch  den  etrahlenden  Pnnkt  j  CurreS. 

Ist  1  =  /),  so  fUllt  der  eine  Rtickkehrpnnkt  mit  P  zusammen, 
wegt  sich  P  noch  weiter,  so  entfernen  sich  alte  drei  Rückkehrpnnkte 
schnell,  nnd  zwar  der  in  der  Axe  liegende  Punkt  in  seiner  bisherigen 
Bewegungsrichtung  innerhalb  der  Parabel,  die  beiden  anderen  in  ent- 
gegengesetzter Richtung,  ausserhalb.  Kommt  der  strahlende  Punkt  im 
Brennpunkte  an,  so  liegen  die  drei  Rfickkehrpnnkte  in  unendlicher  Ent- 
fernung; die  Asymptoten  siiid  parallel  zur  Axe;  die  reflectirten  Strahlen 
sind  sSmmtlich  parallel. 

Rückt  der  strahlende  Punkt  ttber  den  Brennpunkt  hinaus,  so  liegt 
der  Schnittpunkt  der  Asymptoten  ausserhalb  der  Parabel  und  nähert  sich 
ans  unendlicher  Entfemnng,  entsprechend  dem  Vorrücken  von  P,  allmKlig 
dem  Scheitel;  gleichzeitig  erscheint  der  eine  RUckkehrpunkt  auf  dieser 
Seite  der  Axe  und  nähert  sich  ebenfalls  dem  Scheitel.  Die  beiden  an- 
deren Rückkehrpunkte  liegen  jetzt  innerhalb  der  Parabel  und  rttckeD 
auch  allmKlig  dem  Scheitel  näher.  Die  von  diesen  Punkten  ausgehenden 
vier  Zweige  der  Cnrve  bilden  jetzt  den  objectiven  Theil  der  Brennlinie. 
Als  Beispiel  dient  die  Curve  4  in  Fig.  5.  Die  mit  1*  und  4"  bezeich- 
neten Linien  sind  Theile  der  Rouletten ,  welche  zu  den  Punkten  I  und 
IV  gehören. 
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Li«gt  der  strahlende  Fnnkt  ausserhalb  der  Parabel  in  der  Verlünge- 
mng  ihrer  Axe,  so  sind  die  Asymptoten  und  die  beiden  ausserhalb  der 
Axe  gelegenen  HUukkehrp unkte  imaginär.  Die  Citrve  hat  nur  einen, 
darcb  38)  beetitnmten  reellen  RUckkehrpunkt  und  borUhrt  die  Parabel  in 
den  beiden  Pnnkten,  in  welchen  dieselbe  darch  die  Polare  von  P  ge- 
schnitten wird.  Das  endliche  Stück  der  Cnrve  zwischen  den  beiden  Be- 
riihmngspnnkteD  ist  der  subjective  Theil  derselben.  Die  einzelnen  Punkte 
der  kaustischen  Linie,  insbesondere  die  Scheitel  derselben,  können  auch 
in  diesem  Falle  nach  34)  und  40)  leicht  construirt  werden. 

m.    Die  lEanetiudieii  Linien  der  EllipM. 

Der  strahlende  Punkt  P  Ue^e  auf  der  grossen  Axe  der  Ellipse  In  der 
Entrernang  z  Tom  Mittelpunkte  M  derselben. 

Nach  Satz  12)  ist  die  zugehörige  kaustische  Linie  die  Grolute  einer 
Boalette,  welche  ein  Punkt  P^  beschreibt,  der  mit  einer  zweiten,  der 
gegebenen  congruenten  Ellipse  in  symmetrischer  Lage  zum  strahlenden 
Punkte  P  verbunden  ist,  wShrend  diese  auf  der  gegebenen  so  abrollt, 
dasB  sich  beide  Ellipsen  stets  in  entsprechenden  Punkten  berühren. 

In  Fig.  6  sei  $  der  angenblickliche  Berührungspunkt  (Pol)  der  bei- 
den Ellipsen,  deren  Halbaxen  mit  a  und  b  bezeichnet  werden.  P  ist 
der  strahlende  Punkt,  also  die  Entfernung  PM  gleich  z.  Die  Coordina- 
ten  des  Punktes  $  seien  x  und  y;  die  zugehörigen  Radien  vectoren  seien 
^F^v  und  $C  =  N'.  Üie  gemeinschaftliche  Tangente  beider  Curren 
schneide  die  Axen  im  Punkte  A\  die  zugehörige  Normale  schneide  die 
groase  Azs  der  gegebenen  Ellipse  im  Punkte  N. 

Bezeichnet  man  den  Winkel,  welchen  die  Radien  vectoren  mit  der 
Tangente  bilden,  mit  o,  und  den  spitzen  Winkel,  welchen  diese  Tan- 
gente mit  der  grossen  Axe  der  Ellipse  bildet,  mit  X,  so  findet  man  unter 
Berfieksichtignug  der  Eigenschaften  der  Ellipse  leicht  folgende  Beziehungen 
zwischen  den  erwähnten  Grössen: 

Es  ist  f  JV  =  — iJ,  wenn  die  Excentticität  f/a'—b*  mit  c  bezeichnet 

vird.     Aus  dem  Dreieck  Fff$  findet  man  demnach 

cosl=  —  cosa. 

c 

a*  Ig^  k  ffl*  ( c' n*  cos^  a) 

Ferner  ergiebt  sieb  a:*=--j— — i-rr.  = .,   .  ^         ■ ,  und  hieraus 

42)  ^.«=_^; 

o*  —  t'ar' 
femer  

43)  ^'i^-jT-j j\'    '■^''   ■ 


Kaustische  Linien  in  kinem&tiscliei'  Beliandtang. 


Bezeichnet  man  die  LSnge  des  einfallenden  Strahles  P$  mit  r,  so  ist 

44)  >  =  s'  +  («-=)'  =  6'-5^'+(i-z)'. 

Nennt  man  den  Winkel,  welchen  dieser  Strahl  />$  mit  der  Tangente  I^J 
bildet,  S,  so  findet  man  ans  dem  Dreieck  AP^ 

sitiS_^P_a*  —  a-z 

sviX        r  rx      ' 

also  mit  Berttcksicbtigung  von  4it) 


£s  soll  ferner  der  DnTchmesser  d  des  iti  $  gehfirigen  angenbÜck- 
lichen  Wendekreises  bestimmt  werden.  Verlängert  man  F$  über  5ß  binans 
nm  den  Radios  vector  «>,  so  ist,  da  die  Ellipsen  symmetrisch  in  Bezng 
auf  die  gemeinschaftliche  Tangente  liegen,  der  Endpunkte,  dieser  Ver- 
ISngemng  ein  Brennpunkt  der  beweglichen  Curre.  Da  femer  FG^  con- 
etant  gleich  2a  ist,  so  beschreibt  der  Punkt  G/  einen  Kreis  nm  den  Mit- 
telpunkt F.  Bezeichnet  man  denjenigen  Punkt  anf  der  Verlängerung 
von  F$,  welcher  angen blicklich  mit  einem  Wendepunkte  der  von  ihm 
beschriebenen  Bahn  zusammenfällt,  mit  J,  so  ergiebt  der  Savary'sche 
Satz  die  GIdchnng 

1,1         1,1 


Da  Punkt  /  auf  dem  Wendekreise  liegen  muss,   so  findet  man  hieraus 
den  Durchmesser  dieses  Kreises 


Nach  einem  bekannten  Satse  von  der  Ellipse  ist  vresin^a^b*,  also 
46)  rf  =  -    ''',  ■ 

Denselben  Werth  wttrde  man  ans  der  Gleichung  <f=:-^  erhalten;  anderer- 
seits kann  die  gegebene  Ableitung  desselben  zur  Bestimmsng  des  Krttm- 
mUQgsradins  q  der  Ellipse  dienen. 

Gana  in  derselben  Weise,  wie  oben  [30)]  bei  der  Betrachtung  der 
Parabel,  ergiebt  sich  hier  f^r  die  Ellipse  der  Satz: 

Die  zurückgeworfenen  Strahlen  der  von  den  Punkten  eines  Kreises, 
welcher  die  Ellipse  anf  der  innern  Seite  in  einem  Punkte  $  berührt  und 
den  halben  zu  $  gehörigen  Krflmmnngsradius  der  Ellipse  zum  Durch- 
messer hat,  ausgehenden  und   den  Einfallspunkt  Ep  treffenden  Strahlen 
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sind  Asyniptoteu  der  za  den  entsprecheDden  strahlenden  Panbten  ge- 
hSrigen  6  renn  Uni  en. 

Hit  Hilfe  dieses  Satzes  können  die  Asymptoten  der  kanstiscben 
Linie,  welche  za  einem  anf  der  grossen  Axo  liegenden  Funkte  P  ge- 
hören, leicht  hestimmt  werden.  Ist  $  (Fig.  7)  der  Einfallspankt ,  aus 
welchem  der  von  P  einfallende  Sirahl  r  als  Asymptote  reflectirt  wird,  so 
muM  der  die  Ellipse  im  Pankte  $  berührende  Kreis,  dessen  Dnrcbmesser 
die  oben  bestimmte  Grßase  d  hat,  durch  den  strahlenden  Punkt  P  hin- 
darohgehen;  der  Durchmesser  '^0^  dieses  Kreises  (des  Wendekreises  der 
umgekehrten  Bewegung)  liegt  in  der  Normale,  wulche  zu  $  gehört.  Be- 
zeichnet  man  den  Winkel,  welcheu  der  einfallende  Strahl  mit  der  Tan- 
gente bildet,  wie  oben  mit  S,  so  ist 

r  =  d  sin  d. 
SetBt    man    füi  r,    d  und   smS   die   nnter  44),  45)  und  46)  gefundenen 
Werthe  ein,  so  erhält  man  unter  Anwendung  von  42) 

c»)*     <i'(n'-.rg)' 
4«» 6«         'r>(a*-  t^x*) 

Nimmt  man  den  Werth  von  x,  also  die  Entfernung  des  strahlenden  Punk- 
tes vom  Mittelpunkte  der  Ellipse,  als  gegeben  an,  so  kann  die  gefun- 
dene Gleichung  znr  Bestimmung  von  ar,  d.  h,  zur  Berechnung  der  Ab- 
scisse  desjenigen  Ellipse n punktes ,  ans  welchem  der  von  P  einfallende 
Strahl  als  Asymptote  der  Brennlinie  reflectirt  wird,  dienen.  Bei  gehöriger 
Umformung  erhält  diese  Gleichung  die  Form 

47)  a:5_?^a:»  +  ^«+^(2c»_2t»-a*)  =  0. 

Die  Discnssion  dieser  Gleichung  folgt  später  unter  55). 

Es  soll  jetzt  die  Länge  r,  irgend  eines  refleetirten  Strahles  vom  Ein- 
fallspunkte  %  bis  zum  Bertthmugspunkte  mit  der  kanstiBchen'  Linie  be- 
stimmt werden.  Dieser  Berührungspunkt  ist  zugleich  der  Krümmungs- 
mittelpnnkt  des  Bogenelements ,  welches  der  zu  P  symmetrisch  liegende 
Punkt  i^i  beschreibt,  wenn  $  der  momentane  Pol  ist  (Fig.  6).  Nach  dem 
SaTftry'scben  Satze  5)  hat  man  demnach  die  Beziehung 


(7+^)" 


wenn  mit  «  der  Krämmangsradins  der  Ellipse  im  Funkte  $  bezeichnet 
wird;  da  femer  unter  46)  die  Ahfaängigkeit  ^s^Zd,  also  =- — r-g-  ge- 
fuideii  wurde,  so  erhält  man  die  Gleichung 

'      2asi«'ttr  — ö'smi'  ,-.  . 
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Wenn  man  weiter  lina  and  sinS  nach  42)  and  45)  durch  die  Absdsse 
des  Eiufallapnnktes  aosditickt,  so  ergiebt  sich 

Da  die  reflectirten  Strahlen  die  kaostifiche  Linie  berühren,  so  kann  von 
jedem  Punkte  der  Ellipse  ans  leicht  eine  Tangente  an  diese  Curve  ge- 
legt werden ;  der  BerUlirnngspankt  ist  darch  die  oben  gefandene  Gleich- 
ung bestimmbar.  Andererseits  kfinnen  die  einzelnen  Punkte  der  Brenn- 
linie oline  irgend  eine  Rechnung  dnrch  die  allgemeino  ConstmctioD  7) 
gefundeD  werden;  diese  Constraction  Itisst  sich  in  derselben  Weise,  wie 
beim  Kreb  und  hei  der  Parabel  [34)]  gezeigt  wurde,  vereinfachen. 

Der  Krümmungsradius  A  der  Roulette  ist  gleich  r+r^,  also 
„_  2-'^ 

Setzt  man  ftlr  r  den  unter  44)  gefandeneo  Werth  ein,  so  etbKIt  man 
2.'[(.-.)'  +  6'-^']''' 
"'      *  =  2e'(:.-(»-S)>  +  l-(a--«>)]-(,,'-t"»')(.'-ar!)- 
R  wird  unendlich  gross,  wenn  der  Nenner  des  erhaltenen  Bruches  gleich 
Null   wird;   hieraus  ergiebt  sich  dieselbe  Gleichung,  wie  die  anter  47) 
direct  gefundene,  snr  Bestimmaug  der  As^ptoten  der  Brennlinie. 

Wie  schon  früher  bei  der  Betrachtung  des  Kreises  und  der  Parabel 
erSrtert  wurde,  entspricht  jedem  Maximum  oder  Minimum  der  Krümmung 
der  Ronlette  ein  RUckkehrpunkt  der  kaustischeii  Linie.  Aus  der  nach  x 
genommenen  Ableitung  von  Jt  findet  man  leicht,  dass  der  KrUmmangs- 
radins  R  der  Roulette  ein  Maximum  resp.  Hinimnm  erreicht,  wenn  x 
gleich  z  wird;  d.  h. : 

50)  Die  kaustische  Linie  der  Ellipse  hat  zwei,  sym- 
metrisch zur  grossen  Axe  liegende  Rflckkehrpunkte;  die 
Tangenten  in  diesen  Rttckkehrpnnkten  sind  die  reflectirten 
Strahlen,  welche  von  den  beiden  Punkten  der  Ellipse  aas- 
gehen,  deren  Projection  auf  die  grosse  Aze  der  strahlende 
Punkt  ist. 

Der  Krümmungsradius  der  Roulette  erreicht  femer,  wie  leicht  ersicht- 
lich, einen  grössten  resp.  kleinsten  Werth  für  die  beiden  Scheitel  der- 
selben, d.  h.  ftir  die  beiden  Lagen  des  beschreibenden  Punktes  /*, ,  bei 
welchen  die  rollende  Ellipse  die  gegebene  in  einem  der  beiden  Scheitel 
der  grossen  Axe  berührt. 

51)  Die  kaustische  Linie  hat  demnach  noch  zwei  RUck- 
kehrpunkte,  welche  in  der  grossen  Axe  der  Ellipse  oder  in 
deren  Verlängerung  liegen. 
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a)  BeBUmmuiK  dtr  beides  BOokkehrpankte,  welche  Msserlulb  der 
groBBeo  Axe  liegen. 

Da  beraits  der  Anagangspankt  fttr  jede  der  beiden  Tangenten  der 
Brennlioie  in  diesen  Rttckkehrpankten  gefunden  wnrde,  ao  ist  zur  Toll- 
stündigen  Bestimmang  dieser  Tangenten  nnr  die  Angabe  der  I^ge  des 
Durducbnittspunktes  T  derselben  mit  der  grossen  Axe  erforderlich,  Be- 
leicboet  man  die  Entfernung  dieses  Schnittpunktes  T  vom  strablenden 
Punkte  P  mit  l  und  berücksichtigt  man,  dass  die  Strecke  l'T  durch  die 
Tangente  und  die  Normale,  welche  zum  Ei nfallsp unkte  gehören,  har- 
monisch getheilt  wird,  ao  findet  man 

'"  '-,'- (2.. -..).■• 

Nachdem  so  die  Lagen  der  beiden  Rttckkehrtangenteu  vollsUtudig  bestimmt 
sind,  ist  zur  AuflinduDg  der  Rfickkehrpnnkte 'selbst  nur  noch  die  Be- 
technuDg  der  Strecke  einer  solchen  Tangente,  vom  Einfallspunkte  his 
zum  Rückk ehrpunkte ,  notbwendig.  Man  erhitlt  diese  Strecke  r^,  wenn 
man  in  den  unter  48)  gefundenen  Ausdruck  fttr  die  Länge  r,  irgend  eines 
reflectirten  Strahles  statt  x  den  Werth  :  und  statt  der  Länge  r  des  ein- 
fallenden Strahles  den  besondem  Werth  —  ^a*  —  i*  einsetzt;  man  findet 

Wird  '-Q  negativ,  so  liegt  der  RUckkehrpunkt  in  der  Rtickverlängerung 
des  zngehtfrigen  jvfiectirten  Strahles. 

p)  B«fltf»HBBg  der  beides  Bflekkehrpnnkte,  welche  In  der  grossen  Axe 

liegen. 
Bezeichnet  man    die   Entfernungen    dieser  beiden    Punkte    von   den 
Scheiteln  S  resp.  S,  der  Ellipse  mit  p  und  q,  den  KrflmmangBradins  der 
Ellipse   fflr   diese  Scheitel  mit  ^,   so   ergiebt  der  Savary'sche  Satz  5) 
die  Gleichungen 

d.h.:  "-'      "       "<>    ""      ■*  +  '       «"*»' 

54)  Die  Strecken  zwischen  den  Scheiteln  derEllipse  und 
den  zngebfirigen  Krämmungsmittelpunkten  werden  durch 
den  strahlenden  Punkt  und  durch  je  einen  der  beiden  RUck- 
kehrpnnkte  harmonisch  getheilt.  Ans  den  gefundenen  Gleich- 
ungen ergeben  sich  die  gesuchten  Entfernungen 

und  zwar  ist  p  die  Entfernung  des  einen  Rttckkehrpunktes  von  dem  End- 
punkte deijenigen  Halhaxe,  innerhalb  welcher  der  strahlende  Punkt  liegt. 
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55)  Es  sollen  jetst  diu  venchiedeuen  Lagen  der  Aaymptotea  und 
Btickkehrpnnkte,  also  die  verschiedenen  Gestalten,  welche  die  kauBtUcben 
Linien  der  Ellipse  annehmen  kSnnen,  untersneht  werden.  Hierzu  int 
zuuKchst  die  DiscoBsion  der  Gleichung  47} 

durch  welche  die  AfaecieBen  derjenigen  Ellipsen  punkte  baBtimmt  werden 
Tou  denen  die  Asymptoten  ausgeben,  erforderlich. 

Die  Discriminante  dieser  Gleichung  ist  -j-j(c'  — s')'(a*— 2a'c*+c*i'}. 
Es  sind  demnach  folgende  drei  FJllle  zn  unterscheiden: 

wenn  z'p-^  {2<^—a')    ist,    so    hat  die  Gleichung  47)  I   reelle  und  2 

imaginfire  Wurzeln; 
wenn  i*^-^  (2c'  — o*)  ist,  so  hat  die  Gleichung  47)  3  reelle,  darunter 
2  gleiche  Wurzeln; 

a* 
wenn  -*<~i  (2c*— n*)  ist,  so  hat  die  Gleicbnag  47)  3  reelle  und  ver- 
schiedene Wureelo. 
Zur  näheren  Bestimmung  der  Abhängigkeit  der  Grässen  dieser  Wurzeln 
von   der   Entfernung  z  des  strahlenden  Punktes  vom  Hittelpunkte  der 
Ellipse  betrachte  man  den  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung 
47).     Bezeichnet  man  denselben  mit  f(x),  so  ergiebt  sich: 
Ftir  a:  =  4-  00  nimmt  f{x)  den  Werth  +  oo  an, 

Ffir  x  =  +  a  wird  f(x)-=i^^^{a*  +  c*  —  iaz).     Nimmt  man  den 

Gtrahleuden  Funkt  innerhalb  der  Ellipse,  also  :  zwischen  0  und  a  an, 
80  wird  der  zuletzt  erhaltene  Wcrth  von  f{x)  entweder  negativ,  gleich  0 
oder  positiv,  je  nachdem  a*-|-c* — 2az  positiv,  gleich  0  oder  negativ  btj 
d.  b.: 

wenn  i<— = —  ist,  so  ist  f[x)  negativ  fllr  a;  =  +  o| 

wenn  z  =  -7^^-    ist,  so  ist  f{x)  gleich  Null  für  x<=-\-a; 

n'+c* 
wenn  *>— s —   "'»  "o  "*  A*"^)  positiv  fiir  a;=  +  a. 

Für  x  =  —  a  ist  f{x)  stets  negativ. 

Für  Xzsz  wird  f{.x)  =  — y~  (2o*c*  — <i*  — c*!").    Dieser  Werlh  wird, 

wenu  z  zwischen  0  and  +<■  liegt,  entweder  positiv,  gleich  0  oder  nega- 
tiv, je  nachdem  2ii*c*  — o*  — c*e*  grösser,  gleich  oder  kleiner  als  Null 
ist;  d.  b.: 
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wenn  i<-^2c''  — a*  ist,  so  ist  f(x)  positiv  für  x  =  z; 

wenn  t  =  — j/2c*  — o*  ist,  ao  ist  f(x)  gleich  Nnll  für  x  =  z; 

wenn  z>  — ^2c'— n*  ist,  so  iflt  /"(a:)  negativ  für  x=s. 

D»  3(2«*  — «•)  stets  kleiner  als  c*  und  andererseits  — s stets  grösser 

iJs   c   ist,   so  muBB  aoch   — ^ —    stets  grosser  als  — y2c*  —  '(^   sein.     Ist 

demnach  i<— /2c*— «*,  also  aucli  kleiner  als  -     —  ,  so  ist  f(a>)  po- 

«iüv  für  »=00,  negativ  ftlr  x=+a,  positiv  filr  x  =  z  und  n^ativ  für 
x^—a.  Die  Gleichung  47)  hat  also  in  diesem  Falle  drei  reelle  Wur- 
zeln, und  zwar  eine  Wurzel  zwischen  +0  und  +'».  eine  zwischen  z 
und  +0  nnd  eine  zwischen  z  und  —a.  Durch  die  eiste  dieser  drei 
Warzelo  wird  offenbar  kein  reeller  Funkt  der  Ellipse  bestimmt;  die 
Gleichung  47)  liefert  also  unter  der  oben  angenommenen  Bedingung  nur 
zwei,   für  die  Bestimmung  reeller  Asymptoten  branchbare  Werthe. 

Ist  dagegen  r^  — /2c*  — a*,  so  hat  die  Gleichung  47),  wie  die  Dis- 

eriminaute  zügt,  nur  eine  reelle  Wurzel  und  diese  ist  nach  dem  oben 

n»+fi* 
Gefundenen    grässer   als   a,   falls    zugleich    t  kleiner  als    -^        ist,    also 

Dnbnrachbar  zur  Bestimmung  von  Äs^ptoten;  nimmt  man  aber  z  grösser 

als  ~s —  ,  so  liegt  diese  eine  reelle  Wurzel  zwischen  z  und  +a. 

Hiemach  lassen  sich,  mit  Einschluss  der  GrenzfUlle,  folgende  füuf 
Arten  von  kaustischen  Linien  bei  der  Ellipse  anterscheiden ,  nnd  zwat 
ist  die  Gestalt  derselben  abhSngig  von  der  Entfernung  z  des  strahlenden 
Panktea  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse. 

Fall  I.     Es  sei  z  kleiner  als   -/2c*- o*.     Die  Gleichung  47) 

ergiebt  dann ,  wie  oben  gefunden ,  zwei  zur  Bestimmung  der  Asymptoten 
brauchbare  Werthe  fttr  x;  der  eine  liegt  zwischen  x  und  +a,  der  andere 
zwischen  :  nnd  —a.  Dies  sind  die  Abscissen  der  Ellipsen  punkte,  von 
denen  die  Asymptoten  ausgehen;  d.  h.:  Die  kaustische  Linie  hat 
in  diesem  Falle  vier  Asymptoten,  von  denen  je  zwei  sym- 
metrisch zur  grossen  Axe  der  Ellipse  liegen.  Zur  vollständigen 
Bestimmung  dieser  Linien  gentigt  die  Angabe  der  Punkte,  in  denen  sie 
die  grosse  Axe  schneiden.  Die  Entfernung  s  eines  solchen  Dnrchscbnitts- 
pnnktes  H  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  ergiebt  sich  leicht,  wenn  man 
berfieksichtigt,   dass   die  Strecke  zwischen  den  Punkten  if  uud  P  durch 


L 


28  KsnBtische  Linien  io  kinematischer  Behandinng. 

die  zum  ß  in  falls  punkte,  dessen  Ahsciase  x  aus  der  GleicLung  47)  gefun- 
den wurde,  gehörige  Tangente  und  durch  die  zugehörige  Normale  har- 
monisch getheilt  wird.     Man  erhält 

56)  '-    .■-2J,»  +  c-«-    ■ 

Hierbei  wird  s  negativ,  wenn  B  und  P  in  derselben  Halbaxe  liegen.  Die 
vier  Bflckkelirpunkte  und  die  Tangenten  der  Curve  in  diesen  Punkten 
sind  durch  50),  52)  und  54)  bestimmt,  r^  wird  in  diesem  Falle  stets 
negativ;  d.  h.  die  ausserhalb  der  grossen  Axe  liegenden  Rlickkehrpnnkte 
befinden  sich  auf  den  Rfiekverläu gerungen  der  zagehörigen  reflectirten 
Strahlen. 

Wenn  i^l/  — 5 —  ist ,  so  verschwindet  das  Glied  ohne  x  in  der 

Gleichung  47);  die  eine  der  beiden  Abscissen,  durch  welche  die  Schnitt- 
punkte der  Asymptoten  mit  der  Eltifse  bestimmt  werden,  hat  also  den 
Werth  0,  d.  h.  zwei  der  Asymptoten  geben  durch  die  Endpunkte  der 
kleinen  Axe  und  schneiden  die  grosse  in  einem  Punkte ,  welcher  vom 
Mittelpuukte  ebenso  weit  entfernt  ist  wie  der  strahlende  Funkt. 

Der  Fall  I  kann  nur  dann  eintreten,  wenn  2c*>a*  oder 
wenn  a*'p'^b*  ist,  also  nur  bei  Bolcheo  Ellipsen,  bei  denen  die  Excentri- 
cilät  c  grösser  als  die  halbe  kleine  Axe  ist. 

Id  Fig.  8  ist  eine  dem  hier  betrachteten  Falle  angehörige  Brenalinie 
dargestellt;  dieselbe  ist  in  allen  Theilon  mit  2  bezeichnet;  der  strahlende 
Funkt  ist  II,  seine  Entfernung  vom  Mittelpunkte  £  =  0,5a.  Bei  der  hier 
gegebeneu  Ellipse  ist  a  gleich  26  angenommen.  Die  gezeichnete  HSlfte 
der  kaustischen  Linie  wird  durch  die  vom  oberen  Thoile  der  Ellipse 
re&ectirten  Strahlen  gebildet.    Die  zughörige  Roulette  ist  mit  2'  bezeichnet. 

Fall  II.     Es  sei  z  gleich  -Vic^-a*.      Die  Gleichung  47)    bat 

unter  dieser  Annahme  drei   reelle  Wurzeln,  von   denen   zwei  einander 

gleich  sind.     Da  jetzt  auch  die  Bedingung  z<  —= —  erntllt  ist,  so  mnss 

die  eine  dieser  Wurzeln  grösser  als  i  sein;  sie  bestimmt  also  keinen 
reellen  Punkt  der  Ellipse.  Die  beiden  anderen,  einander  gleichen  Wur- 
zeln sind,  wie  unter  55)  entwickelt  wurde,  hier  gleich  z,  d.  fa.  die 
Asymptoten  gehen  von  den  EUipeenp unkten  aus,  deren  Frojection  auf 
die  grosse  Axe  der  strahlende  Punkt  ist.  Die  Entfernung  n  des  Durch- 
«chuittspunktes  der  Asymptoten  vom  Mittelpunkte  wird  hier  gleich  Null 
nach  56). 

Die  kaustische  Linie  hat  im  Falle  II  zwei  Asymptoten, 
welche  durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  geben  und  diese 
in  zwei  Punkten  schneiden,  der6n  Verbindungslinie  senk- 
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recht    znr    grossen  Axe   steht   and    den    atrahlendea  Punkt 

fiDthXlt. 

Nach  50)  ist  jede  dieser  Asymptoten  zagleicb  als  Tangente  in  einem 
der  anseerhalb  der  Axe  liegenden  Käckkefarpunkte  anzusehen;  diese  bei- 
den Büclkehrpnnkte  seibat  liegen  hier  nnendlich  fem.  Die  beiden  an- 
deren liegen  anf  der  grossen  Aze  innerhalb  der  Ellipse  and  sind  dnrch 
54)  bestimmt. 

Fall  H  kann  nnr  dann  eintreten,  wenn  c  entweder  gleich  oder  grös- 
ser als  b  ist.  In  Ftg.  8  ist  die  hierher  gehörige,  der  Dentüchkeit  wegen 
panktirte  Curre  mit  3  bezeichnet.     IIl  ist  der  strahlende  Punkt  in  der 

Entfernung  z  =  —  j/^  von   Ü.     Auch  hier  ist  nur  die  eine  Hälfte  der 

Brennlinie,  nSmlich  diejenige,  welche  dnrch  die  vom  oberen  Theile  der 
Ellipse  refiectirten  Strahlen  gebildet  wird,  gezeichnet. 

Fall  III.     z   sei   grösser  als  —  j/2c''— «*,    aber  kleiner  als 

~Ä — .     Die  Gleichung  47)  hat  unter  diesen  Bedingungen  nnr  eine  reelle 

Wurzel,  welche  grösser  als  a  ist  und  deshalb  keine  reellen  Punkte  der 
Ellipse  bestimmt.  Die  Brennlinie  hat  demnach  keine  Asymptoten.  Die 
vier  Backkebrpnnkte  sind  durch  50)  und  54)  gegeben.  Zwei  liegen  auf 
der  grossen  Axe  innerhalb  der  Ellipse;  die  beiden  anderen  liegen  in  end- 
lieber Entfernung,  und  zwar,  da  r^  hier  positiv  ist,  in  den  wirklich 
refleetirten,  durch  52)  bestimmten  Strahlen. 

Die  kaustische  Linie  ist  im  Falle  III  eine  geschlossene 
CuTve  mit  vier  Räckkehrpunkten,  und  durchweg  olgectiv.  Uie- 
selbe  kann  sich  auf  einen  Punkt  rednciren  [vergL  nnten  57)].  Die  Brenn- 
linie 4  für  den  strahlenden  Funkt  IV  in  Fig.  8  gieht  ein  Bild  der  Gurren 
dieser  Art.  Die  gezeichnete  HSlfte  derselben  ist  die  zum  oberen  Theile 
der  refleetirenden  Ellipse  gehörige;  es  ist  i  hier  gleich  0,85a  angenommen, 

Fall  IV.    Es  sei  t  gleich  —^ — .     Da  bei  dieser  Annahme  £  auch 

grösser  als  — ^2c*~a*  ist,  so  hat  die  Gleichung  47)  nur  eine  reelle 

Wnrvel  und  diese  ist,  wie  oben  entwickelt  wurde,  gleich  a.  Hierdurch 
wird  der  Scheitel  der  Ellipse,  welcher  dem  strahlenden  Punkte  zunSchst 
liegt,  bestimmt;  der  zugehörige  reflectirte  Strahl  föllt  also  mit  der  grossen 
Axe  susammeD. 

Die  kaustische  Linie  bat  im  Falle  IV  nur  eine  Asymptote, 
welche  mit  der  grossen  Aze  zusammenfallt.  Der  strahlende 
Punkt  liegt  in  diesem  Falle  in  der  Hitte  zwischen  dem  Scheitel  der  El- 
lipse und  dem  zugebürigen  KrUmmnugsmittel punkte  derselben;  folglich 
liegt  nach  64)  der  eine  der  beiden  Bitekkehrpnnkte  auf  der  Verlingerong 
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der  groMttn  Axe  in  anondlicber  Entfernung,  der  andere  innerhnlb  der 
EllipGe.  Di«  beiden  ausserbalb  der  Axe  liegenden  RUckkebrpnnktc  wer- 
den wie  bei  Fall  III  bestimmt.  Die  ganze  Curve  ist  auch  bier  durchweg 
nbjectiT,  Bei  der  Ellipse  in  Fig.  8  ist  V  der  diesem  Falle  entsprechende 
strahlende  Punkt  tn  der  Entfernung  £  =  -^1  von  M.  Die  snm  oberen 
Tbeile  der  reflectirenden  Ellipse  gehörige  HHlfte  der  Brennlinie  ist  mit  5 
bezeichnet 

Fall  V.     Es  sei  s  grösser  aU  — „ —  tmd  kleiner  als  a.    Die 

Gleichung  47)  hat  unter  dieser  VorauBsetzung  nnr  eine  reelle  Wnrsel  und 
diese  liegt,  wie  oben  gezeigt  wurde,  awischen  z  und  +«. 

Die  hanstische  Linie  hat  im  Falle  V  zwei  Asymptoten, 
welche  tnr  grossen  Axe  sj'mmetrisch  liegen.  Der  gemeinschaft- 
liche Durcbscbnittspankt  dieser  Asymptoten  mit  der  grossen  Axe  ist  wie 
bei  Fall  I  zn  finden ;  damit  sind  diese  Linien  vollkommen  bestimmt.  Die 
ausserhalb  der  Axe  liegenden  Eückkehrpnnkte  sind  ebenfalls  wie  früher 
zu  ermitteln;  da  r^  hier  positiv  ist,  so  liegen  dieselben  in  den  objectiven 
Theilen  der  durch  52)  bestimmten  Strahlen.  Von  den  beiden  «nde.ren 
Rfickkebrpnnkten  liegt  der  eine  auf  der  grossen  Axe  innerhalb  der  El- 
lipse,  der  zweite,  weil  p  negativ  wird  [54)],  in  der  BflckverlXngeraag 
derjenigen  Halbaxe,  welche  den  Punkt  P  entbSlt.  Von  hier  ans  erstreckt 
sich  die  Cnrve  mit  zwei  asymptotischen  Aesteu  ins  Unendliche;  dieser 
Theil  ist  subjectiv,  wXhrend  der  übrige  Theil ,  welcher  drei  RUckkehr- 
punkte  enthält,  durchweg  objectiT  ist.  In  Fig.  8  ist  6  eine  solche  Brenn- 
linie;  der  strahlende  Punkt  VI  li^  in  der  Entfernung  z  =  0,9(i  von  M. 
Die  gezeichnete  HHlfte  der  Curve  gebSrt  zum  oberen  Theile  der  Ellipse. 
hl)  Der  Zusammenhang  dieser  einzelnen  FSlle  ist  leicht  zu 
tiberseben,  wenn  man  den  strahlenden  Punkt  allmXlig  vom  Mittelpunkt 
der  Ellipse  bis  sam  Endpunkte  der  grossen  Axe  fortrücken  lässt  und  die 
in  Fig.  S  gezeichneten,  zum  oberen  Tbeile  der  reflectirenden  Ellipse  ge- 
hörigen Hitlften  der  kaustischen  Linien  betrachtet.  Liegt  der  strahlende 
Punkt  P  im  Mittelpunkt,  so  hat  die  Hälfte  der  Brenulinie  die  in  der 
Figur  mit  1  bezeichnete  Gestalt;  die  ganze  kaustische  Linie  besteht  ans 
zwei  getrennten  snbjectiven  nnd  ans  zwei  gleichfalls  getrennten  objectiven 
Theilen;  sie  hat  vier  Asymptoten.  Rückt  der  Punkt  P  allmftlig  vorw&rt« 
nach  II,  so  neigt  sich  gleichsam  die  Cnrve  nach  derselben  Seite  und 
behält  wesentlich  dieselbe  Gestalt.  Die  Rückkehrpnnkte  der  subjectivea 
Tbeile  entfernen  sich  allmHiig  immer  weiter  und  der  Winkel,  den  je  zwei 
eicht  symmetrisch  zur  Axe  liegend«  Asymptoten  miteinander  bilden ,  wird 
immer  kleiner.     (Curve  2.)     Kommt  der  strahlende  Punkt  P  bei  seinem 

Fortrücken  in  III  an  (z=^  —  y2c*—u*],  so  sind  die  aubjeotiven  Theile 

in  unendliche  Entfernung  gerückt;  je  zwei  der  eben  erwähnten  Asymptoten 
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aind  zusammen  gefallen  nnd  die  zagehürigen,  vorher  getteanten  asytnpto- 
tiechen  Zveige  schlieasen  sieh  jetzt  in  der  Unendlichkeit  aneinander. 
(Carve  3.)  Bäckt  der  Punkt  P  weiter,  z.  B.  nach  IV,  so  achliessen  sich 
diese  Zweige  ecbon  in  endlicher  Entfernung  nnd  bilden  zwei  Rllckkehr- 
pnnkte;  die  Asymptoten  sind  verschwunden,  die  Cnrve  ist  eine  geschlos* 
sene,  objeclive.     (Gurve  4.) 

Kfickt  Pftnkt  P  weiter  vorwitrts,  so  rflckt  der  eine  der  in  der  grossen 
Aze  liegendeu  Bfickkehrpnnkte  (in  der  Figur  der  links  liegende)  sehr 
schnell  auf  den  andern  zu;  vorher  bewegten  sich  beide  TerhfiltnissmfisBig 
wenig;  auch  die  ausserhalb  der  Axe  liegenden  nähern  sich  entsprechend 
dem  erwähnten  Sttckkehrptinkte.  Die  ganze  Gurve  zieht  sich  zusammen 
und  reducirt  sich  schlieaalich  auf  den  einen  Brennpunkt;  der  strahlende 
Pnnkt  ist  alsdann  grade  im  andern  Brennpunkte  F  angelangt. 

Bückt  P  Über  den  Brennpunkt  F  hinaus,  so  erweitert  sich  die  Brenn- 
linie wieder.  Der  Rtickkefarpunkt  in  der  Aze,  welcher  vorher  links  lag, 
rflckt  fiber  den  andern  ans  der  Ellipse  hinaus  nnd  entfernt  sich  schnell; 
die  beiden  ausserhalb  der  Axe  liegendoD  Rttckkehrpunkte  entfernen  sich 
gleichfalls  nach  dem  Innern  der  Ellipse,  aber  entgegengesetzt  von  der- 
jenigen Seite  der  grossen  Aie,  auf  der  sie  sich  vorher  näherten.    Erreicht 

der  strahlende  Punkt  die  Lage  V  (i  =  — — l,   so  ist  der  erste  BUck- 

kehrponkt  ins  Unendliche  gerückt,  so  dass  die  grosse  Axe  die  Asymptote 
der  Gurre  wird.  (Cnrve  5).  Bei  weiterem  Fortschreiten  des  Punktes  P 
zertheilt  sich  diese  Asymptote  in  Kwel  einzelne,  deren  Winkel  fortwährend 
wuchst.  Der  erste  Btickkehrpunkt  springt  anf  die  entgegengesetzte  Seite 
der  grossen  Axe  aber,  kommt  ans  der  Unendlichkeit  znrttck  nnd  nähert 
sich  dem  Scheitel  der  Ellipse;  die  Gnrve  bat  also  nach  dieser  Seite  wieder 
einen  subjectiven  Theil.  (Gurve  6.)  Erreicht  endlich  der  Punkt  P  den 
Scheitel  der  Ellipse,  so  treffen  in  diesem  Punkte  zugleich  der  erwähnte 
subjective  Rdckkehrpnnkt  nnd  die  beiden  Punkte,  welche  vorher  ausser- 
halb der  Axe  lagen,  zusammen  und  verlieren  die  frühere  Bedeutung. 
Die  Brennlinie  berührt  die  Ellipse  in  diesem  Scheitel ;  sie  liegt  ganz  inner- 
lialb   der  Ellipse   und    hat   nur  einen   wirklichen  Rfickkehrpunkt   in    der 

Entfernung  j  g-^;.,  vom  entgegengesetzten   Scheitel.     (Gurve  7.)     Die 

Cardioide  13)  ist  ein  specieller  Fall  dieser  Gurre. 

Liegt  der  strahlende  Punkt  P  ausserhalb  der  Ellipse  auf  der  Ver- 
lingeruDg  der  grossen  Axe,  so  bertthrt  die  Brennlinie  die  reflectirende 
Curve  in  den  beiden  Punkten,  in  welchen  die  Polare  von  P  dieselbe 
schneidet.  Diese  Berührungspunkte  trennen  den  subjectiven  Theil  von 
dem  objectiven ;  jeder  dieser  Tbeile  enthält  einen  auf  der  Axe  liegenden 
Btickkehrpunkt,  welcher  auch  in  diesem  Falle  durch  54)  bestimmt  ist. 
Cnrve  &  beim  Kceise  in  Fig.  2  ist  hiervon  ein  speoieller  Fall. 
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Wie  schon  oben  erwübnt  wurde,  ist  das  Vorkommen  einseloer  FlDe 
abhängig  von  der  Ezcentricilftt  der  Ellipse.  Die  F&lle  III,  IV  und  V 
sind  immer  mttglich,  selbst  wenn  c  =  0,  die  Ellipse  also  in  eineu  Elreis 
tibergegaDgen  ist;  die  Seaultate  stimmen  dann  mit  den  frUher  ftir  den 
Kreis  direet  gefnndeuen  äberein.  Ist  c^6,  so  sind  alle  fünf  Fälle  mSg- 
lich;  ist  c  =  b,  so  kann  Fall  I  nicht  vorkommen ;  ist  c<6,  so  kfinnen 
die  Fülle  I  und  II  nicht  stattfinden.  Es  soll  mit  BtloksicLt  auf  die  ver- 
schiedenen Formen  der  Ellipse  hier  noch  besonders  folgender  Fall  erfirtert 
werden: 

58)     Der  strahlende  Fnnkt  liegt  im  Uittelpünkte  der  El- 
lipse; es  ist  also  £  =  0. 

A.  Es  sei  c)>6.  Die  Brennlinie  ist  anter  dieser  Voranssetanng  ein 
specieller  Fall  der  anter  Fall  I  betrachteten  Carven.  Die  aar  Bestim- 
mung der  Ausgangspankte  der  Asymptoteu  dieseude  Gleichung  47)  geht, 
wenn  «  =  0  gesetat  wird,  ttber  in  die  einfachere 

^'=     \^^,       ^also.sty'  =  -^^. 

Die  beiden  Werthe  von  x  unterscheiden  sich  demnach  hier  nur  durch 
die  Vorzeichen,  i.  h.  die  vier  Asymptoten  liegen  in  diesem  Falle  aacb 
zu  je  zweien  symmetrisch  zur  kleinen  Axe;  ihre  Schnittpunkte  liegen 
also  einerseits  in  der  grossen  nnd  andererseits  in  der  VerlKngerang  der 
kleinen  Axe.  Die  Entfernungen  der  Schnittpunkte  der  Asymptoten  mit 
der  grossen  Axe  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  sind  hier  nach  56) 


,^  +  c' 

und  die  Entfernungen  der  Schnittpunkte  mit  der  kleinen  Axt 
pnnkto  sind  


Die  Axen  der  Ellipse,  resp.  die  Vetlängerungon ,  sind  zugleich  Tangen- 
ten in  den  Rflckkehrpnnkten  der  Brenulinie.  Zwei  Bückkehrpunkte  liegen 
innerhalb  der  Ellipse  auf  der  grossen  Axe;  ihre  Entfernungen  von  den 
Scheiteln  sind  nach  54) 

_    _     afc'  "l" 

Die  beiden  anderen  liegen  aasserhalb  der  Ellipse  in  den  Verlängemngen 
der  kleineu  Axe;  denn  ihre  Entfernungen  von  den  Endpunkten  der  letz- 
teren sind  nach  53) 

also  hier  negativ.  Die  in  den  Entfernungen  +  ~y2c*  —  a*  vom  Mittel- 
punkt zur  kleinen  Axe  parallel  liegenden  Geraden  sind  die  Sebeitcltan- 
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genteo  der  Cnrr^.  [Siehe  nnten  59).]  Tn  Fig.  8  ist  eine  sotcbe  Brenn - 
lini»  dai^estflllt  nnd  mit  1  bezeichnet;  die  Cnrre  1°  ist  die  sagehörige 
Bonlette.     Es  ist  1  =  26  «ngenonimen ,  deeh&lb  ist  t\,^  —  a. 

B.  Easei<'='b,  Die  Brennlinie  ist  bei  dieser  Ann&hme  ein  be- 
sonderer PrII  der  nnter  Fall  II  betrachteten  Cnrven.  Sie  hat  nur  eine 
Asymptote,  welche  mit  der  kleinen  Axe  ans ammen fällt.  Die  Räckkehr- 
pnnkte  in  der  groSBen  Axe  liegen  wieder  innerhalb  der  Ellipse  und  sind 
wie  unter  A  bestimmbar;  die  beiden  anderen  Rtickkehrpnukte  auf  der 
VerläDgeruDg  der  kleinen  Aze  liegen  in  anendlicher  Entfernnng. 

C.  Es  sei  c<ö.  Unter  dieser  Voraussetzang  tritt  Fall  III  ein. 
Die  Brennlinie,  welche  durch  die  vom  Hittelpuakte  ausgehenden  Strahlen 
nach  der  Reflexion  gebildet  wird,  hat  keine  Asymptoten;  sie  ist  eine 
gpschlossene ,  ToUkommen  objective  Curre.  Die  vier  RHckkehrpuukte 
Bind  durch  53)  und  54)  bestimmt;  r^  wird  hier  positiv,  die  entsprechen- 
den Strecken  siad  also  von  deo  Endpunkten  der  kleinen  Axe  aus  nach 
dea  Seiten  hin  abzutragen,  auf  welchen  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  liegt. 
Die  kaustische  Linie  hat  einige  Aehnlichkeit  mit  der  Evolute  einer  El- 
lipse. (Die  Bugehörige  Ronlette  bat  ungeiKhr  die  Form  einer  Ellipse.) 
Zwei  RUckkehrpnnktfi  liegen  auch  hier  stets  innerhalb  der  reflectirenden 
Curve  auf  der  grossen  Axe  derselben;  die  beiden  anderen  liegen  ent- 


59)  Die  Tangenten  in  den  Scheiteln  der  kaustischen  Linie, 
d.  h.  in  denjenigen  Pnnkten,  in  welchen  dieselbe,  abgesehen  von  den 
Rückkehrpunkten ,  ein  Maximum  oder  Miuironiu  in  Richtung  der  grosaea 
Axe  erreicht,  müssen  senkrecht  zu  dieser  Axe  stehen.  Mit  BerUcksich- 
tigUDg  des  harmonischen  Vierstrahla,  welcher  dnrch  einen  senkrecht  znr 
Axe  reflectirten  Strahl,  durch  den  Ein  fall  sstrahl  und  durch  die  Tangente 
und  Normale  im  Einfallspunkte  gebildet  wird ,  erhSlt  man  leicht  folgende 
Gleichung  zur  Bestimmung  der  Entfernung  |  einer  solchen  Scheiteltan- 
gente  vom  Mittelpunkte  M: 

I^egt  der  strahlende  Punkt  im  Mittelpunkte  der  Ellipse,  ist  also  i  =  0, 

so  erhSIt  man  hieraus  |  =  +   -  ^2  c*  ~  a*.    Liegt  der  Punkt  P  im  Scheitel 

der  Ellipse,  ist  also  z^a,  so  erhXlt  man  zwei  brauchbare  Werthe,  nXm- 
lieb  ij  =  a,   A.  h.  die  Brennlinie  berührt  die  Ellipse  im  Paukte  P  nnd 

60)  Rectification.  Die  Länge  eines  Bogenstflckes  der  kaustischen 
Linie  ist  gleich  der  Differenz  aus  den  beiden,  durch  Gleichung  49)  be- 
stimmten Erümmungaiadien  der  Roulette,  welche  zu  den  Endpunkten  des 
SU   messenden    Bogens    gehören;    voraosgesetxt,    dass    innerhalb    dieser 

«•HMMft  1  MMbtwrttk  B.  Ibntk,  xnn,  I.  ' 
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Strecke  kein  Kttckkehrpankt  liegt.  Setzt  man  nacheinander  die  Äbseiase 
des  Einfallspnnktes  gleich  a  und  gleich  —  n,  so  erhält  nun  die  beides 
Krfimnmngeradien  A,  und  Jt,,  velche  za  den  in  der  grossen  Äxe  üben- 
den Rfickkehrpnnkten  der  Brennlinie  gehören: 

A-„.  +  ^_2„    ««ä    ^-..  +  ,^  +  2„,- 
Setzt  nun  andererseits  a:^;,   so  «rhSlt  man  den  Erttmmnngsrading  R^, 
welcher  za  einem  der  beiden  anderen  RUckkehrpnnkto  gehört: 

Ist  i>— f'2c*  — o*,   so  liegt  zwischen    einem  auf  der  Axe  befindlichen 

RUckkehrpnnkte  nnd  je  einem  der  beiden  anderen  Punkte  ein  endliches 
Bogenstttck,  dessen  LSnge  gleich  dem  abeolnten  Werthe  von  A,  — A,  ist 
Ist  die  kaustische  Linie  eine  geschlossene  Cnrve  (Fall  III),  so  ist  der 
Umfang  u  derselben  gleich  dem  absoluten  Werthe  Ton  4^  —  SA^  — 2A|, 

also  

«  _        Ifiyal^-z*  (a'+z*)(fl'+c')-4..'»' 

Liegt  der  strahlende  Pankt  im  Scheitel  der  reflectirenden  Ellipse,  ist  also 
z  =  a,    so    hat   die    augehSrige  kaustische  Linie  hiernach  den   Umfang 


^dby  Google 


lieber  zwei  einfache  Methoden  zui  Anflösnng  nnmerisoher 
Gleichnngen. 

Ton 

Dr.  Abkold  G1E8ES. 


I.    Entwiokelim^  d«r  Worzeln  einer  al^braitoheii  Gleiohong  in 
eine  onendliehe  Taotorenfolge. 

Bei  den  meisten  AnflösnDgsmetlioden  algebraischer  Gleichungen 
kommt  es  znnftchst  darauf  an ,  durch  Versuche  die  zwei  unmittelbtr  auf- 
einander folgenden  ganzen  Zahlen  an  finden,  zwischen  welchen  die  ge- 
snchte  Wnrzel  liegt.  Um  sieb  dann  der  Wurzel  immer  mehr  zu  nähern, 
bedient  man  sich  der  successiTen  Correctionen ,  wie  bei  der  Newton- 
Fonrier'schen  Methode,  oder  man  eotwickelt  den  der  nächstkl einem 
ganzen  Zahl  beizufügenden  Bruch  in  Form  eines  Kettenbrucbes  oder  einer 
Theilbmchreibe  n.  a.  w.  Eine  in  der  Änalysis  vielfach  angewandte  Form 
der  Entwickelnng,  nSmlich  die  eines  Frodnctes  mit  unendlich  Tiel«n  Fm- 
toren ,  die  sich  der  Einheit  anbegrenzt  uHbern ,  scheint  bisher  zu  diesem 
Zwecke  noch  nicht  versucht  worden  zu  sein.  Wir  wollen  daher  im  Fol- 
genden zeigen,  wie  auch  in  dieser  Weise  die  Wurzeln  einer  algebraischen 
Gleicbang  sich  verbal tnissmäsBig  leicht  bestimmen  lassen. 

■Die  gegebene  Oleicbnng  sei 

f((e)  =  a^X'  +  a^x'-^+a,X'-^  +  ...  +  a,_ix  +  <i,=:(i. 
Der  bestimmten  Vorstellung  wegen  wollen  wir  annehmen ,  die  zu  bestim- 
mende Wnrzel  derselben   sei  positiv  und  durch  Versuche  habe  men  ge- 
funden, dass  für  eine  gewisse  Zahl  a 

also 

tt<a;<«-|-l 
ist.     Uan  setze  nun 

wo  gTj   nothwendig  zwischen   1    and  2  liegt.     Dnrch  Substitution  in  die 
gegebene  Gleichung  erbKlt  man  die  erste  transformirte  Gleichung 
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A(i'i)  =  '^«"yr  +  ''i""~'j'i"~'  +  ''.'>''"'yi"~'  +  -'-  +  ''— i"!/! +  ".  =  <>■ 

SnbBtitnirt  man  nun  in  ACffi)  fUr  y,  der  Reihe  nach  die  Wertho 

i,  1,1,  1,2,  1,3,  ...  1,9,  2, 
BO  mnss  die  FnnctioD  fid/i)  in  dieser  Reihe  wenigstens  einmal  das  Zei- 
chen wechseln.  Einmal  wird  dieses  dar  Fall  sein ,  wenn  zwischen  tt  nnd 
2«  nur  eine  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  liegt;  liegen  dagegen 
zwischen  diesen  Grenzen  raehrere  Wnrzeln  der  gegebenen  Oleichnng,  so 
mnss  fi(j/i)  bei  Substitution  der  genannten  Reihe  von  Wertheu  für  y, 
mehrmals  einen  Zeicbenwechsel  aufweisen.  Im  letztern  Falle  wollen  wir 
der  Bestimmtheit  wegen  annehmen ,  man  habe  die  a  zunächstliegende 
Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  zu  finden.    Durch  die  oben  angegebenen 

ß 
Sobstituüonen  findet  man   also  immer  fUr  y,  zwei  Werthe  1  +  ]«  nnd 

1+^^  dergestalt,  dass 

•In 

ist.     Im  Falle,  daas  sich  mehrere  derartige  Werthep aar e  finden,  nehmen 
wir  nach  den  obigen  Festsetzungen  das  kleinste.    Wir  setzen  dann  weiter 

wo,  flir  ]'<tO,  Pf  nothwendig  die  Form  haben  mnss 

''■  =  '  +  I55+-"- 

Denn  wäre 
so  mflsste 

sein ,   was  aber  mit  den  obigen  Annahmen  unvereinbar  ist.     Wenn  man 

.  nnn  den  fUr  ^i  angenommenen  Ausdruck  in  die  obige  erste  transformirte 

Gleichung  einsetzt,  so  erbalten  wir  die  zweite  transformirte  Gleichung 

+«.«-'(i+0"'».-'+-+«.-.«(i+^)».+».-o. 

Snbsdtuirt  man  nnn  für  y,  der  Reihe  nach  die  Werthe 

1,     1,01,     1,02,  ...  1,09,     1,1, 
so  mnss  die  Function  ftdft)  irgendwo  in  derselben  einen  Zeichen  Wechsel 
erleiden  (oder  auch,  im  Falle  die  gegebene  Gleichung  nahe  beisammen- 
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Hegende  WurselD  bat,  mebiere  Zeichenwechse) ,  ww  wir  asch  dem  Obi- 
gen nicht  ferner  su  berücksichtigen  brancben).    Angenommen ,  man  finde 


«Iso 

—  ;  '+' 

'"100"~"~~"^  IOC 
Setzen  wir  daiiii  weiter 

wo  jTg  notbwendig  von  du  Form 


ist,   so   erhalten  wir  durch  Substitution  in  f,(j/i)'=Q  die  dritte  transfor- 
mirte  Gleichung 

Aw=«..-(i+^)"(i+i&,)v+.,«-'(i+i4ir(>+4)"V' 

+  ...  +  e.-,.(l+^)(l  +  4),.  +  ..  =  0. 

Indem  man  ftir  jf,  nachstehende  Wertbereibe  anbetitnirt: 
1,     1,001,     1,002,  ...   1,009,     1,01, 


finde  man  etwa 

f. 


\"^M00/     -'      '"^.^10007+' 


Man  setze  denn  weiter 


»•=('  +  1550)»" 


wodnrcli  men  eine  vierte  transfonnirte  Gleichnng  erhält  n.  s.  w.  Wie 
nun  80  fortfaliren  kann,  bt  klar.  Ken  erhält  alfio  dnrcb  Bnccessive  Snb- 
■titntionen 

■r''('+s)('+iFo)('+iÄ)»' «•■■'■ 

Der  leUte  Coefficieut  der  aufeinander  folgenden  transformirten  Gldcb- 
nngen  bleibt  stets  ungeXndert;  die  vorhergehenden  nibem  sieb,  wie  aus 
dem  Obigen  hervorgeht,  immer  mehr  bestimmten  Grenswerthen.  Wenn 
dieselben  bei  der  beabsichtigten  Annähetung  diese  Gren&werthe  erreicht 
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haben,  ao  mius  die  algebFftische  Summe  aller  Coefficienten  der  Nail  gleich 
sein,  indem  dann  Itlr  die  erstiebte  Genauigkeit  die  eine  Wnizel  der  letz- 
ten träne formirten  Gleichung  sich  nicht  mehr  von  Eins  unterscheidet. 
Man  brancht  aber  die  Bechnnng  nicht  bis  dahin  fortznsetzen ;  wenn  man 
bis  zur  m'"'  tranaformiiten  Gleichung 

/'-{y-)  =  6oC  +  *.C"'  +  ^C"*+  ■■  +  ''— '*-  +  *-  =  <' 
gekommen  ist,  in  welcher  ym  schon  sehr  nahe  an  1  liegt,  so  setze  man 

»-=1+«, 

wo  jetzt  :   ein  sehr  kleiner  positiver   echter  Bruch  ist.     Vernachlässigt 
man  dann  alle  höheren  Potenzen  von  :,  so  kommt 
b„  +  bi  +  b^  +  ...  +  b,^,  +  b^ 
"■  „A^,+  (n-l}6j  +  ...  +  fi„_,' 

Die  Coefficienten  der  trans formirten  Gleichungen  sind,  wie  die  An- 
sicht des  Obigen  lehrt,  sSrnrntlich  Prodacte,  und  zwar  bilden  sich  die 
Coefficienten  jeder  folgenden  transformirten  Gleichung  aus  denen  der 
vorhergehenden  durch  Hinzufiigung  eines  neuen  Factors,  welcher  Um- 
stand, da  man  aich  der  logarithnjischen  Tafeln  bedienen  kann,  die  Be- 
rechnung sehr  erleichtert.  Da  weiter  fttr  die  höheren  traneformirten 
Gleichungen  die  bipzukammenduu  Faotoren  immer  nXher  an  Eins  rUoken, 
so  wird  die  Bildung  derselben  immer  leichter^  je  b4>her  die  Ordnungszahl 
derselben  steigt,  da  man  fllr  groBee  m  einfach  setzen  kann 


0+if-)'-'  +  ni- 


Besonders  erleichtert  wttrde  die  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen 
nach  dieser  Methode,  weim  man  sich  ein-  fUr  allemal  eine  Tafel  berech- 
nete, welche  bis  zu  einer  bestimmten  Grenze  die  Werthe  der  aufeinander  . 
folgenden  Potenzen  und   deren  Logarithmen   von  folgenden  Zahlen  ent- 
hielte: 


1.1. 

1.2. 

1,3, 

..  1,9, 

1,01, 

1,02, 

1.03. 

..   1,09, 

1,001, 

1,002, 

1,003, 

..   1,009, 

1,0001, 

1,0002, 

1,0003, 

..   1,0009 

Läge  etwa  bei  der  m'*"  traue  formirten  Gleicbnng  der  Werth  von  y«  zwi- 
schen 1  und  1  -|-  T— ,  SU  wUrde  man  selbstverständlich  sofort  zur  Snb- 
stitntion  der  folgenden  Werthereibe: 

'T,o„+i.     ■■-•-10-+»'  •     ^^10-+> 

schreiten ;  der  der  m'*"  Gleichung  entsprechende  Factor  in  der  Entwicke- 
Inng  von  x  fiele  dann  aus. 

Zahlen  beiapiel.     Wir  wollen  nach  dem  amein  and  ergesetzten  Ver- 
fahren die  folgende,  oft  als  Beispiel  benutzte  Uleichnng 


Von  Dr.  A.  QiBasH.  39 

f{x)  =  x0-2x-b  =  <i 
behandeln.     Dieaelbe  beiitzt  eine  reelle  und   Ewei  imai^näre  Waneln; 
entere  ist  von  Foarier  nach  aeiner  Methode  bis  znr  82.  Decimale  be- 
rechnet worden.     Dieselbe  liegt  zwischen  2  und  3;  wir  setzen  daher 

X  =  2j/t 
nnd  erbalten  die  erste  transfonnirte  Gleichung 

Wir  finden  nun 

/;(i)  =  -i,    A (1.1)  =  +  1.248. 

Hieraoa  geht  hervor,  dnea  y,  gat  keine  Zehntel  enthalten  kann ;  wir  snb- 
stitiiiren  daher  sogleich  fflt  jr,  die  Wertfaerübe  von  1,01  bis  1,09.  Da- 
durch findet  flieh 

fiilM)  =  -  0.161088,    /Kl.OS)  =  +  0,0610. 
DemgemSss  setzen  wir 

tf,  =  l,04y, 
und  erhalten  die  aweite  transfonnirte  Gleichung 

2)  /'.(y,)  =  8,998912»j*-  4,16y,  -5  =  0. 

Wir  setzen  hier  flir  y,  die  Werthe  von  1,001  bis  1,009.    Dadurch  finden  wir 

/jil.OOe)  =  -  0,02314,    /"«(l.OOT)  =  +  0,00004, 
weswegen  wir  znr  Bildung  der  dritten  transrormirten  Gleichung  die  8ub- 
stitution  machen 

ff,=  1,006^3. 
Dadurch  nimmt  diese  folgende  Gestalt  an: 

3)  r.W^ 9,161866),,''  -4,I8496y,-5  =  0. 

Indem  wir  fttr  y,  die  Reihe  1,0001  bis  1,0009  (oder  1,001)  snbeti- 
tuiren,  finden  wir 

/s(l,0009)  =  -  0,002100,    /,(I,001)=  +  0,000234. 
Somit  ist  femer  zu  setzen 

^3  =  1,0009  y, 
und  wir  gelangen  zu  der  folgenden  rierten  transformirten  Gleichung 

4)  tid/i)  =  9,186626y,*  -  4,188726^«  -5  =  0. 

Da  y^  schon  sehr  nahe  an  1  H^t,  so  brechen  wir  hier  die  Bechnnng 
in  der  vorigen  Weise  ab  und  substitniren  fdr  1/^  den  Ausdruck  1  +  z; 
dann  kommt  nähemngsweise 

8(Mnit  habeu  wir  für  die  gesuchte  reelle  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung 
nng  die  folgende  Faetoren folge : 

«  =  2.1,04.1,006.1,0009.1,00008985} 
bei  wiiklicber  Aasrechnung  finden  wir  CjOOqIc 
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Ä  =  2,094551, 
WM  mit  dem  von  Fonrier  gefundenen  Wertbe  bis  snr  seehsten  Ded> 
male  ioclasive  tlbereiaitimmt. 

n.    Entwiflkelang  der  Vnrnlo  «in«t  algebniiohfln  anmeiiaaben 

OleÜobimg  in  eine  Eettenreilie. 
Unter  einer  Ketteureibe  versteben  wir  einen  Ansdnick  von  folgen- 
der  Form:  b       c        d        e 

wo  a,  b,  c,  ff,  e,  ...  B  beliebige  gsnie  positire  Zahlen  sind.  Setzt  man 
die  Zahl  B,  die  wir  als  die  Basis  der  Kettenreibe  beseicluien  wollen, 
gleich  10,  so  Terwandelt  der  Ansdmck  sich  in  einen  gewShnlicboD  De- 
cimalbrnch.  Wir  wollen  nna  sehen ,  wie  man  die  reellen  Wnrzeln  einer 
Gleichung  in  eine  Kettenreibe  mit  beliebig  gewählter  Basis  entwickeln 
kann.     Die  gegebene  Gleichung  sei  wieder 

/•(a!)  =  fl(,a!-  +  a,«— '  +  0,  «■-'  +  .. .  +  a,_,a;  +  <»„«0. 
Die  zn  suchende  Wunel  wollen  wir,  um  einen  bestimmten  Fall  vor  Angen 
zu  haben,   immer  als   positiv  annehmen.     Man  habe  nun  wieder  durah 
Veisuche  gefunden,  dass  eine  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  zwbchen 
«  und  «4-1  li^e;  wir  setsen  dann 

unter  B  die  beliebig  angenommene  Basis  der  zu  entwickelnden  Ketten- 
reibo  verstanden ,  wo  also  y^  notbwendig  kleiner  als  B  sein  muss.  Setzt 
man  diesen  Ausdruck  in  die  gegebene  Gleichung  und  entwickelt  die 
Function  derselben  nach  der  Taylor'schen  Formel,  so  kommt 


/■(«)+rw- 

l+irw. 

^+^'' 

(.) 

•■■+(^.)/ 

-(")■"# 

~ 

wofür 

wir  aacb  schreiben  kfi&nen 

/■.(»■) 

-i; /■■(«)•», 

■+(^^- 

'W.s,- 

'+ 

1 +  ,7! /■"(") 


{n~2)\'      ^  ^  *'      ^ 

Dies  ist  die  erste  transformirte  Gleichung,  welche  znr  Bestimmung  von 
y,  dient.  Wir  substitniren  in  dieselbe  die  Werthersihe  1 ,  2,  ...  bis  B. 
Die  Function  ^(^1)  muss  zwischen  diesen  Grenzen  einen  Zeichen  Wechsel 
erleiden;  wenn  im  Falle  nahe  beisammenl legender  Wnrzeln  der  gegebenen 
Gleichung  in  demselben  Intervall  mehrere  Wechsel  auftreten  sollten,  wol- 
len wir  der  bestimmten  Vorstellung  wegen  die  kleinste  Wurzel  als  die 
gesuchte  annehmen.  Gesetzt  nun,  der  Zeichen  Wechsel  trete  ein  zwischen 
y,  =  ^  und  lfi  =  ß  +  li  wir  setzen  dann  weiter 
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«,=?+-, 


wo  y,  wieder  die  Zahl  B  nicht  übersteigen  kann.     Dadnrcb  gelangien  wir 
in  deraelbea  Weise  wie  oben  znr  zweiten  transformirten  Gleichung 


Angenommen,  die  Function  dieser  Oleiebang  böte  den  Zeichen wechsel 
swiecben 

y,  =  y  nnd  srj  =  y  +  l, 
■o  setze  man 

welche  Snbstitntion  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  dritten  tTansformirten 
Gleichnng  ^ebt  u.  s.  f.  Allgemein  leitet  sich  ans  der  rn""  transformir- 
ten  Gleichnng  f„(y^)  =  0,  deren  Wnrzel  zwischen  fi  und  ft+I  liegen 
möge,  die  (m-|-l}'<'  nach  folgender  Formel  ab: 

A.+, (».+,)= J,/■;W.J-;^.,  +  ^■;~/;-'W■^:+',  +  ■■■ 

■  ■■  +  «"-'r-(i.).y»+i  +  '!"/'.W.=  «. 

Die  Reihe  der  .0  erhaltenen  Siil»titntionea  Bei 

-=«+§■   ),  =  f  +  'i,    ».  =  r  +  |,    »,  =  «  +  §..  ..w. 

Man  hat  dann  ßir  x  die  folgende  Kettenrethe: 

0  r  4  ( 
'  =  '  +  J  +  W  +  J!  +  äi+- 
Die  80  gefundene  Kettenreihe  convergirt  desto  rascher  und  man  kann 
also  mit  einer  desto  geringern  Gliederzahl  aufhören,  je  grösser  ihre  Basis 
ist;  indes«  wird,  je  grösser  die  Basis  ist,  auch  die  Bildung  der  tians- 
formirten  Gleichungen,  sowie  die  Bestimmung  der  uatem  Grenze  f^r 
ihre  Wurzeln  immer  beschwerlicher.  Das  Umgekehrte  findet  statt,  wenn 
die  Basis  eine  kleine  Zahl  ist.  Nimmt  man  als  Basis  die  Zahl  10,  welche 
bei  weitem  die  leichteste  Rechnung  gewShrt,  so  bedeuten  offenbar  die 
unteren  Grenzen  ß,  y,  S,  t,  ...  für  die  Wnrzeln  der  transfonnirten  Gleich- 
ungen die  aufeinanderfolgenden  Decimalziffem  der  Wurzel  der  gegebenen 
Gleichung.  Wie  aus  dem  Obigen  becTorgeht,  werden  im  Allgemeinen 
wegen  der  Mnltiplication  mit  den  aufeinanderfolgenden  Potenzen  von  B 
die  CoefGcienten  der  sp&teren  Glieder  in  den  transfonnirten  Gleichungen 
bald  sehr  gross  gegen  die  Cuefficienten  der  Anfangsglieder;  es  kann  dienet 
Umstand  sehr  znr  Erleichterung  der  Rechnung  dienen,  wie  wir  nachher 
an  den  gegebenen  Z&blenbeispieleu  zeigen  werden. 
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Entwickelt  man  die  derivirten  Functionen  in  obigen  Fonneln,  so 
oehmen  die  transformirten  Gleichvngen  beiepielsweUe  fUr  den  dritten  ond 
vierten  Grad  die  folgende  Oeetalt  an: 

Dritter  Grad, 
m"  traoEformirte  Gleichung: 

^0*^-  +  Nff*-  +  ^9m  +  A,  =  0; 
(»!  +  ))**  traneformirte  Gleichung: 
*off'-+i  +  (3A,C  +  »,)  5  V-+1  +  (3^0^"  +  26.^  +  6,)  ß».  y«4., 

Vierter  Qrad. 
m"  Irans formirte  Gleichung: 

*o»*-  +  *iff'-  +  *.!''-  +  ^»-  +  **  =  Oi 
(m+I)"  tiaufifonnirte  Gleichung: 

Erstei  ZahlenbeispieL  Die  gegebene  Gleichung  sei  wieder  die 
schon  vorbin  bebandelte: 

/■(ar)  =  a;ä-2a:-5  =  0. 
Als  Baiis  der  Kettenreihe  wollen   wir  zuerst   10   nehmen.     Wir  setsen 
also,  da  der  eine  reelle  Werth  für  x  zwischen  2  und  3  liegt: 

~  10 

Zunftcbst  finden  wir  nun 

r(2)-[6»],  =  12, 

r"(2)=6. 

Hiernach  wird  die  erste  transformirte  Gleicbnng 

1)  A  (ffi) = ct'  +  ßoifi*  +  loooyi  - 1000  =  0. 

Hau  findet  nnn 

0<y,<l; 
deswegen  setzen  wir  sogleich 

nnd  erhalten  die  zweite  transformirte  Gleichung 

2)  ft(jgi)  =  y,'  +  600y,»  +  lOOOOÜy,  - 1000000  =  0. 
Dieselbe  liefert 

9  <  if,  <  10. 
Wir  setzen  daher  weiter 

'.=»+^-  ^.      , 

Wir  finden  nun  ciiodbtjOOglc 
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/,    (9)  =-50671, 

/•,  (9)  =  |;3s,>+1200j,  +  100000],=  111043, 
/",  (9)  -  (6j,  +  1JOO],=  1264, 
r,(9)-6. 
Also  wird  die  dritte  traoBfonnirte  Gleicbang 

3)  /;{y3)  =  srs"  + 6270  Js'  +  11104300»,~  50671000  =  0; 
sie  ergiebt 

4  <?,<&, 
weavegeo  wit  setaen 

ZnDScbst  bilden  vir  wieder 

f,    (4)  =  -6153416, 

r,   (4)  =  [3y,'  +  12640»,  + 11104300],=  11164508, 

r,(4)  =  [6f,  +  m401,=  12664, 

r'.(4)  =  6. 
Uiemach  Uotet  die  vierte  trsDifonnirte  GleichuDg 

4)  /«0/«)  =  y4''  +  62820y«»  +  1115450800y,~  6153416000  =  0. 
Han  erhält  «uu  derselben 

5<y,<6 
und  es  \ai  somit  zo  setzen 

Wir  berechnen  nun 

/;    (5)  =  - 574591375, 

f^  (5)  =  [3y^«  +  l25640j/4  +  lI15450800]B=  1116079075, 

f't  (5)  =  [6y,  + 125640]5  =  125670, 

Wir  finden  somit  als  fSnfte  trsnsformirte  Gleichung 
5)  /■s(y6)  =  yj»  +  628350y5«  +  111607907500ya  -  574591375000  =  0. 
Wir  scblieuen  ans  derselben 

5<jrj<6. 
Id  derselben  Weise  könnte  man  beliebig  weit  fortschreiten.  Indess  ISsst 
sich,  auch  wenn  wir  bei  dieser  fünften  Gleichung  stehen  bleiben,  der 
gesnchte  Wnrzelwerth  schon  sehr  genau  finden.  Es  zeigt  nämlich  diese 
Gleichung,  was  wir  schon  oben  allgemein  bemerkten,  dass  die  zwei  letz- 
ten Coefficienten  derselben  sehr  gross  sind  im  Vergleich  mit  den  vorher- 
^benden,  und  somit  wird  man,  da  die  Wurzel werthe  der  transformirten 
Gleichungen  nie  10  erreichen  ktinnen,  also  stets  klein  bleiben,  die  zwei 
ersten  Glieder  obiger  Gleicbnng  gegen  die.  zwei  letzten  zunKcbst  rernach- 
Ulssigen,  also  setzen  dürfen; 

111607907500^5  -  574591375000  =  0, 

S'.=  HmHmH  =  5.1483.r     ,    :  .Google 
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Dies  iet  täa  genauerer  Werth  für  die  Wurzel  der  fflnften  transrormirten 
Gleichnog.  Einen  noch  weit  mehr  angenüberten  aber  kann  man  jetzt 
finden,  wenn  man  in  die  zwei  ersten  Glieder  jener  Gleiclinng  f^r  y^  den 
vorigen  Werth  5,1483  einsetzt;  man  erhält  so 

jjj      V  y6'  +  628350yB*  =  16654546,... 

und  dadnroh  "  " 

111607907500ys  =  ö74591375000 -16654546 

H  =  HÜJUiim  =  5,14815422. 
Somit  kSnnen  wir  endlich  mit  grosser  AnnKhenng  die  gesnchte  Wnizel 
der  gegebenen  Qleicbnng  angeben: 

es  stimmt  dieser  Werth  mit  dem  Ton  Fonrier  gefundenen  bis  aaf  die 
zwölfte  Uecimale  flberein. 

Zweites  Zahlenbeispiel.  Wir  wollen  wieder  dieselbe  Gleichaug 
wie  vorbin,  als  Basis  der  zu  entwickelnden  Kettenreibe  dagegen  jetzt 
eine  grössere  Zahl,  etwa  40,  nehmen.     Wir  setzen  also 

und  erhalten  die  erste  tiansformirto  Gleiohnng 

yi''  +  6.40.y,>  +  10.40».y,-1.40»  =  0 
oder 

1)  A{yi)  =  ffi'+240y,*+16000y,- 64000  =  0. 
Han  findet  ana  derselben 

3<ff,<4, 
so'daes  wir  die  Sabsitntion  zn  machen  haben 

Zai  Bildung  der  zweiten  transfonnirten  Oleiehnng  berechnen  wir  nncb- 
stebende  Zahlwertbe: 

/■,    (3)  =  -13813, 

/■',  (3)  =  ßy,"  +  480j,  + 160001,  =  17467, 

r,  C3)-[6j,  +  4SI)l,  =  498, 

r,(3)-.6. 
Hiernach  wird  die  zweite  transformirte  Gleichnng 

/■»(y»)  =  yi'  +  249.40ff,*  +  17467.40'.y» -13813. 40»  =  0 
oder 

2)  fi  (y%)  =  St'  +  9960y,»  +  27947200y»  -  884032000  =  0. 
Diese  Gleichung  liefert 

31<,,<32, 
80  dasB  zn  nehmen  ist 

Wir  finden  nnn  «"  D,i...db,GoOglc 


Von  Dr.  A.  GtESKN. 

r,   (31)  =  -8067449, 

r,  (31)  =  [3 J,"  + 19920»,  +  279472001,  =  28507603, 
r,  (31)  =  [6y,  + 19920],,  =  20106, 
r',(31)=.6. 
Hierftus  findet  man  folgende  dritte  tranaformirte  Gleichnng: 

h  (»•)  =  »j*  + 11)053 .  40y,'  +  28567603 .  40'»,  -  8067449 .  40»  =  0 
oder 

3)   ^,(?,)  =  vi  +  402I20V,'  +  467081 64800i/,  -  516316736000  =  0. 
HieranB  folgt  als  erster  NMhernngswerth  fur  y, 

».»VMWVHW"  11.29«.... 

Berechnet  man  mit  diesem  Wertbe  für  y^  die  zwei  ersten  Olieder  der 
GleicbuDg  3),  so  kommt 

ff,»-f-402120y,»=513H800,  .... 
and  mui  erhKIt  genaner  (Ur  y^ 

».=  VAWiVAW  =  11,294819. 
Hiem&ch  ergiebt  rieb  folgende  Entwickelting  fBr  x: 


•^40^40*^       40» 

=  2,0945514815..., 
welcher  Wertb  bis  auf  die  zebnte  Decimale  inclnsive  genan  ist. 

Drittes  Zafalenbeispiel.  Wir  wollen  endlicb  noch  ftir  die Oleicbnng 
/■(ic)  =  fc*  -  2  ;k»  +  3  a;*  -  5  «=  0 
die  zwiseben  1  nnd  2  liegende  reelle  Wnnel  derselben  bestimmen.    Wir 
setsen  zneist 

«-1  +  Ä 

'-'  +  10 
nnd  erbalten  die  erste  traneformirte  Gleichung 

1)  f,(j,)  =  »,'  +  60»,"  + 800»,'  + 7000ir,"  + 60000», -300000  =  0. 
Hier  iat 

3<S'.<4, 
also 

..-3+fi. 
Die  zweite  tranaformirte  Gleicbnng  wird 
,,   /,(Ji)  =  ».'+660»,'+  149000»,'+  17170000»,' +  1194060000», 
'  -  6110700000  =  0. 

Man  findet 

4<»,<5, 
also 

y,  =  4  +  i^. 

Dann  kommt  DigiiizedbyGoO^lc 
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A(j's)  =  »j'  +  6700l'a*  +  ^5956000ys«  +  19021040000y,* 
'  +  1 3387296800000  fs  -  105007657600000  =  0. 

Wir  wolIeD  bei  dieser  dritten  transfonnirten  Gleicbnug  stehen  bleiben. 
Indem  nuin  bloa  die  zwei  letsten  Glieder  der  vorigen  Gleichung  beibebUt, 
findet  man  all  erste  Annihemng 

105007...      -o 

Berechnet  man  mit  diesem  Werthe  den  Betrag  der  ersten,  vorhin  weg- 
gelassenen Glieder  voriger  Gleichnng,  so  findet  man  für  denselben  1 1 57, 1 0*, 
wenn  wir  nur  die  vier  ersten  geltenden  Ziffern  berfteksichtigen.  Dadurch 
kommt  dann 

103850...      ,,^ 
*''=  1338777  =  '''^- 
Die  ersten  Glieder  der  Gleichung,   mit  diesem  neuen  NXherungswerthe 
berechnet,   geben  11499. 10^   wenn   nur  die  fQnf  ersten  Ziffern  berück- 
sichtigt werden.    Dadurch  kommt  dann  weiter 
1038577...      _„__ 
*^  =  13387377  ='•'"«■ 
int  diesem  Nähemngs werthe  von  neuem  berechnet,  kommt  fhr  die  ersten 
Glieder  1152246.10»  und  damit 

103855412...      ,„„. 
^"  =  -1338729777  =  '''"'«• 
Wiederholt  man  endlich  dieselbe  Näberangarechnnag  noch  einmal,   so 
kommt 

»,  =  7,7677607 
nnd  dadntch  wird  endlich  für  den  geenchten  Wnrzelwerth  erbalten 

_i  j.  '  ,1.   ^     ,  7,7577607         ,.„.„,„, 
'      '•'•IÖ  +  1ÖÖ+      1000      = '.3"7577607. 
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m. 

Ueber  das  Problem  der  StromverKweigung  in  einer 
ebenen  Platte. 

Von 

O.  Chwolson, 

FriTBt-DDoant  u  dti  ÜDlTtnltU  8t  PMcnborg. 


Hierzu  Tof.  II,  Fig.  1— SS. 


§1. 
Bei  der  matbenuitischflii  Bebandlttng  physikalisch 6t  Ptobleme  gelang 
aus  nicht  selten  sn  solchen  Aufgaben,  bei  welchen  es  schwierig  ist,  den  Be- 
griff der  „LSsnng"  genan  festznatellen  nnd  präcise  die  Grenze  sn  ziehen  zwi- 
schen einer  wirklich  fertigen  Lösnng  nnd  nnr  Torbereitenden  Betrachtungen, 
welche  nach  gewissen  Uanipnlationen  zn  einer  abgeschlossenen  LSsnng 
führen  sollen.  Za  derartigen  Problemen  gebOrt  nun  Ter  Allem  das  Strom* 
▼eraweigungsproblem ,  welches  bekanntlich  in  Folgendem  besteht:  Es  ist 
gegeben  eine  Platte  von  gewiaser  geometrischer  Form  nnd  innerhalb  der- 
selben zwei  bestimmte  Punkte  Pi  und  p,,  welche  wir  Polpnnkte  nennen 
werden.  Durch  den  einen  dieser  Punkte,  welche  genaner  als  kleine 
Fllchenstficke  ku  betrachten  sind,  tritt  die  Elektricittft  in  die  Platte  ein, 
durch  den  andern  fliesst  sie  wieder  ab;  es  soll  nun  das  Cnrveneystem 
gefunden  werden,  welches  die  beiden  Polpunkte  verbindet  nnd  die  Qe- 
sammtheit  aller  möglichen  Wege  darstellt,  welche  die  elektrischen  Theil- 
«bea  beim  Durchströmen  der  Platte  einscblageo  können.  Es  sei  oon  V 
das  Potential  der  an  den  verschiedenen  Punkten  der  Platte  wirkenden 
treibenden  Kraft;  dann  sind  die  gesuchten  Strömnngscnrven  die  orthogo- 
nalen Trajectorien  des  Cnrrensystems  V=  consl.  nnd  man  kann  das  Pro- 
blem als  „gelöst"  betrachten ,  wenn  nnr  die  Function  V  gf^eben ,  d.  b. 
also  das  Potential  als  Function  des  Ortes  bekannt  ist.  Dieses  Potential 
V  hat  folgenden  Bedingungen  zu  genügen; 

I.  ä~I^  "f"  9~i  ^  ^^  ^  musB  gleich  Null  sein  anf  alles  Punkten  der 
Platte  ausser  in  den  beiden  Polen,  wo  ß^y=  +  f  sein  muas,  wo  f  wie- 
derum der  StromstilTke  propoftionid  ist.  ^J*-- 
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II.  Das  Foteotial  V  und  seine  ersten  Differential qnotienten  noch 
beliebiger  Ricbtung  mUssen  endlich  and  stetig  sein  anf  allen  Punkten  der 
Platte,  ausser  in  den  Polen,  wo  V  titiendlich  wird,  wie  ±'ffr  bei  r  =  0. 

ZV 

III.  Am  Baude  mnas   -r-  =  ü   sein ,  wo  n  eine  anr  Randcurve  der 

on 

Platte  normale  Linie  darstellt. 

Dnrch  diese  drei  Bedingungen  ist  die  Fnnclion  V  br^kanntlicli  ein- 
deutig bestimmt. 

Diese  Fanction  kann  nnn  betrachtet  werden  als  das  logarithmiscbo 
Potential  einer  gewissen  Hassenvertbeilnng  in  der  Ebene  der  Platte, 
welcbe  ans  den  folgenden  drei  Theilsn  zn  bestehen  bat:  1.  eine  Masse 
■\-m  in  dem  einen  nnd  2.  eine  Masse  — m  im  andern  Pol,  wo  anch  in 
der  Stromstärke  proportional  ist;  endlich  3.  eine  gewisse  Massenverthei- 
lang  ft  ansserhalb  der  Platte,  aber  in  der  Ebene  derselben,  welche  nach 
dem  Princip  der  äquivalenten  Massen transposition  auf  den  Rand  der 
Platte  fihergeftlhrt  gedacht  werden  kann.  Die  Lösnng  des  Problems  kann 
aaf  die  Auffindung  einer  solchen  Süsseren  MasBenvertheilnng  ^  redncirt 
werden,  welche  insammen  mit  den  Massen  +f)i  in  den  Polen  am  gauEen 
Rande  der  Bedingung  IJI  genügt;  die  ersten  beiden  Bedingnngen  sind 
nSmlicb  fUr  jedes  beliebige  ^  eo  ipso  erffillt.  Ist  ft  geßinden,  so  ist 
anch  f  bekannt,  also  sind  auch  die  StrOmungscnrren  qnasi  gefunden.  Ea 
ist  nnn  schwierig,  zn  sagen,  ob  das  Problem  als  gelöst  betrachtet  wer- 
den kann,  wenn  ft  geraden  ist,  oder  ob  dazu  die  Function  F  als  ana- 
lgetisch niedergeschriebenei  Ansdrnck  ausgerechnet  sein  mass.  Wie  gross 
der  Unterschied ,  zeigt  der  Fall  einer  rechteckigen  Platte:  hier'lässt  sich 
ft  auf  «n  System  von  Massenpunkten  rednciren,  die  in  den  unendlich 
vielen  Bildpuukten  der  beiden  Pole  concentrirt  sind,  die  vier  gerad- 
linigen Binder  der  Platte  als  spiegelnd  betrachtet.  So  einfach  dies  ist, 
so  schwierig  ist  es,  für  V  einen  eleganten  analytischen  Ausdruck  anfxa- 
stellen,  und  ich  brauche  in  dieser  Beziehung  wohl  nur  au  die  Arbeiten 
von  Jochmann. nnd  von  Heine  zu  erinnern.  Es  sei  dem,  wie  ihm 
wolle  —  jedenfalls  wird  man  die  Bestimmung  von  fi  als  einen  wichtigen 
Schritt  zur  LSsung  des  Problems  betrachten  mttssen.  Zweck  dieser  Ab- 
handlung ist  es  nnn,  für  eine  Beihe  von  verschieden  geformten  Platten 
jene  lussere  Uassenvertbeilnng  fi  anzugeben,  —  es  ist  dem  Ermessen 
des  Lesers  überlassen,  dies  als  Lösungen  der  betreffenden  speciellen 
Probleme  «der  nur  als  Anleitung,  als  wichtiger  erster  Schritt  zur  Er- 
reichung dieser  Lösungen  zu  betrachten. 

Es  sei  s  der  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  gerechnete  Bogen 

der  die  Platte  begrenzenden  Randcurve.     Die  Massen verth eil ung  n  soll, 

wie  erwKhnt ,  zusammen  mit  den  Massen  +  m  in  den  beiden  Polpnuktnn 

dV 
am  ganzen  Bande  ö-  =  0  gehen.     Wir  können  das  Problem  noch  weiter 
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rednciren  nnd  nne  nnr  die  Aufgabe  «teilen,  eiDe  aolohe  Xnraere  Husen- 
TertbeÜDiig  fi,  ;ii  finden,   welche  zusammeD  mit  der  Huee  +«11  in  dem 

dF, 
Eisen  Pol,  »m  ganaen  Rande  3  =A*)  giebt,  wo  f(s)  eine  belie- 
bige, ftber  von  der  specicillen  Lage  des  erwSbnten  Pols  nn- 
sbhKngige  Fnnction  bedeutet,  wSbrend  natürlich  die  Lage  der 
Haasen  fi,  von  der  specielleo  Lage  jenes  Pols  abfaSngen  wird.  Nimmt 
man  nun  die  gleichartige,  dem  andern  Pol  entsprechende,  also  anders 
gelagerte  HassenTertheilnng  ft,,  nnd  zwar  mit  dem  verkehrten  Vorseichen, 
so  wird  das  Potential  V^  von  —  m  (im  sweiten  Fol)  and  fij  aro  ganien 

dv 

Bande   "^"^  —  A')  ergeben.     Dann  ist  fi^  nnd  — ft^  suaammen genommen 

die  gerachte  SuMere  Gesammtmassenvertheilting  ^.  Wir  künnen  nns  also 
damit  begnügen,  die  Hagaenvertheilung  ft^  aufensnchen. 

Wir  werden  nnr  von  solchen  Platten  an  sprechen  haben,  deren 
Band  ans  einer  Combination  von  geradlinigen  nnd  kreiebogeDfSrmigen 
Theilen  besteht.     Ich  schicke  awei  einfache,  sehr  bekannte  SStse  vorans. 

Sata  A.  Zwei  glnicbe,  an  beiden  Seiten  einer  Geraden  sym- 
metrlEch   gelagerte  Hassencombinationen  geben  fBr  alle  Pnnkte  dieser 

gy 
Oeraden  ^  =  0,  wo  n  eine  sn  der  Geraden  senkrechte  Richtung  bedeutet. 

Dies  ist  klar,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  Kraft,  mit  welcher  alte  jene 
Hassen  auf  einen  Punkt  der  Geraden  wirken,  mit  der  Richtung  dieser 
Geraden  selbst  zusammen  füllt. 

Efl  sei  femer  ein  Kreis  mit  beliebigem  Radius  a  gegeben  (Fig.  1) 
und  Pi  ein  beliebiger  Punkt  innerhalb  desselben.  VerlKogert  man  OP^ 
bis  ma  einem  solchen  Punkte  Qj,  dass  OPf.OQ^=a*  ist,  so  nennt  man 
Pj  nnd  Pj  conjugirte  Pnnkte. 

8«tx  B.  Wenn  in  jedem  von  zwei  conjngirten  Punkten  die  Hasae 
-f-ni  conoentrirt   ist  und    V^   das  logaiithmische  Potential   dieser  beiden 

Massen  repräsentirt,  so  ist  am  ganzen  Kreisumfaoge  '^~^ — =comt. 
ffier  ist  —    ein  epecielles  Beispiel  der  von  nns  oben  mit  f{a)  be- 

sücfaneten  Fnnction,  welche  nnahhXngig  ist  von  der  speciellen  Lage  der 
beiden  conjngirten  Punkte.  Fflr  den  Kreis  werden  daher  auch  die 
gesuchten  Kusseren  Massen  fi  ans  den  beiden  Punkten  (>j  und  Q^  be- 
stehen, welche  den  beiden  Polpunkten  P,  nnd  P,  conjngirt  sind  nnd  in 
denen,  wie  in  den  zugehSrigen  Polpunkten,  die  Hassen  +m  und  ->m 
coneentrirt  sind.  Das  oben  mit  fi,  bezeichnete  System  besteht  also  bei 
«iner  kreisfSnnigen  Platte  lediglich  ans  dem  Hassenpunkte  £>,. 

WlUirend  des  physico- mathematischen  Seminars  bei  Herrn  Professor 
O.  Nenmann,    dem  ieh  im  Winter  1873 — 74  beiwohnte,    wnrde  das 
^m*iiii  f.  itothMrta  ■■  Phjrtfc,  xxm,  t.  4  ^~' 
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StromTertwM^ngsprobrem  fBr  eiDB  Beihe  von  veraehiedenutig  gefomton 
Platten  gelöst.  Dabei  wnrd«  fflr  fi  eine  unbestimmte  Bandbelegnng  der 
Platte  angenommen,  so  dass  die  Dichtigkeit  als  Function  von  i  in  einer 
Reihe  mit  anbestimmten  Coefficienten  entwickelt  gedacht  wnide.  Dann 
wurden  diese  Coefficienten  beatimmt  durah  die  Bedingung,  dass  daa  Ga- 

sammtpotential   V  am  ganzen  Sande  —  ^  0    ergeben   mnas.      Es   stellte 

sieb  nun  in  allen  durchgeführten  FKllen  herana,  dass  die  so  gefundene 
Raodbelegnag  eraetxt  werden  kann  durch  zwei  gleiche  Punktayateme, 
deren  jedes  einem  der  Pole  coordinirt  ist;  in  jedem  Punkte  des  einen 
Systems  war  die  Hasse  -i-»*,  des  andern  — m  concentrirt;  das  Potential 
V  blieb  bei  dem  Ersatz  der  Randbelegung  dnrch  jene  beiden  knsseren 
Punktsysteme  in  allen  Pankten  der  Platte  noTerSndert,  »o  daas  jene 
beiden  Punktsysteme  ebenfalls  als  das  gesuchte  ft  angesehen  werden 
konnten:  das  eine  von  ihnen  als  fi^,  das  andere  als  f»,.  Dies  ftthrte 
mich  auf  den  Gedanken,  die  Lösung  direct  so  an  Tcrenchen,  dasa  ich 
ein  Punktsystem  fi^  bestimmte,  welches  mit  +m  in  dem  einen  Polpnskte 

dV 
am  ganzen  Rande  —  =/'(j)  ergab,  wo,  wie  oben,  /*(>)  von  der  speciellen 

Lage  des  Poles  und  des  äusseren,  ihm  ooordinirteu  Punktsystems  un- 
abbingig  sei. 

Auf  solche  Weise  gelang  es  mir,  die  Hassenvertheilungen  it,  und  ^ 
tÜT  eine  ganse  Reihe  von  Platten  xn  bestimmen,  ffir  welche  eine  LSsoDg 
auf  dem  gewöhnlichen  Wege  schon  deswegen  undenkbar  war,  weil  die 
Randcurve  nicht  durch  eine  bestimmte  Gleichung  daigestellt  werden  konnte, 
wie  s.  B,  i^r  eine  Platte,  wriche  die  Form  eines  Viertelkreises  haL 

üs  sei  nun  x  ein  beliebiger  Punkt  auf  der  Platte,  ■,  f,,  «,,  i^  ... 
seine  Entfernungen  von  dem  Pole  />j  und  den  verschiedenen  Punkten 
des  Systems  ^,  femer  c,  ff,,  «,,  «,,  ...  seine  Entfernungen  von  dem 
Pole  P,  und  den  Punkten  des  Systems  p,.  Dann  Ist  das  Potential  F 
im  Punkte  x  gleich 

V  =  +  mlgt  +  nilgSi  +  mlgSj  —  mig6  —  m  Iffa^  —  mlg«^  —  ... 

Die  Gleichung  der  Cnrven  constanten  Potentials  war  daher 


i>a,<r,(Fg... 
wo  C  eine  beliebige  Constante.  Die  orthogonalen  Trajectorien  dieses 
Curveosystems  waten  dann  die  gesnchten  StrSmungscnrven.  Man  sieht 
also,  dass  durch  Aufsuchung  der  erwähnten  äusseren  Punktsysteme  das 
Problem  in  gewissem  Sinne  als  geltfst  betrachtet  werden  konnte.  Ich 
gehe  nun  Über  znr  snccessiven  Darlegung  der  von  mir  behandelten  Fälle. 
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1.  DtePUtte  hat  die  Form  eiDea  Halbkreises.  Es  sei  V,  (Fig.  2) 
der  eine  Pol;  wire  der  Kreis  Tollstfindig,  so  wUrde  das  äussere  System 
f>,^  welches  diesem  Pol  coordtnirt  ist,  kos  dem  einen  Punkte  Z**,  bestehen, 
wo  P  nnd  P*]  in  Bezug  snf  den  Kreisbogen  conjn^rt  sind,  Ich  Hige 
nqn  die  beiden  Punkte  0,  und  ^,  hinsn,  welches  die  Spiegelpnnkte  ron 
P^  und  P\  in  Bezug  «nf  den  Rand  AB  sind.  Dann  sind  P\,  Qi  und 
Q\  das  gesuchte  Süssere  System  f/.^.    InderTbat;  die -vier  Punkte 

'*.  ^it  Öl.  Ci   geben  ftir  den  Baad  AB  überall    t-'=0   und  för  den 

Rand  ACB  Überall  J^=2-,    weil   Q^    and    P',    ebenfalls    ein  Paar   in 

Bezug  auf  den  Kreisbogen  eonjugirter  Punkte  darstellen  (siehe  Sätze  A 
und  B).  —  Dos  Problem  ist  somit  gelöst.  Das  andere  System  (/,  besteht 
ans  den  Punkten  P\,  Q^  und  Q\,   welche  mit  Q^  zusammen  am  Bande 

dV                                                           dV           2m 
AB  aberoll  -T-*=0   und   am  Rande  ACB  aberall  -5-^  = ergeben. 

an  dn  a         " 

Das  geaammte  ans  acht  Pnokten  bestehende  System  (i.  ei^ebt  also  am 

dV 
ganzen  Rande   —  =  0.  —  Sei  iE  mn  beliebiger  Punkt  der  Platte,  so  ist 

die  GleiehuDg  der  Cnrven  constanten  Potentials  (s.  Fig.  2) 

0ff,9,ög 

Fahrt  man  dipol&re  Coordinaten  .ein  mit  den  Orenzpnnkten  A  und  B  und 

sind  Sl  und-  il  die  Coordinaten  des  variabeln  Punktes  e,  wo  Sl=:  •)£^  AxB 

xB 
und  il  =  — - ;  sind  femer  l^m^  und  IgWg  die  Coordinaten  der  Polpnnkte, 

BD  sind  die  Coordinaten  Ton  P\  gleich  1,  und  n  — o>,,  die  Ton  0,  gleich 
I,  und  Sn  — «, ,  die  von  Q\  gleich  1,  und  n  +  ("i.  Die  Coordinate  I^ 
Ut  also  jenen  Tier  Pnnkten  gemein  \  Aebaliches  erhXlt  man  fflr  die  vier 
anderen  Punkte.     Berechnet  man  nun  die  u  und  die  ot,  so  erhält  man 

u*-2t*Vco«(ji-a>,)  +  VHii*-2A'V«.(ii+.^)+Vi  _ 

ii*  —  2iV^''*(Ä-'»i)  +  VI  {-l*  -  2i»V  "'(Ä+tt.,) +  VI 
als  Gleichung  der  Cnrren  constanten  Potentials,  wo  ü.  und  il  die  Varia- 
belen  sind.  Der  obige  Ausdruck  lässt  sich  leicht  in  Reiben  zerlegen; 
doch  wird  sich  nicht  eine  ftir  alle  1  giltige  Gntwickelnng  angeben  lassen. 
Nimmt  man  an,  doss  l^it, ^it,  sei,  so  erbXlt  man  für  obigen  Ausdruck 
die  Beihe 

welche  fflr  i.<l^  oder  für  1<^  dirergirt. 

Ich  begnflge  mich ,  für  diesen  einen  Fall  die  Rechnung  so  weit  an 
FtÜireD.     In  den  ttbrigen  Fällen  weide  ich  nur  die  Lage  des  Punktsystems 
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fi,  angeben ,  welches  dem  Pole  Pj  coordinirt  ist.  Hau  bat  sieb  dann 
jedesmal  du  entapreehende ,  dem  andern  Pole  cogrdinirte  System  fi,  daen 
zu  denken. 

2.  Ein  Viertelkieis.     Es  sei  P*,  (Fig.  3)  dem  Polpnnkte  /*,  con- 

jngirt,   Oj  und  ^,  die  Spiegelpunkte  ron  i*,  nnd  A,  in  Bezug  anf  den 

Katad  JB  und  endlleb  A^,  A*,,  S,,  S',  die  Spiegelpnnkte  von  P^,  P\, 

Qi,  Q\  in  Bezng  anf  den  Band  jiC.     Dann  besteht  das  gesuchte  ftnssere 

System  (t,   aus  den  sieben  Punkten  /^,,  0,,  0\,  Ä,,  Ä",,  S,,  S*,.     Ein 

Blick  anf  Fig.  3  gentlgt,  um  einzusehen,   dass  diese  Punkte  zusammen 

SV, 
mit  dem  Pole  /*,  an  den  BSndern  AB  und  JC  ttberall  y  =0  (Satz  A) 

df, 
und  am  Bande  fC^  überall  -^  =  Consl.  ergeben  (Satz  B),   da  nSmlicb 

jedes  der  Punktepaare  (P^,  P',),  (d,  (>',),  (R,,  Ä*,}  nnd  (S,,  S',)  in  Be- 
zug auf  den  Kreisbogen  conjngirt  ist.  Das  dem  andern  Pol  P,  ent- 
sprechende Punktsystem  fij  ist  auf  der  Zeichnung  nicht  angegeben.  Das 
endgiltig  zu  findende  F  ist  also  das  Potential  von  im  Ganzen  16  Punkten. 

3.  £ia  Achtelkreis.  ^dC  (Fig.  4)  ist  die  gegebene  Platte.  Das 
äussere  System  besteht  ans  15  Punkten  P\,  a,  b  ...  o.  Hier  ist  P'^  con- 
jngirt dem  Polpunkte  P^,  femer  JPit^  Aa='Ac  =  Ae=  Ag'=Äk  =  Am 
=  Ao  und  -^  AP\  =  Äd=.Äft=Äh  =  Ai  =  Al  =  an  nnd  <]lP^AC  = 
^•:^cAb  =  ^',dAE=<X.fAE  =  'iSihAD  =  <)iiAD=>iC_lAP=  <if^nAF, 
wo  EF \^  DC  steht.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  die  Punkte  symmetrisch 
sind  in  Bezug  auf  die  BHnder  AB  und  AC  und  paarweise  nonjngirt  in 
Bezng  anf  den  Band  BC. 

4.  Ein  Kreissector,  dessen  Winkel  an  der  Spitze   -r-  ist, 

wo  n  eine  ganze  Zahl.  Das  System  ft,  besteht  ans  4r  —  1  leicht  zu  oon- 
stmirenden  Punkten;  Das  gesuchte  V  ist  somit  Potential  von  2(4n— 1) 
+  2  =  %n  Punkten  und  hat  die  Form 


=  Consi. 


9,  S,  9g...  fffn 

Auf  Fig.  5  sind  beispielsweise  die  Punkte  des  Systems  fi,  fllr  den 
Fall  ns=3  gezeichnet;  sie  sind  symmetrisch  in  Bezng  auf  die  Bitnder 
BA  nnd  CA  nnd  paarweise  conjngirt  in  Bezng  anf  den  %and  CB. 

2«      .. 


FUr  den  Fall,   dass   der  Winkel  an   der  Spitze  gleich 


2»  +  l   ■ 


IXast  sich   das  Punktsystem  f>j   nur  dann  constmiren,   wenn  die  beiden 
Polpnnkte  anf  der  den  Winkel  halbirenden  Geraden  liegen. 

5.    Eine  unendlich  grosse  Platte,   welche  die  Form  eines 

rechten  oder  spitzen  Winkels  a  hat,  wo  u  =  — .     Das  System  fi, 

besteht  ans  den  2»  — 1  optischen  Spiegel  punkten  des  Poles  />,  in  Bezug 
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aaf  die  beiden  Bänder  der  Flotte,  Dieselben  Punkte  bildeten  im  vorigen 
Fslle  die  Hälfte  des  Syetenu  ft,;  die  andere  Hälfte  der  Punkte  war  diesen 
2n  — 1  Punkten  und  dem  Polpankte  /*,  in  Bezug  auf  den  Kreisbogen 
conjnprt.  Mit  dem  abgrenzenden  Bogen  fallen  ancb  diese  2n  Pnnkte 
weg.  Da«  gesuchte  V  wird  also  in  diesem  Falle  das  Potential  von  nur 
4>t  Punkten  sein. 

In  dem  Seminar  bei  Herrn  Professor  C,  Nenmann  wurde  für  eine 
Platte,  welche  die  Form  eines  concentrischen  Binges  hat,  auf  die  oben 
erwähnte  Weise  für  f*,  das  Punktsystem  1 ,  2,  3  ...  I,  II,  111 .. .  (Fig.  6) 
gefunden,  welches  leicht  constmirt  werden  konnte,  wenn  man  von  dem 
Pole  P^  ausgehend,  in  Bezug  auf  die  beiden  Kreise  euccessive  die  cbn- 
jagirten  Pnnkte  aufsucht,  ebenso  wie  man  etwa  die  Bildpunkte  fUr  den 
Fall  zweier  paralleler  Spiegel  anfauchen  würde.  Ein  solch««  Pnnktsystem 
werde  ich  ein  „geradliniges"  nennen ;  es  giebt  an  beiden  Bändern  offen- 

dv 

bar  -^='C0)i3l.     Diese  Lösung  fUfarto  mich  sofort  zur  Lösung  folgender 

wwterer  Fälle: 

6.  Ein  halber  concentriscber  Ring,  ftj  bestekt  ans  iwei,  sn 
den  Rändern  A  B  und  CD  symmetrischen  Punktsystemen  (Fig.  7).  Führt 
man  Folarcoordinaten  ein,  so  kann  man  die  Gleichung  der  Cnrven  con- 
stanten  Potentials  direct  aufstellen.  Die  Rechnung  führt  anfangs  au 
DoppeUummen;  doch  kann  man  die  eine  Summation  ausflihren  und  es 
verbleiben  fUr  V  vier  unendliche  Beihen, 

7.  Ein  viertel  concentriscber  Bing.  fi|  besteht  aus  vier  ge* 
radlinigen  Punktsystemen  (Fig.  8),  welche  sowohl  gegen  AB,  als  auch 
gegen  CD  symmetrisch  liegen.  Auch  für  diesen  Fall  lässt  sich  die  Oleich- 
nng  der  Curven  constanten  Potentials  in  Folarcoordinaten  als  Summe  von 
vier  unendlichen  Reihen  darstellen. 

8.  Der  2h"  Theil  eines  concentrischen  Binges.  fi^  besteht 
(Fig.  9)  aus  2n  geradlinigen  Punktsystemen,  deren  jedes  ein  Punktepaar 
des  Falles^  (Fig.  4  und  5)  ersetzt.  Selbst  für  diesen  Fall  kann  man 
V  in  Beiben  entwickeln  und  so  die  Cnrven  constanten  Potentials  auf- 
suchen ,  ebne  daäs  man  dabei  auf  übermässig  verwickelte  Ausdrücke  stfisst. 
Für  den  Fall  eines  ezcentrischen  Ringes  wurde  in  dem  Seminar  gefun- 
den, dass  fi^  BUH  Punkten  besteht,  welche  sSmmtlich  auf  dem  durch  den 
Pol  i',  und  die  Grenzpunkte  a  -und  b  definirten  Kreise  theils  innerhalb, 
theils  ausserhalb  des  Ringes  sämmtlich  zu  einer  Seite  der  Centralen  ^iB6 
liegen.  Sie  werden  gefunden,  indem  man,  von  P^  ausgehend,  successtve 
in  Bezug  auf  die  beiden  BandkreiBC  einander  conjugirte  Punkte  constmirt, 
wie  ans  Fig.  10  leicht  zu  ersehen  ist.  Ich  nenne  fij  ein  kreisförmiges 
Punktsystem.     Dies  führte  mich  zur  Lösung  des  folgenden  Falles: 

9.  Ein  halber  excentriscber  Bing,  der  durch  die  Centrale 
begrenzt  wird,    ^j  besteht  aus  zwei  in  Besag  auf  die  Bänder  AB  und 
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Cli  symmetriscben  kreisfSrmigeo  Pnaktsystemeu  (Fig.  11).  Führt  man 
dipoUre  Coordinaten  ein,  so  kann  mao    V  in  eine  Beibe  entwickeln. 

10.  Eine  unendliche,   von  Bwei  parallelen  Geraden  he- 

gienate  Platte,     fi,  besteht  ans  dem  System  der  optischen  Bilder  des 

Poles  Pi  in  Beang  auf  die  beiden  begrensenden  Geraden.    Ks  ist  nimlich 

dV, 
in  diesem  Falle  an  beiden  ßändem    -^  =  0. 

11.  Eine  nnendliche  Platte,  in  welcher  ein  Kreis  ans- 
geschnitten  ist.  ft^  besteht  ans  dem  einen  Fnnkte  P*,  (Fig.  12)  inaer- 
halb  des  Kreises,  welcher  dem  Polpunkte  P^  conjugirt  ist.  Das  gesuchte 
Fist  also  das  Potential  der  Tier  Pnnkte  />,,  P\,  P,,  /*',,  so  dass  die 
allgemeine  Qleichnng  der  Cnrren  coDstanten  Potentials  ohne  Weiteres  in 
Folarcoordinaten  niedergeschrieben  werden  kann. 

12.  Eine  nnendliche  Platte,  ans  welcher  zwei  beliebige 
Kreise  aasgeschnitten  sind.  ^^  besteht  aas  einem  kreisfönnigen 
Punktsystem,  welches  man  erhSlt,  wenn  man,  vom  Pole  P^  ausgehend, 
snccessive  in  Bezug  auf  beide  Kreise  conjugirte  Funkte  constmirt;  diese 
liegen  auf  dem  durch  i',  und  die  beiden  Grenzpnnkte  A  und  B  bestimm- 
ten Kreise.  Durch  Einführung  von  dipolaren  Cootdinaten  kann  man  die 
allgemeine  Qleichnng  der  Gurren  constanten  Potentials  unschwer  auf- 
stellen. 

13.  Eine  unendliche  Platte,  die  von  einer  Geraden  be- 
grenzt wird,  mit  balbkreisfSrmigein  Ausschnitt,  fi,  besteht  ans 
den  drei  Punkten  Q^,  l/i  nnd  P\,  wo  Q^  dem  Polpunkte  P,  conjnpirt, 
(l*]  und  P'i  dagegen  die  Spiegelpunkte  jener  in  Bezug  auf  den  Band 
ABCD  sind.  Ebenso  besteht  ft,  aus  den  Punkten  P",,  Q^  und  Q\.  Das 
gesuchte  V  im  Punkte  x  ist  also  das  Potential  von  im  Ganzen  acht 
Punkten. 

Es  ist  interessant,  bei  diesem  Falle  die  Wirkung  des  Bandes  nXber 
XU  betrachten.  WSre  die  Platte  nach  allen  Seiten  hin  unbegrenzt,  so 
wHrde  die  in  einem  Pnnkte  x  der  Platte  wirkende  Kraft  eio^ch  die  Re- 
sultante zweier  von  P,  und  P,  auBicefaenden  KrSfte  -4-  und  —  :  . .. 

P^x  P^x 

sein.  Ist  die  Platte  von  einer  ununterbrochenen  Geraden  ^  i?  <begrenzt, 
io  mnss  man  noch  die  Wirkung  der  awei  Spiegelpttukte  i'',  und  P\  bin- 
zufHgen ,  wodurch  gleichsam  die  durch  den  Sand  in  den  StrSmungscurreu 
herrorgernf^nen  VerSndemngen  repräsentirt  werden.  Hat  die  Platte  Über- 
dies den  Anischnitt  BC,  so  kommt  noch  die  Wirkung  von  vier  Punkten 
Q\t  i/\\  Ott  i/t  hinzu,  von  denen  awei  positire  nnd  awei  negative  Hassen 
enthalten.  Diese  Wirkung  ist  nur  in  der  Nfthe  des  Bandes  BC  von 
merklicher  Grösse  und  ^eht  uns  ein  Bild  von  den  durch  den  Ausschnitt 
in  nKchster  Nähe  derselben  hervorgerufenen  l'ertarbationeu  in  dem  Ver- 
laufe der  StrOmungscurven. 
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14.  LiDaenförmige  Platte,   deren  Winkel  an   der  Spitze 

—  iat.     f>i  iat  wieder  ein  kreisförmiges  Funttej'Btein,  welcbes  man  erhXlt, 

wenii  man,  vom  Pol  Pf  auBgehend,  sncceasive  die  in  Bezng  anf  die  beiden 
Kreise  coDJngirlen  Pnnkte  eonstmirt  (s.  Fig.  15a,  wo  n=^i).  Die  Zahl 
dieser  Pnnkte  ist  2n  — Ij  setst  man  die  Conatmotion  weiter  fort,  so 
erhilt  man  wieder  den  Polpnnkt  P^ ,  von  dem  man  aosgegangeo  war.  Fdlirt 
man  nBmIicfa  dipolare  Coordinaten  ein,  sind  »-=o),  nnd  a  =  iu,  die  Gleioli- 
angen  der  beiden  Bandkreiae  nnd  {l,Sl)  die  Coordinaten  des  Polea  P^, 
80  sind  X  nnd  i2  +  2 x  (m,  —  to,)  die  Coordinaten  des  2x""  Punktes.     Ist 

«,  — p]|=  — ,  so  wird  der  Sn**  Punkt  wieder  der  erste  sein.     Die  gegen- 

Mitige  Lage  der  Bandkreiae  kann  dabei  ganx  beliebig  aein  (s.  Fig.  15a,  b,  c). 

15.  Eine  halbe  linsenförmige  Platte,   deren  Winkel  an 

der  Spitze  —  ist,  fi|  besteht  (Fig.  16a)  ans  iwei  kreisförmigen  Punkt- 
systemen, von  denen  das  eine  identisch  ist  mit  dem  des  vorigen  Falles, 
da«  andere  das  Spiegelbild  des  ersten  in  Bezog  auf  den  Band  AB  ist. 
Das  gesachte  V  ist  daher  das  Potential  von  8n  Funkten  nnd  kann  leicht 
in  eine  Beibe  entwickelt  werden.  Die  Form  der  Platte  kann  wiederum 
eine  sehr  verschiedene  sein  (Fig.  16a,  b,  c),   wenn  nur  der  Winkel  an 

der  Spitze  —  ist,  wo  n  eine  ganze  Zahl. 

Auster  den  betrachteten  IKast  sich  noch  eine  grosse  Anzahl  anderer 
Fille  löaen,  aber  nur  bei  speciellen  Lagen  der  Polpnnkte. 

S2. 

Wir  haben  ans  bisher  ausschlieeelicb  mit  aolchen  Füllen  beschftftigt, 
in  denen  die  Snssere  Masse avertfaeilung  fi,  welche  zusammen  mit  den 
beiden  Folpnnkten  das  gesuchte  Potential  V  ergiebt,  sich  auf  ein  System 
von  Hasaenpunkten  redaciren  IXsat.  Ich  will  nun  einen  Fall  besprechen, 
in  welchem  eine  derartige  Reduetion  nicht  möglich  ist,  für  welchen  die 
insseren  Hassen  nicht  aas  Fnnkten  bestehen.  Soviel  ich  weiss,  ist  ein 
derartiger  Fall  bisher  noch  nie  gelOat  worden. 

Die  zu  betrachtende  Platte  soll  unendlich  gross  sein  und 
die  Form  eines  stumpfen  Winkels  haben. 

Ehe  an  die  Betrachtung  dieses  Falles  geaehritten  weiden  kann,  muss 
die  Theorie  der  Stromversweignng  anf  unendlich  grossen  Platten  nXher 
stadirt  werden.  Es  sind  vor  Allem  zwei  Fragen  zu  beantworten:  1.  Ge- 
nfigen  die  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten,  auf  den  Fall  einer  end- 
lichen Platte  bezüglichen  Bedingungsgleichungen  I  —  III  anch  (Qr  den 
Fall  einer  anendlick  grossen  Platte?  and  2.  Wird  durch  jene  Qleich- 
nngen  das  Potential   V  eindeutig  definirt? 
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Wm  die  «me  FngB  betrie,  m>  oci  JOA  (Flg.  17)  dia  g«gd>ene 
Platte,  P,  aad  P,  die  Polpenkle  vnd  JT.V  «iae  gau  beliebige  Corre  S, 
vdeW  aber  ao  reiUan ,  daM  die  beidea  Pole  swiaelMn  ihr  aad  der  Spitie 
0  Hege».  Da  knn  Teilst  tob  EUlriäUt  stattfiadet,  to  bbm  die  ge- 
WBBte  aber  S  kiaabeiflicaMade  Eldtnäiittmeage  Nall  atäm.  Dies  fBhrt 
BB«  s«  der  Bediagaag: 

IV.  Es  mmm  ttt  jede  bdiebige,  swn  Baadpaakte  M  aad  ff  verbia- 
deade  aad  udt  xwiaebea  dea  Poka  hiadarehgebeade  Carre  S 


■ein. 


n 


Itb  wiD  naa  bew«aea  den 

Sata  1.  Geafigt  F  den  Bedingaagen  I— UI,  so  ict  die 
BedingBog  IV  co  ipio  erfftllL 

Beweis.  Wir  amgelten  die  Pole  mit  kleinen  Kreisen  «^  and  «,, 
deren  Badins  r  sei ,  und  wenden  auf  das  Ton  den  Cnrren  S,  •, ,  e,  nnd 
den  Geraden  HO  nnd  Ott  begrenrte  FUebenstfick  die  Fonnel 

an.     Da  if'F=0  iat  (Bed.  1),  so  verbleibt 

wo  d«  ein  Element  des  geradlinigen  Bandes  sei.     An  diesem  Sande  ist 

aber  |^  =  0  (Bed.  III),  also  ist    f  —  dg^O;  femer  ist    f^^da,  =  +  f 
cn  »/  €»  u   an 

nnd   /  i~  <'*i~~'/>   *o  f  ^^^  StromstSrke  proportional  ist     Ee  ver- 

blabt  also 

JF, 

q.  d.  e. 

leh  gehe  Über  zu  der  zweiten  Frage  nnd  werde  nachweisen,  dau 
das  Potential  V  durch  die  Bedingungen  I  —  III  eindeutig  bestimmt  wird. 
Fttr  eine  endliche  Platte  ist  der  Beweis  bekanntlich  aebr  einfach;  viel 
schwieriger  ist  er  für  eine  unendlich  grosse  Platte. 

Denken  wir  uns  das  Problem  gelöst.  Dann  igt  F  das  Potential  von 
+m  im  Pole  />,,  — m  im  Pole  P^  nnd  einer  gewissen  Randbetegang  fi, 
Ueber  diese  Belegnng  fi  wollen  wir  vorerst  zwei  Sätze  beweisen. 

Erster  Sati.  Die  lineare  Dichtigkeit  «  der  Hassen  f^ 
strebt  für  nnendlicb  entfernte  Bandpnnkte  der  Null  eu. 

Beweis.  Es  seien  n,  v,  w  die  Potentiale  der  Hassen  +m,  ~m,  fi; 
dann  giebt  die  Bedingung  III  C 


|-^s=.o, 
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FQr  anendlich  entfernte  Punkte  ist  aber  offenbar 

dn     ön 

Es  bleibt  also  t—  =  0.     Han  sieht  aber  ohne  Weiteres  ein ,  ättsa  ^r—  der 
on  ,  an 

Dichtigkeit  f  proportional  ist,  so  dass  ^  =  0  verbleibt,  q.  d.  e. 

Zweiter  Sats.     Die  ftigebraiacbe  Summe  M  de^  Hassen  fi 
ist  gleich  NdU. 

Beweis.     Wir  wollen  das  Integral 


ri' 


betrachten,  ausgedehnt  Über  einen  Bogen  von  nnendtich  grossem  Badius, 
dessen  Hittelpnnkt  in  0  sei.     Wir  wissen,    dass  für  unendlich  entfeinte 

Pnnkte   j—   sich  dem  Grenzwerthe  —  nähert,  wo  U  die  Entfernung  jener 

Ponkte  von  einem  andern,  im  Endlichen  liegenden  Punkte  bedeutet,  als 
welchen  man  die  Spitze  0  oehmen  kann.    Es  ist  also 

UmJ^  dS^f^  Rdi  =  Mß, 

/SV 
5-dS=0, 

folglich  ist  ifssO,  q.  d.  e.     Daraus  folgt  ein 

Dritter  Satz.  Die  Function  V,  welche  den  Bedingungen 
I  — III  genfigt,  strebt  fttr  unendlich  entfernte  Paukte  der 
Null  zn. 

Das  ist  klar,  wenn  mau  bedenkt,  dass  V  das  logarithmisehe  Poten- 
tial der  Hassen  +m,  —m  und  fi  ist,  die  sfimmtlich  im  Endlichen  liegen 
(erster  Sats)  and  deren  algebraische  Summe  Null  ist  (zweiter  Satz).  Nun 
erst  können  wir  an  nnsere  Aufgabe  gehen  and  den 

Satz  2  beweisen-  Auch  fttr  eine  nnendtich  grosse  Platte 
wird   V  durch  die  Bedingungen  I — III  eindeutig  bestimmt. 

Beweis.     Es  seien  zwei  LSsungeu   ^,  und   V,  möglich  und  es  sei 
*'»-  f'i  =  P- 
Dann  bat  17  folgenden  vier  Bedingungen  zn  gentlgen : 

1.  0  und  seine  ersten  Differential quotienten  mflseen  auf  der  ganzen 
Platte  endlich  und  stetig  sein; 

2.  J>*U=<i  auf  allen  Punktes  der  Platte: 


.    P=aO  für  unendlich  entfernte  Pnnkte  —  folgt  aus  dem  dritten 
Satze.  »^.ODi^lc 
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Wir  ir«rden  noD  die  Formel 

auf  die  FUcbe  an,    welche   begrenzt   wird  von  den  KXudern  der  PUtle 
und  einem  Kreisbogen  von  unendlich  grossem  Badins.    Anf  allen  Punkten 

dieser  t'täche  ist   D'U=(i;  am  geradlinigen  Bande  ist  ^  =  0  (Bed.  3) 

and*Bnf  den   Punkten   des  Kreisbogens  ist  Ü=^0  (Bed.  4).     Es 
bleibt  also 


//!©■+©>--». 


worauB,  wie  gewöhnlich,   U^O  gefolgert  wird.    Die  Lösungen  T,  und  Vg 
und  also  identiecb,  ty.  d.  e. 

|3. 

Ich  gehe  nun  Über  an  dem  Nachweise,  dass  bei  einer  stampfwink- 
ligen  Platte  die  Süssere  MasseuTeitbeilang  ^  angegeben  werden  kann; 
nan  erhält  dabei  aber  nicht  eiuselne  Funkte,  sondern  Massen,  die  anf 
geraden  Unien  (e.  B.  der  Verl&ngemDg  eines  Randes)  gelagert  sind. 

Der  Eflrze  wegen  werden  wir  im  Folgenden  sagen,  dass  Hassen  sieb 
in  Bezug  anf  eine  Gerade   ,,anfbeben",   wenn  sie  anf  allen  Punkten 

derselben  ä~  =  0  ergeben.     Es  gilt  offenbar  der 

Satz  C.  Uassen,  die  zu  beiden  Seiten  einer  Geraden  ifnimetmeh 
▼ertheilt  sind  oder  auf  der  VerlKngernng  derselben  liegen,  hebrä 
eich  anf  in  Bezug  anf  diese  Oerade. 

Wie  frtlher,  so  werde  ich  auch  jetzt  nicht  ft  selbst,  sondern  nur  den 
Tbeil  fi(  desselben  angeben,  welcher  dem  einen  Pole  Pj  coordinirt  ist; 
man  bat  dann  den  andern  Tbeil  ft,,  welcher  dem  Pole  /*,  entspricht, 
sich  binan zudenken.     Es  sei  <]C  -^  ^^  ~  ^- 

EraterFaU.    l»»<p<ieo» 

Wir  fuhren  zwei  lineare  Massenvertbeilnngen  s  and  (  ein,  welche 
folgendermassen  definirt  werden :  Es  sei  P^  (Fig.  18)  der  eine  Pol,  /^,  sein 
Spiegelpankt  in  Bezng  auf  den  unnHchstliegenden  Hand  OA.  Wir  verlüngem 
^0  und  ziehen  Oi'ao,  dass -IC  ^^^  =  *)C  ^  0  ^  sei.  Dann  denken  wir  uns 
auf  OF  nnd  OC  üne  solche  Massen vertheilung,  dass  deren  Wirkung  anf 
jeden  innerhalb  des  Winkels  FOC  liegenden  Punkt  identisch  sei  mit  der 
Wirkung  der  beiden  Punkte  Pj  und  J^^ ,  wenn  in  jedem-  derselben  die 
Masse  -I-ir  eoncentrirt  ist.  Eine  solche  Massen  vertheilung  mnss  nach 
dem  Princip  der  Squivalenten  Massen  trän  sposition  Immer  mSglicb  sein. 
Es  mSge  hierbei  auf  OF  die  Vertheilung  s  und  auf  OC  die  Vertbeiluog  i 
hervortreten. 
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LöBUDg  des  Problems,     pi  besteht  mua  +  m  im  Punkte  /*', 

Dod  der  MasseDrertbeilnDg  (>  — ')  auf  OC. 

Beweis,     Es  ist  za  leigen,  dus  +m  in  Pi,  +m  in  f^,  nnd  (*  — 0 

SV, 
anf  OC  am  giansen  Kande  sieb  „aufheben",  d.  b.  -^-^=0  geben. 

dV, 

Rand  OA.    Es  ist  -^  =  0  nach  Satz  C. 

an 

Band  OB.    Wir  ziehen  OP  so,  dass  <Y,  FOB  =  <X.  BOC  wird,  und 

denken  uns  auf  OF  die  Uassen  +s  und  ~s  übereinander  gel^.    Dann 

beben  sich  auf: 

1.  +»  auf  OF  und  +s  «nf  OC  (Satz  0), 

2.  -s  auf  OF,   ~l  auf  OC,  +m  in  y^,  und  +»i  in  Pj  nach  der 
Definition  dei  Buchstaben  »  und  (. 

Ell  ist  nicht  schwer,  5  und  (  zu  berechnen,  d.  h.  die  lineare  Dich- 
tigkeit als  Function  der  Entfernung  von  0  zu  bestimmen.  Doch  b^nOge 
ich  mich  mit  dem  Nachweise  der  HSglichkeit,  das  Problem  zu  ISsen. 

Ist  |3<!120'',  so  wild  die  angegebene  Lösung  nicht  mehr  ftlr  jede 
beliebige  Lage  der  Pole  durchführbar,  indem  P,  nicht  ausserhalb  des 
Winkels  FOB  zu  liegen  kommt. 

Zweiter  FaU.    90'»<  ß<  WS«. 

Wie  im  eisten  Falle,  wollen  wir  zuerst  gewisse  lineare  Hassenver- 
theilungen  s,  p  und  r  definiren,  deren  X^xietenz  unzweifelhaft  ist.  —  Es 
sei  AOS  (Fig.  20)  die  gegebene  Platte,  P,  der  eine  Pol,  '/^^  sein  Spie- 
gelpnnkt  in  Bezug  auf  OA-  OC  nnd  OD  sind  die  Verlängerungen  der 
Seiten  OA  und  OB.  Wir  ziehen  FG  X  AO  und  beetimmen  auf  FG  eine 
solche  M assenvertb eilung ,  deren  Wirkung  auf  jeden  rechte  von  FG  liegen- 
den Punkt  gleich  der  Wirkung  der  beiden  Punkte  /*,  nnd  A,  sei.  Hierbei 
«rhaltea  OF  und  OG  ein  und  dieselbe  lineare  Massen vertfaeilnug,  welche 
wir  mit  s  bezeichnen  wollen.  Wir  ziehen  nun  01/  und  OE  so,  dass 
<)CifOB  =  <X  TOB  und  <)t£OC  =  <)CBOC  sei,  und  bestimmen  auf  DO 
nnd  OC  eine  solche  Massen vertheilung,  dass  deren  Wirkung  auf  Punkte 
aasserhalb  des  Winkels  DOC  identisch  sei  mit  der  Wirkung  tou  +« 
aaf  OG  und  +s  auf  OE.  Debet  entfalle  auf  OD  eine  gewisse  lineare 
HaesenTertheilung  r  und  auf  OC  die  Vertheilung  fi. 

Lfisnng  des  Problems.  Die  gesuchte  Kusseie  Massenver- 
theilung  fi,  besteht  aas  +m  im  Punkte  P\,  +s  auf  0£,  +s 
auf  OB  und  —^  auf  OC  (Fig.  21). 

Beweis,  dass  hierbei   ^-  =  0  ist  auf  dem  gansen  Bande. 

Band   OA.     Es  ist  -^=0,   weil   die   sftmmtlichen    Hassen   theils 

symmetrisch  zn  OA,  theils  auf  der  Verlingerung  von  OA  (Fig.  21)  liegen 
(.Satz  C). 


60  lieber  du  Problem  etc.     Von  0.  Chwolsom. 

B»Dd  OB.  Wir  fügen  +»  und  — *  »nf  OF,  +»  and  ~t  »nf  OG, 
+  r  nnd  —r  anf  OD  binzD  (Fig.  22).    Dann  heben  sieb  anf; 

1.  +*  anf  OF  nnd  +«  anf  OB  {8als  C); 

2.  +m  in  /»„  +M  in  P\,  —s  auf  öf  nnd  — *  anf  OC  (nach  der. 
Definition  von  s); 

3.  +s  anf  06,   +<  «af  0£,    — r  anf  OD  und  —fi  anf  OC  (nach 
der  Definition  von  r  nnd  p); 

4.  +r  auf  OD  (Satz  0). 

Hiermit  aind  alle  Hassen  erscbSpft  und  bewiesen,   dass  am  gansen 

Bande  ^  =  0  "*■ 

Nachschrift.  Zu  den  in  §  I  behandelten  Fällen  Ijüst  sich  nocb 
hinknfHgen : 

16.  Sine  unendliche  Platte  ron  der  Form  eines  rechten  Winhels, 
an  deesen  Scheitel  ün  Slttck  in  Form  eines  Viertelkreises  ansgescbnltten 
ist,  dcMen  Centmm  mit  dem  Scheitel  des  rechten  Winkels  Eusammen- 
fHllt.  —  fij  besteht  aus  sieben  Punkten:  den  drei  Spiegelpunkten  des 
Poles  /*!  in  Bezug  anf  die  beiden  geradlinigen  RHnder  der  Platte  und 
deu  vier  Spiegelpunkten  jener  drei  und  des  Poles  P,  in  Bezug  auf  den 
zum  vollen  Kreise  ergXnzt  gedachten  viertelkreisförmigen  Band.  V  ist 
also  das  Potential  von  16  Punkten. 

St.  Petersburg,  den  ^^^  1875. 


^dby  Google 
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L    Zar  Theorie  der  IliminAÜon. 

Das  Problem,  ans  zwei  Gleichnngen  mit  zwei  Unbekaanten  die 
Werthepaar«,  welche  beiden  Gldchnngen  gentigen,  lierzaleitea ,  ist  IXngst 
Tollständig  gelöst.  Es  ist  leicht,  die  Endgleicbnng  für  eine  der  Unbekannten 
an  fanstell  en ,  nnd  avar  nach  Böeout,  Sylvester  and  Cayley  in  De- 
terminanten form ,  sowie  fUr  jeden  Wertb  dieser  Unbekannten  den  zu- 
gehörigen Werth  der  andern  zu  bestimmen. 

Anders  stellt  eich  das  Verhältniss  bei  drrä  Gleichungen  mit  drei 
Unbekannten.  Die  Methoden,  die  Endgleicbnng  in  einer  der  Unbekaan- 
ten anfanstellen,  weichen  wesentlich  tod  der  bei  awei  Gleichungen  an- 
gewendeten ab,  sind  wenig  fibersichtlicfa  und  kanm  ausführbar.  Ich  ver- 
weise hierbei  auf  die  neueste  Auflage  von  „Salmon's  Vorlesnngen", 
fiberaetzt  Von  Fiedler.  Ancb  Hesse  (Geometrie  des  Baumes,  2.  Aufl.) 
moss  bei  drei  Gleichungen  zweiten  Grades  mit  drei  Unbekannten  Eigen- 
schaften der  Fun ctionaldetermin ante  zu  Hilfe  nehmen,  nm  au  beweisen, 
dass  die  Endgleicbnng  vom  achten  Grade  sei. 

In  dem  Folgenden  wird  der  V  ersnch  gemacht,  die  Theorie  de  Eli- 
mination für  drei  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten  auf  elementare  Weise 
an  entwickeln,  indem  blos  die  Bekanntschaft  mit  dem  Fand  amen  talsatze 
Toraasgesetzt  wird,  dass  jede  symmetrische  Function  der  Wnrzeln  einet 
Oleiehnng  mit  einer  Unbekannten  als  eine  rationale  Function  der  Go- 
effieienten  dieser  Gleichung  dargtotellt  werden  kann, 

I.     Zwei  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten. 
El  seien   zwei  Gleichungen   mit  einet  Unbekannten  resp.  rom  m*" 
nnd  r'*"  Grade  gegeben:. 

F{x)  =  a^a:-'  +  aiX«-'  +  ...  +  a„.tX  +  ih.  =  0, 

fix)  =  b^x"  +  6,  a— »  +...+  b,^,a:  +  b„=0. 

Welche  Bedingnogen  zwischen  den  Coefficienten  a  und  b  müssen  erfEUlt 

swn,  wenn   1|  2,  3,  ...,  j  Wurzeln   der  Gleichung  F{x)  =  0  auch  die 

Gleichung  fix)  =  0  befriedigen  sollen? 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  F{x)  =  Q  seien  a,,  «,,  ...,  «„.  Wir 
bilden  nns  die  Gleichung  r    ,    i  .C.tlO^^lc 
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ip(0=  U-A«i)lU -/•(«,)!  ■■i'-A«-.)l  =  o  =  .-  +  Ä,=—'  +  ... 

oder,  wenn  wir  statt  fitt^),  /"{«,),  ,..,  f{a„)  resp.  /",,  /"j,  ...,  /■«,  setsen, 
die  Gleichnng 

t(o=(z~A)('-/;)-.-('-/"-)'=o-*"+Ä,2— '+■  .+Ä— .1+/?-. 

Dieae  Gleichung  hat  die  m  Wurzeln  /",,  /,,  ...,  /.■■  Soll  nnn  eine  der 
Wnrielb  a  die  Gleichang  A''^)^=0  befriedigen,  so  hat  die  Gleichung 
ifj(i)=sO  eine  Wnisel  =0,  d.  h.  es  muss  A«  =  0  sein.  Ist  umgekehrt 
A„  =  0,  so  hat  die  Gleichnng  i(f(i)  =  0  eine  Wurzel  =0,  und  es  be- 
friedigt eine  der  Wurzeln  a  auch  die  Gleichung  f{x)  =  0. 

Sollen  Bwei  Wurzeln  o  der  Gleichung /'(7)  =  0  genügen,  so  musa  die 
Gleichung  if»(z)  =  0  zwei  Wurzeln  =0  haben,  d.h.  es  muss  ^.  =  0  und 
Ai,_i=0  sein.  Und  ist  umgekehrt  Aa,i=0  und  ^_i  =  0,  so  hat  die 
Gleichung  i^(z)  =  0  zwei  Wurzeln  =0,  und  es  genügen  zwei  Wurzeln  a 
der  Gleichung  f{te)^=0. 

Allgemein  findet  man  folgenden  Satz: 

Sollen  j  Wurzeln    a  der   Gleichung  f{a:)  i=  0  genflgeo ,    so 
mtissen    die    Gleichiingea    R„,  =  0,  A,„-i  =  0,  ...,    Rm-j+i  =  0 
stattfinden;    und   finden    umgekehrt   diese   Gleichungen   statt,   so 
gentigen  j  Wurzeln  a  der  Gleichung  f{x)  =  0. 
Nach  den  Elementen  der  Theorie  der  Gleichungen  ist 

«.    =A/V-  /■-. 

i.^,~f,.r,  ■■r.+f,rff.+  ■  ■¥f,r,--f.-,t=2:r,.f,...f.-,, 
■"»«»•»  ji..,.zf..r,...f.-,. 

Alle  diese  Ausdrücke  sind  in  den  Coefficienten  b  rational  and  in  den 
Wurzeln  a  symmetrisch,  felglich  auch  rational  in  den  Coefficienten  o. 

Bei  ihrer  Bildung  ist  es  wichtig,  auf  ihr  Gewicht  zu  sehen.  Gewicht 
eines  Tenus  nennen  wir  die  Bnmine  der  Indices  desselben.  So  ist  das 
Gewicht  des  Terms  fta,*nj^6g=  11.  Nach  der  elementaren  Theorie  der 
S3nnmetrischen  Functionen  zeigt  man  leicht,  dase  in  den  einzelnen  Ans- 
drUden  A  alle  Terme  gleiches  Gewicht  haben.  Aus  einem  einzigen  Term 
kttnnen  wir  also  das  Gewicht  alter  Terme  bestimmen.  Wir  wühlen  dazu 
den  letzten,  von  a  freien  Term,  und  finden,  dass  Um  vom  Gewichte  ffl'i, 
Rm—i  vom  Gewichte  (m  — l)n,  und  so  fort,  allgemein  Hp  vom  Gewichte 
(m~p)n  ist. 

In  Bezug  auf  die  wirkliche  Darstellung  der  Ausdrücke  R  als  ratio- 
nale Functionen  der  Coefficienten  a  und  b  ist  noch  Folgendes  zu  be- 
merken. Ist  B„  (die  Bogenanote  Resultante)  wirklich  als  rationale 
Function  der  Coefficienten  a  and  6  dargestellt,  so  ersiebt  man  aus  der 
Bildungiweis«  der  Functionen  R  sofort,  dass 
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li.  Daretellang  der  gemeinsamen  Wurzeln  zweier  Oleich- 
angen  als  rationale  Functionen  der  CoeTficienten  derselben. 

Wir  stellen  uns  nnn  die  Aufgabe ,  die  gern  ein  samen  Wnrzeln  zweier 
QleiehnDgen  F{x)  =  0  und  f{x)=(i  rational  darch  die  Coefßcienten  a  und 
6  aosandrücken. 

Ist  uj  eine  gemeinsame  Wnrzel  der  beiden  Oleichnngen,  so  rednoirt 
Nch  die  Aafgabe  daranf,  eine  symmetrische  Function  der  a  zn  bilden, 
welche,  wenn  /'(aj)  =  0  ist,  den  Werth  »j  annimmt.  Eine  solche  Func- 
tion bt  offenbar  folgende: 

«^■/•»./•i -/:~+tf,.r'i. f,...f.,+... +  a-A-A ■■•/•— i^-g"! ■/•,-/;■■■/'- 

Denn  diese  Function  ist  offenbar  eine  rationale  Function  der  b  und  eine 
symmetrische  Function  der  er,  also  auch  eine  rationale  Function  der  a, 
Anaeerdem  wird  u  =  ay,  wenn  f{aj)  =  <i  ist.  Haben  also  die  beiden 
Gleichungen  eine  gemeinsame  Wurzel  Of,  so  wird  diese  durch  die  lineare 
Gleichung  UgU  — Uj=sO  dargestellt,  wo 

Vo  =  Z/',.^,. ../■„_,  und  u,  =  £<,,.r,.f^...f„ 
ist.  Ist  abqr  ausser  f(aj)  =  Q  noch  f(ai,)~<i,  d.  h,  gentigen  »wei  Wur- 
zeln a  der  Gleichung  /(x)  =  0 ,  so  wird  u  =  ^.  In  diesem  Falle  lassen 
sich  aber  die  beiden  Wurzeln  uj  nnd  m  als  die  beiden  Wnrzeln  einer 
quadratischen  Gleichung  UpU*  — u,u  + Vj  =  0  darstellen,  in  welcher  Ug, 
H)  nnd  u,  rationale  Functionen  der  a  und  b  sind. 

Setzen  wir  nÄmlich  Ua  =  £fi.ft ...  fm-2,  ''i  =  i(«i  +  '^)/i. /■«■■/''". 
u,  =  £«j(ij./,./'^ ... /'s,  so  siebt  man,  wie  oben,  sofort,  dasa  —  und  — ^ 
rationale  Functionen  der  a  und  b  sind,  und  dass,  wenn  zu  gleicher  Zeit 
/■(oj)^0  nnd  /(«*)  =  0  ist,  -3- =  »j -f- «t  und  —  =  aj.at  wird;  dass  also 

ttj  und  «k  die  beiden  Wnraeln   der  Gleichung  Uati'~ti^u  +  u^  =  ii  sind. 

Genügen  allgemein  p  Wurzeln  ec  der  Gleichung  /'(a:)=?0,  so  kann 
nun  dieselben  als  die  Wnraeln  einer  Gleichung  p""  Grades  »ouP  — «jUP'* 
+  i(,uP-'...+  (— l)Pap*=0  darGtellen,  deren  Coefficienten  «o.  "j,  «i,  —tip 
ganze  rationale  Functionen  der  a  und  6  sind. 

Zu  diesem  Zwecke  setaen  vir 

•'o=-£/'p+i-/i.+»-/'-.    «.  =  -£(«.+"*+  ..+«p).^p+.Y,.+i. ../■-, 
'S  =  -S(«i«i  +  ''.«j  +  --+«,-i<v)./p+i./i.+j. ../■-,  ... 

Alsdann  sind  offenbar  die  Functionen  v^,  u,,  u^,  ...,  uy  ganze  rationale 
Functionen  der  a  und  f».     Wenn  femer  an  gleicher  Ztit  /'(a])BaO,  firn^) 


Kl«in«r«  IGtthelliiiiKeii- 


=  0,  ..., /■(«p)  =  0   ist,  Bo  werden  ^  =  i»,  +  b,+ ...  +  «,,   -*■  =  «,«.,+ 

ttjK, 4''-'  +  ^~i  '■pi  ■'■)  -^'=^''iff-Uf,  und  folglich  aind  m,,  c^,  ...,  sp 
die  Wurzeln  der  Gleichung  «(,«'  — Wi«'-' +  «,«'-'  +  ...  +  {— l)Fup«=0. 
-  Ist  die  Reanltantc  Am  datcb  die  Goefficienten  a  und  b  nüonal  Aar- 
geitellt,  so  ist  es  ancli  hier  leicht,  die  Fanctionen  %,  Uj,  ...,  Up  dnrcfa 
blosse  Differentiationeu  von  Rm  zu  finden. 
Denn  es  bt 

^-yf  t  f    -Tt  -         ^  ^^ 


Ferner  findet  man 


11,= 


d'Rm 


1.2...(p-])'36.F-'.3ft._i' 

1 dm^ 

1.2...(p~2).1.2"av~*.36*— i' 
1  »Pfl« 


'~1.2...{p— 8).1.2...?'96^-».»M,_|'  ■■■' 

''''^1.2...j>"3tP,_i' 
Genügen  also   die  Wurzeln    a,,  a,,   ...,  a     der   Gleichung  ({x)  =  0,    so 
sind  diese  die  Waraein  folgender  Gleichung  n""  Grades: 

g!^»P_p.     -g;^ .p-.+Kp-'). £!!«- ^->_.. 

3*«P  1    a6>-*.a6,l,  ^      1.2       3V-*.3**--i 


III.     Zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten. 

Es  mögen  nun  in  den  Gleichungen  F(ic)  =  0  «od  f[x)'=0  die  Co> 
efficienten  a  und  b  Functionen  einer  zweiten  Variabeln  y  sein,  deren 
Grad  durch  den  Index  angegeben  ist,  so  stellen  F[x,p)^0  und  f{x,f/) 
=  0  zwei  allgemeine  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  resp,  vom  m"" 
und  n""  Grade  dar.  Die  Oleicfanng  Ah=^0  entfaSlt  dann  blos  die  Un- 
bekannte S,  und  zwar  ist  sie  fhr  diese  vom  Grade  mn,  da  der  Grad 
offenbar  durch  das  oben  angegebene  Gewicht  bestimmt  wird.  Es  giebt 
also  mn  Werthe  von  y,  ftlr  welche  die  Gleichung  R„s=(t  erfüllt  wird. 
Setzt  man  also  diese  mn  Werthe  von  y  in  die  Gleichungen  F(a-,  y)  =  0 
und  /'(a:,  y)=0  ein,  so  werden  beide  Gleichungen  von  demselben  Werthe 
Ton  X  beA^edigt.  Der  zu  jedem  Werthe  Ton  y  gehörige  Werth  von  x 
llsst  sich  nach  -§  II  rational  durch  y  aasdrQcken.  Wir  haben  also 
den  Satz: 
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Zwei  Oleicfaangen    zwisuhea  zwei   Unbekannten    reap.   vom 

ffi""    nnd  vom  n""  6»de  werden  durch  mn  Werthepaare  von  x 

nnd  y  befriedigt. 

Bflmerknng,     Es  giebt  verscMedeuB  andere  Methoden,  die  Reanl- 

tante  Ab^O  dariartellen.     Am  leichtesten  wird  sie  nach  Sylvester'a 

Methode  ali  eine  Detennisante  dargeatellt. 

IV.     Drei  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten. 

Ea  aeien  drei  Gleichungen  F{x)  =  Q,  f{x)'=0,  ip{x)  =  Q  resp.  vom 
m"",  „leo  nnd  p"°  Grade  gegeben  mit  den  Coefficienten  o,  6,  c.  Wir 
suchen' die  Bedingungen,  welche  stattfinden  mÜsRen ,  wenn  eine  der  Wur* 
zeln  a  der  Gleichung  F(x)  =  0  auch  den  anderen  beiden  Gleichungen 
f(x)^Q  und  fp{x)'s=Ö  genflgen  soll. 

Wir  bedienen  uns  wieder  der  Abkürzungen  fj  statt  /(oj)  nnd  ipj  atatt 
<p{oj)-  Damit  nun  die  beiden  ersten  Gleichungen  F(x)^0  und  f(x)^0 
dnreb  denselben  Wurzelwerth  Oj  herriedigt  werden,  muss  nach  dem  Voran- 
gehenden  die  Beding ungsgleichnng  Bm  =  ff  ft  ■  ■  ■  fm  =  0  stattfinden.  Da- 
mit Tetner  die  erste  nnd  die  dritte  Gleichung  F(x)  =  0  nnd  <fi(x)  =  0 
■darch  ebendenselben  Wnrzelwertb  uj  berriedigt  werden,  ist  es  nicht 
ausreichend,  die  nene  ^edingnngsgleiobnng  ^j.gig  ...  qp,B  =  0  anfzugtellen. 
Denn  diese  besagt  blos,  dass  irgend  eine  der  Wurzeln  a  auch  der  Gleich- 
nng  q)[x)^0  genUgt,  nicht  aber,  dass  dies  gerade  diejenige  Wurael  «cj 
ist,  welche  auch  die  aweite  Gleichung  f[x)  =  0  befriedigt. 

Um  also  eine  passende  zweite  Bedingungsgleicbnng  zu  finden,  müssen 
irit  eine  Function  S  suchen,  welche  in  Bezug  auf  die  b  nnd  c  rational 
nnd  in  Bezug  auf  die  a  symmetrisch  ist,  die  ferner  von  der  Art  ist,  dass, 
wenn  f(ttj\  =  (i  ist,  ans  5  =  0  folgen  muss,  dass  auch  9'(aj)  =  0  ist. 

Als  einfachste  Function  dieser  Art  ergiebt  sich  folgende: 

Wir  wollen  non  die  baden  Gleichungen  Ah  =  0  nnd-S^O  genauer 
nntennehen. 

Eratens  sehen  wir,  dass,  wenn  an  gleicher  Zeit  fj'^0  nnd  <py  =  0 
ist,  d.  h.  wenn  die  gegebenen  drei  Gleichungen  eine  gemeinsame  Wnrset 
oj  haben,  die  beiden  Bedingnugsgleichnngen  l{m  =  0  nnd  S=0  befriedigt 
werden  mtiasen.  Anders  stellt  sich  aber  das  VerbKltniss,  wenn  wir  die 
Umkehrnng  dieses  Satzes  betrachten.  Ist  nftmlioh  Am  =  0  nnd  zugleich 
5=0,  so  besagt  die  Bedingnugsgleichnng  ^„  =  0,  dass  eine  der  Wur- 
aeln  a  auch  die  Gleichung  f{x)  =  ii  befriedigt.  Ist  aj  diese  Wurzel,  so 
geht  die  Gleichung  5=0  in  folgende:  ipj.f,.ft..Jj-.i.fj+tfj+7-.fm^0 
ttber,  d.  b.  wenn  ^  =  0,  »o  ist  entweder  vj^O,  oder  eine  der  Func- 
tionen  ftt  ftt  •■>>  fj—ü  /^+ii  fj+i>  ■■■•  A"  Tenchwindet,  Wir  haben 
daher  folgendes  Beanltat: 

XMHteUt  t  XMboiktlk  a.  FbTilk,  XZItl,!.  B 
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Genttgt  eine  der  Wnrzeln  a  der  Gleichung  F(x)  ^  0  anch 
den  beiden  anderen  Gleiebangm  f(x)s=a<i  nnd  9i(j;)  =  0,  so 
■nttssen  die  beiden  BedinguDgsgleiebnngen  Bm^Ti-ft  ■■■  fm^=Q 
und  S=£vi.ff.ft...fm  =  0  erfüllt  sein. 

Siod  umgekehrt  die  beiden  Bedingnngegleichangen  Am  =  0 
und  &'e=0  erfallt,  bo  haben  entweder  die  drei  Gleiohnngen 
f(x)  =  0,  /■(j;)  =  0  und  v{x)  =  0  eine  gemeinsame  Warsel, 
oder  zwei  Wurzeln  der  Gleicbang  F{x)'=0  genügen  der  Gleich- 
ung/•(a:)=0. 
Wie  oben ,  ist  es  auch  hier  leicht  sn  sehen ,  dus-An  vom  Gewichte 
öin,  and  S  vom  Gewichte  (m  — l)n-|-/)  ist. 

V.     Drei  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten. 

In  den  Gleichungen  der  vorigen  Nummer  mttgen  die  a,  b,  c  ganze 
Functionen  zweier  Variabein  y  und  t  sein,  deren  Grad  durch  den  Iudex 
angegeben  wird.  Dann  sind  F{x,y,z)^(i,  f(x,!f,i)  =  0  und  q)(ar,y,i) 
=  0  drei  allgemeine  Oleicbnngen  mit  drei  Unbekannten  resp.  vom  m'", 
n'"  und  p""  Grade.  Alle  Wertbe  von  y  und  i,  welche  den  Gleichungen 
ftn,  =  0  und  S=0  genügen,  liefern  nach  §  IV_  entweder  einen  Werth 
von  X,  welcher  die  drei  gegebenen  Gleichungen  zugleich  befriedigt,  oder 
zwei  Wertbe  von  x,  welche  zugleich  die  ersten  beiden  Gleichungen  be- 
friedigen. Da  An  nach  §  IV  In  Bezug  auf  y  und  z  vom  Grade  mn, 
nnd  Svom  Grade  (m  —  l)n+p  ist,  so  giebt  es  nach  ^lll  mn\(m  —  l)n+p\ 
Werthepaare  von  t/  und  z,  welche  die  beiden  Gleichnugen  lt^  =  0  und 
S:=(i  befriedigen-  Von  diesen  Werthepaareu  müssen  jedoch  diejenigen 
auegeschlossen  werden,  fllr  welche  zwei  Wurzeln  x  der  ersten  Gleichung 
auch  der  zweiten  genflgen.  Diese  Werthepaare  werden  aber  nacb  §  I 
durch  die  beiden  Gleichungen  B„  =  <i  und  Rm~i  =  (i  bestimmt,  von 
denen  die  erste  vom  Grade  mn  und  die  zweite  vom  Grade  (m  — l)n 
'»t.  Es  giebt  also  mn(m  — l)n  Werthepaare  von  y  Und  z,  wclebe  zwar 
den  Gleichungen  A„  =  0  und  5=0  genfigen,  zu  denen  jedoch  nieht 
lein  X  gebSrt,  welches  allen  drei  gegebenen  Gleichungen  genügt.  Von 
den  obigen  tnn  |(in  — I)n4-/'I  Werthepaaren  der  y  und  i  -mttssen  also 
diese  mn{m  —  l)n  Werthepaare  als  anbrauchbar  weggelassen  werden.  Ea 
verbleiben  also  map  Werthepaare  der  r/  und  z  von  der  Art,  dass  m 
jedem  Werthepaare  ein  x  gehört,  welches  allen  drei  gegebenen  Gleich- 
ungen genttgt.     Wir  haben  bI|o  folgendes  Resultat: 

Sind  drei  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten  J^(«,  ^,  s)  « 0, 
/'(*.  y.  *)  =  0 ,  v(i,  V,  t)  =  0  re^p.  vom  m"",  n'"  und  p'"  Grade 
gegeben,  so  giebt  ea  im  Allgemeinen  mnp  ztMammVngehSrige 
Werthepaare  von  x,  y  und  z,  welche  alle  drei  Gleiehangen  be- 
friedigen. 
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Dm  diese  mnp  Wertbepaare  zu  bestimmen,  bildet  man  sonKcbst  die 

beiden   Gleichungen   mit  zwei  UnbekajiDteu:    Pmr=f\-fa-   /m  =  0   und 

S=£ipi.ff.f^...fg,s=0  nnd  findet  aas  diesen  nach  §  III  eine  resnitirende 

Oleichang  r=0  tu  g  vom  Grade  mn\[m  —  l)n+p\.     Ferner  findet  man 

ans  den  beiden  Gidebangen  rtm-^fi.fffm  =  0  und  J?„_i  =  i:/',./^,... 

/n_i  =  0  eine  resnlUrende  Gleiclmng  Ü=Q  in  y  vom  Grade  nii(n>  — ])n, 

T 
Die  Gleicbnng  "»=0  vom  mnp'°°  Grade  liefert  die  mtip  Wertbe  von  y. 

Da  sich  sowohl  7,  als  anch  U  in  Determinanten fonn  daretellen  lassen, 
so  folgt  daraus,  dass  sich  die  Resollaate  dreier  Gleicbnngen  mit  drei 
DnbdoiDnteD  immer  als  der  Quotient  zweier  Determinanten  darstellea 
liest;  ein  Satz,  der  in  „Salmon'e  Vorlesnngea"  angeführt,  aber  nicht 
bewiesen  ist. 

Lissa.  JüLiifs  TcncPLiT«. 


IL    Veber  bestimmte  Integrale. 
In  Crelle'a  Jonnial  Bd.  63,  S.  364,  wo  von  dem  Tntegnd 


^€i2l  /  I    /rfg'^y'^g  I  äke 


(*+«i{i 


die  Rede  ist,  findet  sich  die  Bemerkung:  „In  qua  inlegrali,  guitm  senium 
determmaium  relineal,  eliamsi  elemenfo  vatorem  ejus  absolutum  subtHluas,  ordo 
HOegrationum  inlerverti  polest,  etc." 

Hieraus  würde  wobl  folgen,  dass,  wenn  zwei  aufeinanderfolgende 
Integrationen  iu  vorgeschriebener  Reihenfolge  ausführbar  sind,  sich  die 
Reibenfolge  vertanscben  lassen  mttase,  wenn  die  Funcüon  unter  dem 
Integralzeichen  immer  positiv  ist,  Dasa  dies  nicht  der  Fall  ist,  zeigt 
folgendes  Beispiel.     Es  ist 

1       \ 
fdxjdvr{x,i/)  =  l, 

0         0 
wenn 

f{x,  y)  c=  1  fflr  rationale  X, 
flx,y)  =  2y  fflr  irrationale  » 
ist.     Hingegen  hat  das  Integral 


jdyjdxf{x,y) 


dniohaua  keinen  Sinn. 
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In  &lUn  bekannten  Beispielen  fOr  die  Ansführharkelt  der  Int^ration 

j^{x)dXf  wenn  qp(ao)=(x>  ist,  wechselt  die  Fanction  vIf)  nnendlioh 

oft  ihr  Zeichen.  Dass  dies  keine  nothwendige  Bedingung  sei,  hat  Hsrr 
Du  Bois-Beymond  bemerkt.  Kio  correctes  Beispiel  eines  solchen  Falles 
ist  das  folgende. 


ip{_x): 


'Z 


Vni"!^)  Bei  ftlr  *^11«  ^  der  Null  gleich;   nnr  in  dem  Inteir&Ue,  swiscfaea 

X'=n  nnd  a;^n  +  --xj  verde  (pn{^)  graphisch  definirt  durch  ein  Dreieck, 

welches  dieses  Intervall  anr  Basis  hat,  und  2nl'  zur  H&he.     Die  Fune- 
tion  qi  wird  dann  wie  xi*  mit  x  nnendlich.     Ei  ist  aber 


ßi 


,Wi«_i  +  ^+^+i  +  ...i,  +  ..._|. 


Nebeobni  ist  die  Reihe  £ipn  vielleicht  das  einfachste  Beispiel  einer 
UD  gl  eich  mSss  igen  Convergena.  Denn  obgleich  fUr  jeden  Werlb  von  x 
immer  nnr  ein  Term  bei  der  SummatioD  in  Betracht  kommt,  so  entfernt 
sich  doch  derselbe  mit  wachsendem  x  ins  Unendliche.* 

Freibnrg  i.  Br.  J.  Thomas. 

*  Herr  Du  Boit-Reymond  theilte  mir  harElicb  mit,  dasa  er  ein  Umtiohea 
Beispiel  in  seinen  VorleBUugen  gebe. 


^dby  Google 


IV. 
üeber  äquivalente  Abbildnni;, 

Von 

Stud.  Frz.  Schbllhauhek. 

(Mitgetheilt  von  Prof.  J.  Thomas.) 
Hiena  Taf.  DI,  Fig.  1— B. 


Die  eonforme  Abbildung  einea  einfach  znssinmenfaängendan  Ebenen- 
Btückes  auf  ein  anderes  mit  gegebenei  Contonr  führt  anf  interessante  Pro- 
bleme, bleiche  in  den  letzten  Jahrzehnten  vielfache  Bearbeitnog  gefunden 
haben.  Die  Kartographie  kennt  noch'  eine  andere  braucbbaie  und  inter- 
essante AbbildnngBart,  die  äquiralcnte ,  welche  die  Flächengleichheit  [oder 
Proportion alitXt)  des  abgebildeten  Stückes  mit  dem  Bilde  in  allen  Tbeilea 
nun  Princip  macht.  Diese  scheint  weit  weniger  Beachtung  gefunden  su 
haben.  Ich  beauftragte  deshalb  ein  Mitglied  meines  Seminars,  Herrn 
Frz.  Schellhammer  ans  Mühlhausen  i.  B.,  sich  mit  der  Aufgabe  zu 
bescbXfligen ,  ein  gegebenes  Ebenenatttck  auf  ein  anderes  mit  vorgegebener 
Contour  B^aivalent  abzubilden,  und  zwar  sollten  vornehmlich  geradlinig 
begrenzte  Figuren  anf  den  Kreis  bezogen  werden.  Dabei  zeigte  sich  nun 
freilich  sogleich,  dass  die  Aufgabe  nicht  dadurch  an  einer  bestimmten 
gemacht  werden  könne,  dass  man  bestimmte  einzelne  Linien  und  Con- 
tonren  auf  gegebene  andere  abbildet,  und  dass  die  Auffindung  von  L6. 
snngen,  welche  solche  Forderungen  erfüllen,  bei  Weitem  leichter  sei,  als 
hn  den  entsprechenden  Problemen  der  conformen  Abbildung.  Namentlich 
gelingt  es  ausserordentlich  leicht,  ein  beliebiges  Polygon  auf  den  Kreis 
abzubilden ,  wenn  man  fttr  die  gegenseitige  Beziehung  Functionen  znIXsst, 
die  nicht  durch  einen  analytischen  Ausdruck,  sondern  durch  mehrere, 
etwa  durch  die  Fonrier'scbe  Beibe  oder  das  Fourrer'sche  Integral 
erst  zu  einer  Form  zusammenzufassende  Ansdrücke  daigeBtellt  werden. 
Will  man  aber  dnrch  einen  analytischen  Ausdruck  dargestellte  Functio- 
nen finden,  welche  die  Abbildnng  Iditen,  so  wird  die  Abbildung  in  etwas 
erschwert.     Da  dies  in  einer  grösseren  Reihe  von  FKlIen  Herrn  Sehell- 

ZtUMbOn  t  HKhuiktlk  B.  Phjrik,  XXJH,  1.  6 
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batnmer  gelaDgen  iat,  nad  d&  die  dabei  anftretendea  Verhüknisse  gans 
anderer  Natur  als  bei  der  conforroeii  Abbildung  sind ,  so  kann  wohl  eine 
kurze  Mittbeilnng  dieser  üntersncbnngen  mancben  Leser  dieser  Zeitschrift 
interesfliren  und  kann  zu  weiterer  Untersnchiing  dieses  Beziehangsprin- 
cips  VeranlasBiiDg  geben,  vesbalb  seine  Kesaltate  hier  folgen  mögen. 

Thovae. 


§  1.  Sind  xff  rechtwinklige  Coordinaten  in  einer  Ebene  und  |i]  die 
entsprechenden  in  einer  andern,  wobei  |f)  Functionen  von  x  and  y  he- 
denten,  bo  ist  der  Plioheninhalt  de«  dem  Eleiaeiite  dxdy  in  der  £«]- 
Ebene  entsprechenden  Elementes,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 


\dxdlf     dxdy)         "' 
ther  ist  die  Bedi) 

A) 


und  daher  ist  die  Bedingung  der  Fllchengleichheit  der  beiden  Elemente  * 

dx  Zy     dx  dy^   ' 
Um  alle  möglichen  L&snngen  dieser  Differentialgleichung  an  erhaltflo, 
können  wir  für  eine  der  unbekannten  Veränderlichen  (|t))  eloe  beliebige 
Function  Ton  x  und  y  setzen.     Substitniren  wir  i'=f{x,y),  sO' erbalten 
wir  iMcbt  die  Integralgleichungen 


J     Sx  J     sy 

und  4>(£)  willkttrlicbe  Functionen  von  £  v 
gemeinste  Lösung  obiger  Differentialgleich 


wobei /"(l)  und  4i(£)  willkttrlicbe  Functionen  von  £  und  tp  sind,  so  dass 
also  die  allgemeinste  Lösung  obiger  Differentialgleichnng  ist 


In  den   Ansdrtlcken  — r-^  und  •■  -v"    ,  die  unter  dem  Integral- 

dx  3y  " 

zeichen  stehen,  muss  nach  der  Differentiation  x,  beaw.  y  in  Function  tou 
£  und  y,  resp.  von  £  und  «  ausgedruckt  werden.  (Dies  ist  in  dem  Xiehr- 
buch  der  Karten projection  von  Dr.  H.  Oretschel  [Weimar  1872,  S.  175] 
nicht   bemerkt;  in   den   dort   angefahrten  Beispielen   freilich   tritt  dieser 


*  Die  rechte  Seite  dieser  Gleichimg  ist  eigentlich  =±1.  Wir  kOnnen  uns 
aber  auf  das  poBiti?e  Vorzeichen  beschicken,  da  im  Falle  des  negativen  durch 
eine  Vertauschung  der  Coordinaten  £  und  ij  die  rechte  Seite  stet«  posittv  gemacht 
werden  kann. 


Von  Frz.  Scbellb^.^mbx.  71 

Unutii^d   äftdoTch  «nsfer  Wirkaug,  da^s   di«  Fnnction  /"(a^,  s)   die  Ver- 

9  fix,  u)  \ 

8nderliche  2  nnr  linear  enthKlt,  aIbo  — x-t —  von   x  anabhSugig  ist. ) 

§  2.  ZnnSulut  wird  man  fragen,  was  die  Functionen  F(|]  und 
4>(£)  Mt  eine  Bedentnng  haben?  Dies  erkennt  mau  am  Leichtesten 
dadurch,  da«s  man  l^=x  setzt,  also  ^ine  Abbildnng  betrachtet,  bei  der 
die  AbscissenlAngea  nngeändeit  bleiben;  dann  ist 


-f" 


+  *■(!)  =  »  +  *■(!). 
Die  4^(1)  enthaltende  Form  ist  in  diesem  Falle  nnbrancbbar;  sie  wUrde 
anzuwenden  sein,  wenn  £  nur  eine  Function  von  y  wfire.  Debrigens 
kann  man  sie  von  der  Untersnchnng  ansscbliessen ,  da  sie  dnrcb  Ver- 
tanacbaog  von  x  nnd  y.  Vom  Vorzeichen  abgesehen,  in  die  erste  Form 
Bbergeht. 

Aas  der  Oletchnng 

geht  hervor,  dass  jede  Ordinate  nm  eine  Strecke  TergrSssert  worden ,  die 
eine  Fnnction  der  zngehärigon  Abscisse  nnd  daher  mit  dieser  verHnder- 
lieh  ist.  Ein  unendlich  schmaler,  anr  ^-Axe  paralleler  Streifen  wird  also 
ohne  Ver&nderung  der  relativen  Lage  seiner  inneren  Funkte  in  der 
Richtung  der  y-Aze  verschoben.  Die  geometrische  Anscbannng  lehrt, 
daas  durch  ein  solche  Verachiebnng  der  FlScbeninbalt  nicht  geändert  wird, 
selbst  wenn  f(S)  eine  unstetige  Function  vom  |  ist,  nnr  wird  in  die- 
sem Falle  eine  Trennung  stetig  benachbarter  Pnukte  bewirkt.  Man 
könnte  aber  wohl  von  der  Existenz  eines  Differential quotienten  der 
Function  F{^  absehen,  obgleich  dann  die  Differentialgleichung  nicht  be- 
friedigt wird. 

Diese  Abbildung  soll  eine  Abbildung  durch  Verschiebnng 
paralleler  Streifen  und  /'({)  die  Verschiebnngs  fnnction  genannt 
werden.  Eine  solche  Verschiebung  kann  offenbar  in  jeder  Richtung 
stattfinden. 

§  3.  Vermittelst  einer  Abbildung  durch  Verschiebung  paralleler 
Streifen-  kann  jede  geradlinig  begrenzte  Figur  auf  ein  Dreieck  abgebildet 
werden.  Ss  genügt,  diese  Abbildung  fttr  das  Viereck  durchzuf^ren, 
da  in  ganz  analoger  Weise  ein  n-£ok  sieb  auf  ein  (n  — I]-£lch  abbil- 
den Usst. 

Wir  wählen  einen  der  Eckpunkte  des  Vierecks  ABCD,  etwa 
A,  zum  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystenis ,  die 
Diagonale  AC  zur  y-Axe;  es  sei  ferner  £*  der  Dnrchschnittspunkt  von 
der  verlängerten  Seite  DC  mit  der  durch  den  Punkt  B  zn  AC  gezogenen 
Parallelen,  m,  nnd  m^  seien  die  trigonometrischen  Tangenten  der  Win- 
kel, welche  AB'  i&i^.AB  mit  der  positiven  Richtung  der  ^r-Aze  bilden. 
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nod   es  bedeute  n  eine  positive  2M,  die  grSsser  als  die  f-Conrdiaste 
des  Punktes  B  ist.     Dann  bildet  die  Substitution 

m-m,  /^      r 


b^r^ii^ 


=y+- 


du  Viereck  ABCD  anf  das  Dreieck  'JS'/'  XqniTalent  ab;  denn  das 
Dreieck  ABC  wird  darcb  dieselbe  auf  das  Dreieck  A^C  verscboben, 
wSbrend  das  Dreieck  ACD  nngeAndert  bleibt.     (Fig.  1.) 

§  4.  Bei  dieser  Abbildung  wnrde  eine  einen  discontinnirlicben  Fac- 
tor entbaltende  Function  angewendet,  an  deren  Bildung  ein  Fourier- 
scbes  Integral  benutzt  werden  masste,  da  sieb  dieselbe  nicbt  durch  einen 
analftisoben  Ausdruck  darstellen  ISsst. 

Dagegen  gelingt  es,  auf  die  besprochene  Weise  durch  eine  ana- 
lytische Function  einen  Halbkreis  auf  eine  Ellipse  Sq^nivalent  absn- 
bilden. 

Setzen  wir  nämlicb  unter  Annahme  rechtwinkliger  durch  das  Centmm 
eines  Kreises  gehender  Axen 

Fti) i/^^lf, 

also  

wobei  a  der  Radius  des  Kreises  ist,  so  bildet  sich  dadurch  der  fiber  der 
(B-Axe  liegende  Halbkreis  Kqnivalent  auf  eine  Ellipse  ab,  deren  Halb- 
axen  a  und  ^<t  sind. 

In  einem  späteren  Paragraphen  werden  wir  die  Ellipse  auf  einen 
Kreis  abbilden,  womit  also  gleichzeitig  die  Aufgabe  gelöst  wird,  «non 
Halbkreis  auf  den  ganzen  Kreis  äquivalent  abzubilden.  Denn  wenn 
eine  von  zwei  äquivalenten  Abbildungen  einer  dritten  äqui- 
valent ist,  so  sind  sie  unter  sich  äquivalent. 

§  Ö.  Das  unter  g  4  angeführte  Beispiel  kann  als  specieller  Fall 
einer  allgemeineren  Abhildnngs weise  betrachtet  werden. 

Es  lässt  sich  nämlich  vermittelst  der  Abbildung  durch  Verschiebung 
paralleler  Streifen  jede  Figur  mit  beliebiger  Begrenzung  auf  eine  sym- 
metrisch zu  einer  Geraden  liegende  abbilden,  wenn  eine  Richtung  existiit, 
so  dass  alle  zu  derselben  gesogenen  Parallelen  die  Oontonr  nur  in  zwei 
Punkten  schndden. 

Um  dies  zu  Beigen,  wählen  wir  die  y-Axe  parallel  zu  dieser  Rich- 
tung und  bezeichnen  die   zur  Abscisse  x  gehörigen  Ordinalen  der  Be- 
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graDiDngaearr«  dnrch  yi  =  /'i(^),  bes.  ya=/)(ic).  Nun  setseo  wir  F{^) 
=  -  KA«)  +/i(ä)]-     Dann  «t  «lao 

|  =  ;c,     .i  =  y-i[/-,(a) +  /■,(;.)]. 
woraus   hervorgeht,   dass   das    entsprechende  Bild   eine  symmetrisch   znr 
j:-Axe  liegende  Figur  ist,  deren  Begrenznngscnrve  die  Gleichung  hat 

ii'-K(ö-f.(l)]'-  

lu  dem  obigen  Beispiel  ist  /',(ar)  =  0,  /"»(-r)  =  f^'ti'— .T*,  die  Begren- 
aungslinie  der  Bildfigar  hat  daher  die  Gleichung  £* -1-4 17*1=0',  ist  also 
eine  Ellipse. 

§6.  Es  ist  DÜtslich,  einige  Fälle  Xqnivaleater  Abbildung,  bei  der 
möglichst  einfache  Functionen  in  Anwendang  kommen,  nSher  an  be- 
trachten. 

Es  sei 

Diese  den  Bedingungen  der  Aequiralenz  genügenden  Gleichungen  sagen 
ans,  daas  eine  Figur  in  der  Richtung  der  tC-Axe  in  demselben  VerhSlt- 
nisse  sieh  ausdehnt  oder  zusammenzieht,  in  welchem  sie  sich  in  der  Rich- 
tung der  y-Axe  zusammenzieht  oder  ausdehnt.  Diese  Abb ildungs weise 
soll  daher  eine  durch  gleichen  Zug  und  darauf  senkrechten 
Druck  bewirkte  Abbildung  genannt  werden. 

Es  entspricht  hier  jeder  Geraden  wieder  eise  Gerade,  einem  Kegel- 
■ebnitta  wieder  ein  gleichartiger  Kegelschnitt,  ünem  Kreise  also  eine 
Ellipse. 

Dm  eine  Ellipse,  deren  grosse  bnd  kleine  Aie  in  dem  Verhältnisse 
m-.H  stehen,  auf  einen  Kreis  abzubilden,  mfissen  wir  p ^ Vn : m  setzen, 
so  dass  wir  also  fttr  diesen  Fall  die  Relationen  haben 


e  = 


^//^.    V  =  !f/'^ 


Hieraus   und    ans  §  4   ergeben   sich  die  Gleichungen    der   Aequivalenz 
zwischen   einem  Halbkreis  mit  dem  Kadins  a  und  einem  ganzen  Kreise: 

wobei  xy  die  laufenden   Coordinaten   der  Halbkreisfläche ,   |q  die  ent- 
sprechenden der  Kreisfläche  bedeuten. 

§  7.     Setzen  wir  weiter 

I  =  &  +  a  iT  4-  6y,     1?  =  ^0  +  «1  a;  +  6,  y, 
so  finden   wir  durch   Substitution   dieser  Ausdrucke  in  die  Differential- 
gleichung leicht,  dass  diese  Gleichungen  eine  äquivalente  Abbildung  be- 
deuten, wenn    die    CoeWcienten    a,    A,   a,,    ft,    der   Bedingung   gentigen 
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D«  die  Abbitdnog  {  —  Sq  =  f,  i  —  n"  ■=  l'  offenbar  nur  eine  Ver- 
ediiebnng  des  Bildes  ofane  ionera  Vertindemng  bewirkt,  eo  kann  waq  die 
OleicbüDgen 

eis  die  allgemeinste,  eine  Xqaivalente  Abbildung  vermittelnde  lineare  Snb- 
atitntion  betrachten,  yoTansgesetzt,  dase  (lb^-~ba^=l  ist. 

Die  Bedeutung  dieser  Abbüdang  Iksat  sich  in  folgender  Wei^e 
erkennen. 

Wir  boEiehen  die  Pankte  der  ary-Bbene  anf  andere  Axen,  die  eh 
den   nraprtingUGheD   unter   einem  Winkel  er  geneigt  sind,    doroh  die  B«- 

lationen  ,  ,  .  .  .       .     , 

x^xcos«  —  f/  Kita,    y'=atttni-i-ycota. 

Ea  ict  daoa 

^  =  x'  {acostt^  biina)   +y'  {b  cos u~  a  Sinti), 
1)^  x' {a^  cosa  -i-  bi  sina)  ^^-  y' (b^  cosa  —  a^  sina), 

Den-Winkel  a    bestimmen   wir  darch  die  Gleichung  bcosa—  asina^O, 

woraus  sich  ergiebt  igas=l>:a.    Mit  BerQcksicbtignng  derBeziehang  ab^ 

—  *o,=>l  ist  alu 

Nnn  bilden  wir  die  Figur  in  der  arV-Ebene  durch  gleichen  Zug  und 
Druck  anf  ^ne  andere  ab,  indem  wir  setzen 

Dadurch  nehmen  die  Ausdrücke  für  {  und  t/  die  Form  an 

fi  =  a:.    f,  =  ''      „,^ts    +y  =y+    ,,,^^,    l 
Daraus  ersehen  wir,  dass  die  dnroh  die  lineare  Substitution 

i=  ax  +  by,  ri  =  a^x  +  biy 
bewirkte  Äquivalente  Abbildung  sich  ans  iwei  bereits  erwähnten  Abbil- 
dungsacten  zusammensetat,  nämlich  aus  einer  durch  gleichen  Zag  nnd 
darauf  senkrechten  Druck  berrorgeb rächten ,  in  den  dnrcb  die  Oleieh- 
nngen  lga^  +  b:a  bestimmten  Richtungen  und  aus  einer  Abbildung  durch 
Verschiebung  paralleler  Streifen  in  der  durch  die  Oleichnng  tga  =  —  b;a 
bestimmten  Richtung. 

§  8.  Als  Beispiel  hierzu  wollen  wir  die  Aufgabe  behandeln ,  ein 
Dreieck  auf  ein  anderes  ftquivalent  abzubilden,  dessen  Wickel  gegeben 
sind.     (Fig.  2.) 

Es  tat  ABC  das  gegebene  Dreieck,  A  der  Anfangspunkt  eines  recht- 
winkligen Ooordinatensystems,  dessen  d:-Aze  auf  BC  senkrecht  steh»; 
AB  bilde  mit  der  positiven  Richtung  der  a;-Axe  den  Winkel  v  und  AC 
den  Winkel  n.     Die  vorgegebenen  Winkel  des  Bilddrdeeks  seien  ^,  ß,  y. 
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Wir  bildeo  xnerst  du  gegebene  Dreieck  JBC  amf  ein  ftnderee  AB'O' 
&b,  und  zwar  so,  ättu  SC  und  B^C  der  Richtnng  nach  RnMmmen fallen 
■Bd  du  Bild  Ton  JB,  nlmliob  ^ß",  mit  der  positiven  Richtung  ron  BC 
den  Winkel  ß  eintobliesst.  Diea  erreichen  wir  rennittelst  einer  Abbil- 
dung durch  VerMbiebong  paralleler  Streifen  dareb  die  Snbatitntion 

x'=x,     y'==i/  —  {tgu  +  cotgß)x. 
Nnn   bilden  wir  das   io  erhaltene  Dreieck  AB'C'  in  der  Weite  aaf  ein 
drittes  ab,  daas  der  Winkel  ß  nngeXndert  bleibt,  wührend  die  Bilder  von 
JE^  nnd  JC  «inen  Torgegebenen  Winkel  a  ei nschli essen.     Eine  Bolebe 
AbbUdang  wird  vermittelt  dnrch  die  Relationen 

wenn  die  Grössen  a  und  o,  den  Bedingungen  unterworfen  werden 

i_Ä MUß,     «^^  »'-'?■■-■■» 

Daraus  ergeben  sich  fUr  a  nnd  Qi  die  Wertbe 


¥: 


Subelituiren  wir  diese  Ausdrucke  in  die  Oleicbungen 

80   erhalten   wir  die  Relationen,   welche  die  gestellten  Bedingungen  ec- 
ftOlen. 


1  =  («S 


§  9.     Es  sei  jetzt 


CoMl. 


Dieser  Ausdruck  nimmt  eine  einfachere  Form  an,  wenn  wir  in  der  xff- 
Ebene  die  Gerade  ax-}-by-\'C  =  0  anr  ar-Axe  machen,  also  eine  Drehung 

um  den  Winkel  arcUmg—  vornehmen  und  dann  die  aiu«  y-Axe  um  die 

Strecke  e:ya*-i-li*  verschieben.  Da  dnrch  diese  Drehung  und  Verschie- 
bnng  in  der  Bildebene  keine  innere  Verändemng  bewirkt  wird,  so  bedeutet 
die  obige  Substitution  ihrem  Wesen  nach  dasselbe,  was  die  folgende  be- 
dentet :  p 

Beschränken  vrir  uns  also  auf  diese  letztere  Forte,  so  erhalten  wir  fttr  ^, 
von  der  willkttrliehen  Verschiebungsfunction  abgesehen, 


Bei  dieaw  Subatitntion  bildet  sich  die  x-Axe  auf  die  |-Axe  ab,  Wkhrend 
der  y-Ase  der  nnendlieh  ferne  Punkt  der  t-Aze  entspricht;  eine  in  dem 
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Äbetand«  c  cor  y^Axe  gezogene  ParaUele  bildet  eich  wieder  «nf  eine  zttr 
ij-Axa  pftnllele  Gerade  |  =  p:c  ab,  eine  Parallele  eut  x-Axe  y=ö  da- 
gegen aaf  die  Carre  ti^^  —  pb.  Dem  von  den  Axen  nnd  den  Geraden 
xsaa^,  |r  =  b,  gebildeten  Becbteck  entspricht  also  in  der  Bildebene  ein 
ins  Unendliebe  sich  erstrecken  des  FläcbenetUck ,  das  begrenzt  ist  von  der 
I-Axe,  der  Geraden  £=p:<ri  und  der  der  £-Axe  asymptotisch  sich 
n&herodea  Cnrve  fil*=  — pfri>     Der  Inhalt  dieses  FUchensttickes  ist  also 

P.O, 

^  —  j {pb^:p)di<=i<tib^,  also  in  der  That  gleich  dem  Inhalt  des  Bechtecks. 
§  10.     Wir  wühlen  nnn  ßli  {  die  Substitution 

Auch  dieser  Ausdruck  ISsst  eich  dnrch  passende  Drehnng  and  Yerschie- 
bang  der  Coordinatenaxen  auf  einen  einfacheren,  dem  Wesen  nach  mit 
ihm  gleichbedeutenden  cednciren. 

ICaehen  wir  zunKcbst  die  Gerade  fto+6i*+*(jf  =  0  zur  y-Axe,  so 
nimmt  I  die  Form  an 

a'q  +  a>'  +  g',y'_ffl'(.  +  a>'      ^, 

y  y-       "^    »'  . 

daher 


L 


Verschieben  wir  nnn  noch  die  y'-Axe  nm  die  Strecke  a\:(i\^  indem  wir 
setzen 


Die  8ui)stitution 


kaon  also  als  die  allgemeinste  derartige  Substitution  betrachtet  werden. 
Die  Integral  gleich  nng  ergiebt  dann  fUr  ij  den  Werth 


wenn  wir  die  witlkllrlicbe  VerschiebnngsfuuctiuD  ansser  Acht  lassen. 

Da  hier  jeder  zur  «■  Axe  parallelen  Geraden  wieder  eine  zur  |- Axe 
parallele  Gerade  entspricht,  jeder  durch  den  Anfangspunkt  gebenden  ge- 
raden Linie  aber  eine  Parallele  sur  17-Axe,  so  können  wir  vermittelst 
dieser  ^nbstitution  ein  Dreieck  anf  ein  Parallelogramm  abbilden.  Dabei 
entspricht  aber  ein   Eckpunkt   des  Dreiecks,   uSmIich  der  Coordinaten- 
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iDfuigspnokt,  einer  Seite  de«  Kechtecks,  wodurch  die  Bildfignr  sehr  ver- 
sent  wird. 

§11.  Um  Dtm  die  priacipielle  Frage  zn  erledigen,  inwieweit  die 
iquivalente  Abbildang  dadurch  beBtimmt  werden  könne,  dass  wir  ge- 
gebene Contouren  einander  entsprechen  lassen,  natersuchen  wir  zuerst, 
in  weleher  Weiae  ein  Kreis  auf  sieb  selbst  Squivalent  abgebildet  weiden 
kann,  ebne  dass  der  Rand  verschoben  wird. 

Zn   diesem  Zwecke  führen  wir  statt  der  rechtwinkligen  Coordinateu 
PoUrcoordinaten   ein.     Bezeichnen  wir  mit  ^rp  die  Folareoordinaten  in 
der  einen  Ebene,  mit  r^  die  entsprechenden  in  der  andern,  so  lautet 
die  Differentialgleichung  der  Aeqnivalenz: 
„  dr  d»        »9  dr 

dfi  cip        8^  of 
worau  sieh  die  Integralgleiofanogen  ergeben: 


D)  »-=^(0,^),     Ö 


Dabei  mttsBen  die  Grössen  f  nnd  — ,    die  unter  dem  Integralsnoben 

stehen,  in  Function  von  r  und  ^  ausgedruckt  werden. 

§  12.  Die  Function  ¥(r)  ist  wieder  eine  ganz  willktttliche  Func- 
tion von  r,  Ihre  geometrische  Bedeutong  ist  der  der  Funcäon  FIX)  in 
den  GlMcbungen  B)  analog.     Denn  setzen  wir 

r  =  p,  also  &=j(l<p  +  -<P{r)^g>+W{r), 

so  sehen  wir,  dass  jeder  Punkt,  der  auf  einem  bestimmten,  im  Anfangs- 
paukte  centriscben  Kreise  liegt,  auf  diesem  Kreise  um  eine  Strecke 
verschoben  wird,  die  eine  Function  des  Badius  diese«  Kreises  ist.  Ein 
unendlich  schmaler  Kreisring,  dessen  Centrum  der  Anfangspunkt  ist, 
eiBcheint  also  in  dem  Bilde  in  Bezug  auf  die  relative  Lage  seiner  inne- 
ren Pankte  vSllig  nnver&ndert,  aber  um  einen  bestimmten  Winkel  ge- 
dreht. Die  Function  'V{r)  bedeutet  also  hier  eine  Drehung  concentriscber 
Kiwsriage.  Deshalb  kann  diese  Beziehung  eine  Abbildung  durch 
Drehung  concentrischer  Streifen  genannt  werden. 

Da  es  nun  anendlich  viele  Functionen  ^(r)  giebt,  die  fUr  einen 
beatimmten  Wertb  von  r  einander  gleich,  z.  B.  =0  sind,  so  leuchtet  un- 
mittelbar ein ,  dass  sich  ein  Kreis  auf  unendlich  viele  Arten  auf  sich  selbst 
äquivalent  abbilden  lässt,  ohne  dass  der  Rand  seine  Lage  ftndert.  Selbst 
wenn  wir  festsetzen,  es  sollen  mehrere  Radien  sich  selbst  entsprechen, 
ist  die  Aufgabe  noch  unendlich  vieldeutig,  da  jeder  beliebige  Kreis  inner- 
halb der  gegebenen  Kreisfläche,  der  keinen  Jener  Radien  schneidet,  wieder 
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anf  anendlich  viele  Arten  auf  sich  aelbat  abgebildet  werden  kann,  ohne 
dass  sieb  die  übrigen  Tbeile  nnd  der  Band  verscbieben. 

Üarans  folgt,  daae  die  Aufgabe,  eine  Fignr  anf  eine  andere  in  der 
Weise  äquivalent  abzubilden,  dass  die  Begrenzangscnrven  einander  ent- 
sprechen ,  eine  unendliche  Anzahl  von  Lösungen  snlSsst. 

§  18.     Eine  der  einfachsten  Substituttonen  ftlr  Polareoordinaten  ist 
r  =  geosq),     9  =  lgip. 
Geben   wir  zu  rechtwinkligen  Cuordinaten  znrtick,  so  haben  wir  au  die 
Stelle  dieser  Oleichnngen  zu  setzen 

I  =  X  c«j  — ,     ij  =  xsin—. 

Hierbei  bildet  sieb  jede  znr  y-Axe  parallele  Gerade  auf  einen  Kreis  ab, 
dessen  Radius  gleich  dem  Abstände  der  Geraden  von  der  y-Aze  ist, 
wShrend  jeder  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  Geraden  wieder  eine 
durch  den  Anfangspunkt  gehende  Gerade  entspricht;  der  :i:-Axe  entspricht 
die  |-Axe,  der  y-Axe  der  Nullpunkt.  Ferner  sehen  wir,  dass  jede  Ge- 
rade, welche  mit  der  positiven  Ricbtnng  der  x-Axe  einen  Winkel  bildet, 
dessen  trigonometrische  Tangeute  ein  Mnltiplnm  von  2;c  ist,  sich  auf  die 
positive  Richtung  der  x-Axe  abbildet.  Der  ganze  FlKcfaenranta  Bwiadien 
der  jr-Axe  und  der  in  dem  Abstände  a  zu  derselben  gezogenen  Parsl< 
Ifllen  bildet  sich  also  unendlich  oft  auf  den  Kreis  mit  dem  Radius  a  ab. 

Einem  Faralleltrapez,  das  von  den  Geraden  xs^a^,  x=^a^,  y^^m^x, 
y  =3 nijX  gebildet  wird,  entspricht  das  von  den  Kreisen  rtsOj,  rsa,  nnd 
den  Geraden  tf^E'^'n,,  if^lt^Rij  begrenzte  FlKehenstttek.  Ist  «i^O, 
SD  geht  das  Faralleltrapez  in  ein  Dreieck  Über  und  das  entsprechende 
Bild  ist  ein  Kreissector.  Damit  sind  wir  also  in  den  Stand  gesetzt,  ein 
Dreieck  auf  einen  Kreissector  äquivalent  abzubilden. 

g  34.  Es  ist  nnn  leicht,  die  Aufgabe  dahin  zu  erweitern,  ein  Dreieck 
auf  einen  Kreissector  abzubilden,  der  zu  einem  gegebenen  Centriwiukel 
2fl :  n  gebtirt. 

Wir  setzen  das  gegebene  Dreieck  als  ein  rechtwinkliges  voraus,  wu 
wir,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  tbnn  dürfen,  da  sich  nach 
§  8  jedes  Dreieck  leicht  auf  ein  rechtwinkliges  äquivalent  abbilden  lässt. 

Es  sei  der  der  Kathete  a  gegenüberliegende  Eckpunkt  der  Anfangs» 
punkt  des  Coordinatens^tems,  dessen  x-Axe  mit  der  Kathete  6  der 
lUchtuug  nach  zusammenfalle. 

Wir  bilden  nnn  das  gegebene  Dreieck  zuerst  anf  ein  anderes  recht- 
winkliges ab,  in  welcbem  die  a  nnd  6  entsprechende  Katbeten  ^2o6n:n 
bez.  J^o6w:2«  sind,  vermitteUt  der  Relationen 


"'V-^-i'  y-y'Vi-n-s-     Google 
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Dieses  zweite  Dreieck  bildet  eicb  auf  einen  Kieiisector  ab  mit  dem  voi- 

geecbriebenen  Centriwinkel  und  dem  Radius  yabn-.in   doroh   die^Sab- 

stitntioD 

h        -       y'  '  ■   U 

g  ^  a:  cos  -^ ,     t)  =  IE  SIR  ■^. 

Die  Glüchnngen  der  Äequivclenz  ziriscben  dem  nnprBn^Hcben  Dreieck 

und  dem  KreiMeetor,  dessen  Gentriirinkel  =  2A:n  ist,  sind  also 

,/n      a         y  "In   b  ,/"^      l    .    y   2«:  b 

i  =  x  1/  ir~.  —  cos ,     ri=x  1/  jr-.-rim—- . 

■         r     %n    b         X    H     a'       '         f     In    b        X    n     a 

&  16.  Setzen  wir  in  diesen  Gleichungen  n  =  2,  so  sind  damit  Be- 
ziebnngen  gefunden,  welcbe  das  gegebene  Dreieck  auf  eiuen  Halbkreis 
mit  dem  Radius  yab:«  Squivalent  abbilden.     Diese  sind  also 

|  =  a;X/  —cos-  — ,     n  =  xl/  — «tn-^  — . 
r     bn        ata''  f     hn       »    a 

D«  vir  ntlD  diesen  Halbkreis  nach  §  6  auf  einen  ganzen  Kreis  abbi!|!en 

können,  so  Sind  wir  nun  aneh  im  Btands,  das  Dreieck  auf  den  ganzen 

Kreis  äquivalent  afflRibilden,  und  zwar  durch  die  Relationen 

y  bn 

513  "'JT' 


"Vi  

,/2a    .   y  bn      -,/i''  ,    o  -  tf  *« 

Bei  dieser  Sobstitation  entspricht  den  vom  Anfangspunkt«  nach  der 
g^enliberliege&den  S«te  a  gezogenen  Geraden  y  =  MX  eine  Schaar  von 
symmetrisch  an  der  i-Axe  liegenden  Ellipaenhngen 

die  EUipsea  angehören,  welche  alle  ihr  Centmm  im  Mittelpunkte  des 
Kreises  haben ,  durch  die  Endpunkte  des  Durchmessers  $  =  0  hindurch- 
gehen und  die  beiden  za  diesem  Durchmesser  parallelen  Tangenten  be- 
rtthren. 

Unter  diesen  tniipeenbogen  sind  als  specielle  Fülle  enthalten:  die 
beiden  nnter  der  g-Axe  liegenden  Kreisbogen quadranten  als  Bilder  der 
Kathete  b  und  der  Hypotenuse  c  und  der  Durchmesser  £  «=  0  als  Bild  der 
HalbiruDgstransve realen  der  Kathete  a.  Diese  Kathete  bildet  sich  auf 
den  über  der  £-Axe  liegenden  Halbkreis  ab. 

(In  Fig-  3  sind  zwei  solche  Gllipsenbogeu  in  die  Kreisfläche  ein- 
gezeichnet, jf If  und  A'E\  welcbe  den  Geraden  AD  und  AE  in  dem 
Dreieck  entsprechen.) 

Einem  Kreise  j*-f-V  =  f'  innerhalb  der  Kreisfläche  entspricht  in  dem 
Dreieck  die  transcendente  Curve  >- ' 
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in  welcher  die  Seiten  des  Dreiecka  Datflrlich  als  apecielle  FSlle  enthalten 
sind.  Dem  Mittelpankte  der  Kreise«  entspricht  die  Hitte  der  von  dem 
Eckpunkte  ^  dnrch  den  Schwerpunkt  gesogeneu  Geraden  AM.  Die  Ge- 
rade x  =  q  bildet  sich  ab  auf  die  algebraische  Cnrre  vierten  Grades 

die  rtiT  q  =  b  in  den  Kreis  tibergeht.  0 

§  16.     Will  man  ein  Parallelogramm  oder  ein  Rechteck,  in  welches 

das  Parallelogramm  dnrch  Verschiebung  leicht  Ohergeftlhrt  wird,  auf  den 

Kreis    abbilden,   so    kann  mau    dasn   die.Lambert'sche  Projection    der 

Halbknge1oberfiih:he   auf  ein  Rechteck   benutzen.     Diese  kartographische 

Projectionsmethode  bildet  nämlich  die  Halbkngeloberfiäche  auf  ein  Rechteck 

mit  den  Seiten  g  und  h  äquivalent  ab  dnrch  die  Snbstitationen 

'  ^  ,  P    •  • 

x^  —  X,     y  =  —  3mip, 

wobei  q>  und  k  Breite  und  LSnge  eines  KugeloberflKchenpunkteB  bezeich- 
neu.  Der  Aequatoi  und  der  Anfangsmeridian  entsprechen  dabei  den 
durch  den  Mittelpunkt  des  Rechtecks  gehenden,  eu  den  Seiten  parallelen 
Coordinatenaxen . 

Nun  können  wir  diese  HalbkugeloberflKcbe  aber  anch  auf  einen  Krda 
iqnivalent  abbilden,  so  dass  ebenfalls  der  Aequator  und  der  erste  He- 
ndian  sich  auf  die  Axen  projiciren,  und  zwar  durch  die  Gleichungen 

|  =  COJü)S(«AX'    — -,      n  =  Wnm  7/—  -— r. 

r      it    1+cosipcosl        '  f      n    1  +  cotipcosX 

Lassen   wir  jetzt  das  Hittelglied  fort,   so  erbalten  wir  als  Bedingangea 

der  Aeqnivalenz  Ewischen  Rechteck  und  Kreis  die  Gleichungen 

j-„>,^--./i —  ''-■"'' 


f^- 


+  cos^ayi^- 


1/         h  +  cos  —  n] 


Bei    dieser  Abbildung    entsprechen    den  beiden   Geraden  y  =  +  \/t   die 
SchniUpaukte  der  q-Axe  mit  der  Kreisperipherie. 

§  17.  Zu  einer  andern  Abhildang  des  Rechtecks  auf  den  Kreis,  bei 
welcher  nur  eine  Seite  in  einen  Punkt  zusammengezogen  wird,  gelangen 
wir  in  folgender  Wei^e.  i.  < 
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WXblen  wir  die  Seiten  g  and  A  des  Becht«ek§  zu  den  Axen,  lo  bil- 
det eich  duaelbe  nacb  $  10  durch  die  SubstitaUcaen  x'=  yG,  ]/'=  tg  Yx 
Bo  ftof  ein  recbtwinkligea  Dreieck  mit  den  Eatbeten  ^9  ""^  ^^Vs  *^i 
dan  die  y-Axe  dem  MnUpnnkte  entspricht,  also  nach  §  15  anf  einen 
Kreis  durch  die  Relationen 

i  =  l/  —  .cof'-j-.     n  =  ^l/  —  "^i — V eo^^. 

r      n  h  r      n         n       r      n       H  h 

Dftbei  bildet  sieb  der  Kreis  i'  +  Tl'^p'  ab  anf  die  transcendente  Cnrre 

\  «  h        n/  n  h  \n        n  h/' 

welche  fKr  7^= —  die  Seiten  des  Becbtecks  darstellt.    Der  Geraden  y=& 
entspricht,  so  lange  x<gse(^{bn:h),  ein  ElÜpeenbogen 

wShrend  der  Geraden  d)  ^  n  die  Cnrre  vierten  Grades  entspricht 

Weiter  unten  «erden  wir  noch  ein  Verrahren  angeben,  vna  ein  Rechteck 
durch  eine  analytische  Fonetion  anf  einen  Kreis  äquivalent  abzabil- 
den,  ohne  daaa  dabei  eine  Seite  des  Rechtecks  einem  Punkte  auf  der 
Peripherie  des  Kreises  entspricht. 

§  18.  Wir  gehen  nun  zu  einer  allgemeineren  Abbildnngsmethode 
über,  nach  welcher  beliebige  Figuren,  die  beEÜglicb  ihrer  Begrenzung 
gewisse  Bedingungen  erfüllen,  anf  den  Kieis  äquivalent  abgebildet  wer- 
den känneu. 

Jede  Fignr,  deren  Begrenzungscnrve  von  einem  beliebigen  Strahle 
irgend  eines  ParallelBtrablenbÜBebels  nur  in  zwei  Punkten  getroiFen  wird, 
llUst  sich  anf  ein  Rechteck  Xquivalent  abbilden. 

Denn  bilden  wir  diese  Fignr  nach  §  &  zunächst  anf  eine  zur  a;-Axe 
symmetrisch  liegende  ab,  deren  Begrenzungacurve  die  Gleichung  habe 
Jfc=  +  /'(a:),  und  setzen  nun 
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i-„y>(.,.«,  ,=^^-^^, 


wobei  a  eine  beliebige  Cousttinte  bedeutet,  so  entapricht  dem  Uher  der 
X  -  Axe  liegenden  Tbeile  der  Begrenznngalinie  die  Gerade  «]  =  1 :  a, 
dem  unteren  Tbeile  die  Gerade  )j  =  — lia,  während  das  Bild  einer  znr 
y-Axe  parallelen  Geraden  eine  zur  f)-Axe  parallele  Gerade  ist.  Auf 
dien  Weise  bildet  sieb  die  ganze  Figur  auf  ein  Rechteck  ab;  dabei  ent- 


Ueber  Xqaiyfllent«  Abbildung. 


spnecben  in  AUgdmeioMi  >  veto  nämlieb  du  obzitbildend«  Elban^stück 
nacb  der  einen  Ricbtong  hin  niebt  von  zwei  zor  y- Axe  parallelen  Linien 
begrenzt  ist,  zwei  Punkte,  nnd  zwar  diejenigen,  in  welchen  die  Contonr 
von  der  iT-Axe  getroffen  wird  je  einer  Seite  des  Rechteck^. 

Eine  Figar  Ton  der  genannten  Eigenschaft  bildet  sicüb  also  anf  ein 
Rechteck  ab  dnrcb  die  SnbBtitntion 

0 
wobei  fiiic)  and  TiC^)  die  gleiche  Bedeutung  haben  wie  in  §  5. 

§  19.  Die  Aufgabe,  eine  solche  Figur  anf  den  Kreis  äqniTalent 
^Mubilden,  ist  also  darauf  zurück gefUi rt ,  ein  Rechteck  in  der  Weise  auf 
einen  Kreis  abzubilden,  dass  zwei  gegenttberliegende  Seiten  zwei  diame- 
tral gegenabwliegenden  Punkten  der  Kreisperipherie  entsprechen.  Letz- 
tere Aufgabe  haben  wir  in  §  16  bereits  gelfist.  Ist  F  der  Flächeninhalt 
des  abzubildenden  EbeaenstUokes,  so  gelangen  wir  durch  Verbindung  der 
dort  entwickelten  Formeln  Mit  denen  des  §  18  zn  den  Relationen 


t=^f/^ /(/,{')  -  U")]  ■":. 


N=F+cos^ 

und  die  y-Axe  so  gewKhIt  ist,  dass  dieselbe  das  Ebenenstück  in  swei 
gleiche  Theile  tbeilt. 

§  30.  Wir  können  indess  auch  noch  andere  Beaiehnngen  aufstellen, 
welche  den  Bedingungen  dieser  Aufgabe  entspTAchen.  Wir  bilden  nftm- 
lich  den  Kreis  nach  der  in  §  IS  angegebenen  Methode  auf  ein  Rechteck 
ab  durch  die  Sniwtitutionen 

£  


wobei  wir  jetzt  mit  xj/  die  Coordlnaten  des  Rechtecks,  mit  {q  die  ent- 
sprechenden tier  KreisflKcbe  besniobneii. 


Von    FSZ.    8  CH  KI.  LH  AU  HER. 

Hienuf  biKten  wir  dl*  gagebene  Figar  nacb  denelben  Metboile  auf 
das  Becbteck  ab  dnrch  die  Gleicttii>cen 

0 
Die  Gleichsetznng   der  Weithe   von   x'  resp.   von  y    Kefert  nna  du 
geirOnichteD  Belationfln 

0 

1  a»-/'iW-/iM 

/■.W-/iW    ■ 
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Dabei  ist  die  y-Axe  wieder  so  gewSblt,  dass  dieselbe  die  gegebene  Fignr 
in  zwei  gleiche  Theile  theilt. 

Uie  erste  der  beiden  letzten  Gleichnngen  kOnnen  wir  auf  die  Fonn 
bringen 

tin%x-\-%%  =  n  sintf. 
Dabei  bSngen    i  nnd   qn  mit  den  OrÖBSou  |  nnd  x  zntaminen  dnrcfa  die 
Belationen 


*=-»/l./t^- 


Die  Qleicbnng  jtR2x  +  22  =  »sm9>  kommt  aacb  in  der  Kartographie 
Tor,  nnd  es  giebt  Tabellen,  welche  für  bestimmte,  in  gewissen  Interval- 
len   fortschreitende  Werthe  von    91    die  zugehörigen   Werthe  von   %   ent- 
*  halten.     Han  kann  daher  diese  Tabellen  auch  in  unserem  Falle  anr  Be- 
rechnung der  Werthe  von  %  ans  den  gegebenen  von  9)  benutzen. 

§  21.  Hit  Hilfe  der  bisher  gewonnenen  Besnltate  gelingt  es  nuD 
ancb,  durch  eine  analytische  Function  ein  Bechteck  auf  einen  Kieis 
Iquivalent  abzubilden,  ohne  dass  dabei  eine  Seite  in  einen  Punkt  zu- 
sammengezogen wird. 

Wir  bilden  uKmlicb  nach  §  17  das  Bechteck  zuerst  so  auf  den  Kreis 
.ab,  dass  eine  Seite  einem  Punkte  der  Kreis  peripher  ie  entspricht;  dann 
setaen  wir  vermittelst  der  in  §  IS  angegebenen  Substitutionen  diese 
KreisflSche  mit  einem  rechtwinkligen  Dreieck  in  eine  solche  Beziehung, 
dasa  dieser  Funkt  als  das  Bild  einer  Seite  des  Dreiecks  erscheint.  Auf 
diese  Weise  haben  wir  also  das  Bechteck  auf  ein  Dreieck  Squivalent 
abgebildet,  ohne  daaa  eine  Seite  des  Bechtecks  einem  Eckpunkte  des 
Dreiecks  entspricht,  nnd  unsere  Aufgabe  ist  auf  die  in  §  18  gelöste  Ab- 
bildnngsanfgabe  zurückgeführt.  ^, 


34        Ueber  iqniralente  Abbildung.     Von  Frz.  Scbellhahugk. 

Wählen  wir  die  Seiten  g  nnd  k  des  Rechtecks  vieder  zs  deo  Axen, 
so  liefert  uns  die  «ngegebene  Methode  die  Beziehungen 

,  =  -i*f(*-+i)+i/*'|(4-+i)  +  ^+5i^, 

wobei  rar  Abkürzung  gesetzt  ist 
■m/öTh      yn 


Hierbei  entspricht  der  Geraden  V  =  ä-  die  |-Axe,   der  Geraden  a"  =  ^ 
dagegen  eine  tianscendente  Curve. 

Freihurg  i.  B.,  im  Juli  187i7.  Fbz.  ScBBLt.HAmten. 
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Zur  synthetlichen  Behandlung  der  ebenen  Ctairen 
vierter  Ordnung. 


MlLENOWBKl , 


NBcbdem  ich  eiuige  HanpteigenBchaflen  der  ebenen  Curren  dritter 
Ordnnng  anf  B^nthetischem  Wege  abgeleitet  habe  (vergl.  diese  Zeitschr. 
Jahrg.  1876),  versncfae  ich  im  Folgenden,  daBsfilbe  tüi  die  Cnrven  vierter 
Ordnung  an  thnn.  Es  kam  mir  darauf  as,  mit  alleiniger  Hilfe  der 
8tein«r'8Ghen  Principien  nnd  ohne  Benatznng  des  Oteichheitizeichena 
folgende  SItse  abztileiten: 

1.  Ist  eine  CnrTe  vierter  Ordnung  dnrch  zwei  projecti- 
▼  isch«  Kegelsohnittbaschel  erzengt,  so  kann  eie  anf  nnzkh- 
lige  Arten  durch  zwei  solche  BUschel  ersengt  werden.  Die 
■Snmtlichen  Grondpnnkte  des  einen  Bilschels  nnd  einer  de« 
andern  kflnnen  beliebig  aafderCnrTe  angenommen  werden. 

2.  Ist  eine  Curve  vierter  Ordnung  dnrch  zwei  projecti- 
viaeh«  Bflacbel  erster  und  dritter  Ordnung  erzeugt,  so  kann 
sie  anf  nnaühlige  Arten  dnrch  zwei  solche  Bflechel  erzengt 
werden.  Der  Ornndpunkt  des  Bfischels  erster  Ordnung  und 
seoha  Ornndpnnkte  des  Bfischels  dritter  Ordnung  sind  be- 
liebig anf  der  Cnrve  zu  wählen. 

3.  Eine  Cnrve  vierter  Ordnung,  welche  dnrch  zwei  pro- 
jeetiviache  Bttsehel  zweiter  Ordnung  erzeugt  ist,  kann  auch 
durch  zwei  projeetiviscKe  Büschel  erater  und  dritter  Ord- 
nung ersengt  werden. 

4.  Alle  (anf  eine  der  genannten  Arten)  erzeugten  Cnrven 
vierter  Ordnung,  welche  13  Punkte  gemeinachaftlich  haben, 
geben  anaaerdem  noch  dnrch  dieselben  drei  Punkte.  ' 

ZaItHkim  r.  MatlMBMik  B.  Fbn<k.  XXUi,  z  '^ 
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5.  Eine  Garve  vierter  Ordnung  iat  dnrch  14  Punkte  be- 
stimmt. 

In  einer  im  Jahre  1S68  mit  dem  Steiner'scben  Preise  gekrönten 
Abhandinng  „Ueber  geometrische  Aufgaben  dritten  und  vierten  Grades" 
von  Kortnm  sagt  der  Verfasser,  daaa  ihm  von  diesen  Sätzen  keine  stich- 
haltigen geometrischen  Beweise  bekannt  vSren  nnd  dass  der  strenge  Be- 
weis derselben  eine  vollständige  geometrische  Theorie  der  Cnrven  vierter 
Ordnung  involvirt. 

Wie  ich  hoffe,  iat  es  mir  gelungen,  nicht  nur  diese  SXtae,  sondern 
auch  die  HimptpolareigensehafteB  der.Ourven  vierter  Ordavug  ud  geo- 
metrischem Wege  abzuleiten.  HavptsJkUich  stütze  ich  mich  dabei  auf 
die  Eigenschaften  des  Curvennetses  dritter  Ordnung.  Die  benutzten 
Methoden  lassen  sich  Übrigens  verallgemeinem,  so  dass  die  Eigenschaften 
der  Cnrven  fünfter  Ordnung  ans  denen  der  Cnrven  vierter  Ordnung,  die 
der  Cnrven  sechsler  Ordnung  ans  denen  der  Cnrven  fünfter  Ordnnng 
n.  s.  f.  sich  herleiten  Hessen.  Dadurch  gelang  es,  von  einer  Cnrve  n'" 
Ordnung  folgende  Sätze  zn  beweisen: 

6.  Ist  eine  Curve  n'"  Ordnung  durch  zwei  projectiviscfae 
Bttschel  erster  und  (n  — 1)'"  Ordnung  erseugt,  so  kann  sie 
auf  unzählige  Arten  durch  zwei  solche  Bttschel  oder  auch 
durch  zwei  BUschel  zweiter  nnd  («  —  2)'"  Ordnung  eizengt 
werden.  Jede  so  erzeugte  Cnrve  n'"' Ordnung  wird  von  einer 
Cnrve  dritter  Ordnung  in  3n  Funkten  geschnitten. 

Jede  anf  eine  der  genannten  Arten  erzengta  Cnrve  n'" 
Ordnnng  kann  anf  unzählige  Arten  durch  zwei  projecti- 
vische  Bttschel  dritter  nnd  (n  — 3}  "^Ordnnng  ersengt  werden. 

Die  so  erzeugten  Cnrven  »'"  Ordnaüg  sind  durch  4b(»+3} 
ihrer  Punkte  bestimmt. 

Wenn  man  die  Zahl  der  Punkte  bestimmen  könnte,  in  denen  sieh 
zwei  Cnrven  n'"  und  m"'  Ordnung,  m  >  4,  schneiden,  so  wUrde  sich  der 
letzte  Satz  dahin  verallgemeinem  lassen,  dass  eine  Cnrve  ri^"  Ordnung, 
die  dnrch  zwei  projecti vische  Bttschel  erster  und  (n— l)"'  Ordnnng  er- 
zengt ist,  auch  durch  zwei  projeoti vische  Büschel  m'"  nnd  (ti  — m)"' 
Ordnung  ersengt  werden  kann. 

Nach  der  in  44  angegebenen  Methode,  welche  die  Verallgemeine- 
rung der  von  Kortnm  a.  a.  O.  angewendeten  ist,  lässt  sich  dnrch 
^fl(n  +  3)  gegebene  Punkte  vermittelst  projectivischer  Bttschel 
erster  und  (n  — 1)'"  Ordnung  oder  zweiter  nnd  (n  — 2)'"  Ord- 
nung eine  Cnrve  »'"  Ordnnng  legen.  Könnte  man  dasselbe  ver- 
mittelst zweier  projectivischen  Bttschel  dritter  und  (n  — 3)'"'  Ordnung  thnn, 
SD  wttrde  sich,  wie  in  3&a,  die  Umkehrnng  des  ersten  Theiles  des  in  6 
angegebenen  Satzes  ableiten  lassen.   ' 


Von    UlLIHOWSKI. 


I. 

Allgemeine  Eigeuchaftsn. 

I.  Der  Ort  der  Schnittpnakte  homologer  Blemeote  zweier 
prnjectiTischeaEegelscbntttbüschel  ist  eine  Curve  viertel 
Ordnnng- 
Durch  irgend  einen  Schnittpnnkt  M  zweier  homologen  Kegelschnitte 
lege  mftn  eine  beliebige  Gerade  /  und  verbinde  die  Pnnktpaare  der  bei- 
den iDvolalioneo,  in  denen  I  von  den  beiden  BUscbeln  geüchnilten  wird, 
mit  zwei  Punkten  £  und  @,  die  mit  JH  in  einer  Geraden  liegen,  so  erhält 
man  in  diesen  Pnnkten  zwei  projectiviscbe  Strahleninvolatiooeu,  in  denen 
der  gemeinsame  Strahl  sich  selbst  entspricht.  Wir  bezeichnen  sie  mit 
S(oa,A6,cc, ..  )  und  ©(aajbb, cc,  - ..),  so  dass  aa^  nnd  aa^,  66,  und  6bi, 
cc^  nnd  cc^,  ...  entsprechende  Strahlenp&are  sind.  -le  zwei  beliebige 
Strablenpaare  bestimmen  ein  Vierseit.  Ist  g  eine  beliebige  Gerade  und 
sind  91,*Ö,*6,'. ..  die  Kegelschnitte ,  welche  die  Seiten  je  eines  von  ent- 
sprechenden Strahlenpaaren  gebildeten  Vierseits  und  g  berühren,  so  Ifisst 
sich  zeigen,  dass  alle  diese  Kegelschnitte  eine  Schaar  von  vier  festen 
Tangenten  bilden.  Die  beiden  Kegelschnitte  %*$',  welche  den  Vierseiten 
au, All,,  flb^bb^  eingeschrieben  sind,  h\ben  noch  drei  gemeinschaftliche 
1'angenten  hi/i  nnd  bestimmen  eine'  Kegelschnitt  seh  aar  (^*$*]  von  vier 
gemein Bchaftlichen  Tangenten  ghik  Den  Kegelschnitt  dieser  Schaar, 
welcber  c  berührt,  nennen  wir  6"  nnd  die  zweite  Tangenle,  die  sich 
ansser  c  vun  S  an  C*  ziehen  iKsst,  c,  dann  sind  die  drei  Strahlenpaar« 
aoy  bbj  cc'  in  Invointion  und  es  mnss  c'  mit  q  msammen fallen.  Hieraus 
lüsst  sich  scbliessen,  dass  die  Kegelschnitte  der  Scbaar  (31' 93^)  die 
Strablenpaare  der  Involution  (S)  berühren,  nnd  ebenso  folgt,  dass  sie 
aacb  die  Strahleupaare  von  (@)  berühren  mUesea.  Zn  den  Kegelschnit- 
ten der  Schaar  gehört  anob  deijenige  ®',  welcher  die  Gerade  S@  be- 
rührt. Lassen  wir  jedem  Kegelschnitte  der  Schaar  dasjenige  Strahlen- 
paar  entsprechen,  welches  er  berührt,  so  sind  die  Kegelschnitte  projec- 
tivisch  auf  die  Strahlenpaare  bezogen,  so  dass  also 

S(08,,  (>(.,,  cc^ ss,)/^(a»,  S»,C*,  ..,©*} 

S(aa,-,  6b, ,  c(,,  . . .,  s\i)/\i^',  «',  C* ©») 

ist,  wenn  0...   und  C,*...    diejenigen  Kegelschnitte   der  Schaar  (gfii/i) 
sind,  welche  cc^,  ...  und  cc,,,..  berühren.     Da  aber  {S)Ä(®)  ist,   so 

""• «»«'  (a's'(;'...®')Ä(si's-c,'.,.s-) 

sein  nnd  daher  müssen  C*...  nnd  C^*...  zusammenfallen. 

Die  aeche  Schnittpunkte  {gh),  (lA),  Igh),  (iA),  (gi),  (kh)  sind  die 
Ecken  eines  vollatSndigen  Vierseits  und  die  drei  Geradenpaare ,  welch« 
von  S  und  S  nach  den  drei  Gegenecken  paaren  (^A)  und  (lA),  (gi)  nnd 
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(hk),  (Ai)  und  (gk)  gezogen  werden  können,  sind  drei  Strahlenpaare  der 
Involntionen  Ä(oo,. ..)  und  ®  (aa, .. .);  daher  liegen  diese  Ecken  aar  der 
OrtBcnrve  der  Bchnittpnnkte  dei  homologen  Strablenpaare  der  projectivi- 
schen  Involutionen  (S)  und  (®).  Wir  lassen  die  beliebige  Geiade  g  um 
den  Punkt  [gh)  sieb  drehen,  so  rnnss  anch  der  Punkt  (lAr)  fest  bleiben, 
weil  in  diesen  beiden  Punkten  sich  entsprechende  Strablen  der  IdtoIu- 
tionen  treffen.  Die  Obrigen  vier  H^ken  durchlaufen  die  ganze  Ortscorre, 
i(i  dMs  die  variablen  Strahlen  g,k  und  i,k  entsprechende  Strahlenpaare 
zweier  prnjecti viseben  Involutionen  mit  den  Scheiteln  (gh)  und  (Jk)  bil- 
den; denn  es  sind  Tangenten  an  die  K^elschnitte  einer  Schaar  mit  vier 
festen  Tangenten  nn^aa^  oder  fr&ibbn  -..  und  wir  können  je  zwei  Paare, 
die  denselben  Kegelschnitt  berühren,  einander  zuweisen,  wodurch  eine 
projectivische  Beziehung  hergestellt  ist.  Es  wird  also  die  Ortscurve  aus 
irgend  zwei  Gegenecken  eines  der  erhaltenen  eingeschriebenen  volUtXn- 
digen  Vierseite  durch  zwei  projectiviscfae  Involntionen  projicirt,  und  wenn 
man  irgend  einen  Punkt  mit  den  Gegen  ecken  paaren  dieser  nnendlich 
vielen  eingeschriebenen  vollständigen  Vierseite  verbindet,  so  bilden  die 
Strahlen  eine  qnadratische  Involution,  denn  man  kann  jeden  Punkt  der 
Cnrve  als  eine  Ecke  eines  vollständigen  ihr  ei ngc schrieben en  Vierseita 
aaseben.  Sind  nun  !UQM^M^  irgend  drei  Punkte  der  Ortscurve,  so  werden 
von  ihnen  alle  Punkte  derselben  durch  quadratische  Involntionen  proji- 
cirt, deren  Doppelstrahlen  f>u(*'o,  Fi|f>'ii  F>gf'j  ^^'^  mögen.  Wir  betrachten 
sie  als  Kegelschnitte,  so  bestimmen  sie  ein  Netz,  dessen  Tripelcnrve 
(vergl.  Schroeter,  Steinei's  Vorlesungen)  mit  unserer  Ortscurve  zu- 
sammenfSlU.  Dann  sind  {gh)  und  (ik)  irgend  zwei  Oegenecken  eines 
eingeschriebenen  vollständigen  Vierseits,  so  bilden  l^o{g!i)  und  Illg(ik), 
M^{gh)  und  JVj(tA),  fH^isk)  und  M^i'k)  Strablenpaare  der  Involutionen 
in  Wy,  #, ,  Mf.  Jedes  von  ihnen  wird  durch  die  Doppelstrahlen  fiQ^'o, 
Mif  ■•  f^F*!  harmonisch  getrennt,  so  dass  also  {gh)  und  (t'ft)  conjugirte 
Punkte  in  Bezug  auf  die  drei  Kegelschnitte  (figCo)'  (fi^i)'  (fiCt)  sind. 
Dasselbe  gilt  von  je  zwei  Oegenecken  eines  der  unendlich  vielen  ein- 
geschriebenen Vierseite,  woraus  folgt,  dass  die  Schnittpunkte  b omo- 
loger  Strahlenpaare  derprojectivischen  Involntionen  (S)  und 
(@)  auf  einer  Carve  dritter  Ordnung,  der  Tripelcnrve  des 
durch  (fiQft'd),  (^if*'i),  (fsfi)  constitnirten  Kegelschnittnetzea 
liegen. 

Diese  Cnrve  trifft  die  Gerade  i  in  drei  Punkten,  so  dan  also  auf  l 
vier  Schnittpunkte  homologer  Kegelschnitte  der  im  Satze  genannten  pro- 
jectiviachen  Kegelscbnittbüschel  liegen.  Daraus  folgt  aber,  dass  der  Ort 
aller  Schnittpunkte  solcher  Kegelschnitte  eine  Cnrve  vierter  Ordnung  ist. 
Sie  geht  durch  die  acht  Grundpunkte  der  Büschel  and  hat 
soviel  Doppelpunkte,  als  diese  Büschel  gemeinschaftliehe 
Griindpunkte  haben.  ^. 
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Du  erhaltene  Ee§alUt  giebt  folgenden  Satz: 

2.  Der  Ort  der  Hchnittpnnkte  homologer  Strahlenpaftre 
Eweier  projecti Tischen  Involntionen  ist  eine  Cnrve  drittel 
Ordnang,  wenn  der  gemeinsame  Strahl  sich  selbst  ent- 
spricht, sonst  eine  Catve  vierter  Ordnnng,  welche  die 
beiden  Scheitel  sn  Doppelponkten  hat. 

Wir  nennen  diese  Scheitel  j>  nnd  @  und  legen  dnrch  den  Schnitt- 
ponkt  A  zweier  homologen  Strahlen  zwei  Gerade  g  nnd  g,  so  werden 
diese  von  den  beiden  Strahlen  in  rolntionen  in  zwei  projectiv /sehen  Pnnkt- 
inrolotioDen  geBehnitten,  in  welchen  i  sich  selbst  entspricht.  Daher 
werden  die  Geraden,  welche  homologe  Paukte  verbinden,  von  einer 
Carve  dritter  Classe  eingehüllt,  die  anch  g  nnd  g  zu  Tangenten  hat.  Ds 
diese  durch  sieben  Tangenten  ausser  g  nnd  g  bestimmt  ist,  so  mnss  für 
den  Fall,  dass  der  gemeinssme  Strahl  der  Involntionea  (5)  and  (€)  sich 
nicht  selbst  entspricht,  die  von  diesen  erzeugte  Curve  K^  vierter  Ordnung 
aosser  dnrch  die  Doppelpunkte  S  und  ®  durch  acht  andere  Punkte  voll- 
stSndig  und  eindeutig  bestimmt  sein. 

Ans  dem  Gesagten  ergiebt  sich  leicht  die  Constmction  einer  Gurre 
vierter  Ordnung,  wenn  von  derselben  die  beiden  Doppelpunkte  und  acht 
andere  Ponkte  gegeben  sind-  Wenn  aber  ausser  den  beiden  Doppel- 
punkten S  und  €  nur  noch  sieben  andere  Punkte  A  A^  ...  A^  gegeben 
sind ,  BO  werden  sich  durch  dieselhen  nueudlich  viele  Cnrren  vierter  Ord- 
nung legen  lassen.  Man  ziehe  zu  dem  Zwecke  durch  A  zwei  beliebige 
Gerade  g  nnd  g,  schneide  sie  durch  die  Strahlen  Si^Ay...A^  nnd  @(.4,  ....4,) 
in  Bj...fi,  nnd  iBt...iP„,  siehe  die  Geraden  Ä,©,,  ..,  ÄgÖg,  so  be- 
stimmen diese  mit  g  und  g  eine  Schaar  von  Gurren  dritter  CtasBe,  die 
noeh  eine  neunte  gemeinschaftliche  Tangente  haben ,  welche  g  und  g  in 
ß^  und  S7  schneidet.  Der  Schnittpunkt  der  Geraden  SB^  nnd  @S9,  ist 
ein  allen  Curven  gemeinsamer  Funkt.  Hierans  folgt  fHr  Cnrven ,  welche 
durch  projectivische  Involutionen  erzengt  sind: 

3.  Dnrch  acht  Punkte  Usst  sich  nur  eine  Ourve  vierter  Ord- 
nung legen,  welche  zwei  gegebene  Punkte  zu  Doppcl- 
punkten hat. 

Alle  Curven  vierter  Ordnung,   welche  zwei  gegebene 

Funkte   zu  Doppelpunkten    nnd    sieben  gemeinschaftliche 

Punkte     haben,     schneiden    sich    noch    in    einem    achten 

Funkte. 

Ist  A   irgend  ein  Punkt  von  A*  and   man   dreht  die  erzeugenden 

involutorisehen    Strahl enhüschel    um    S    und    ®    so    weit,    dass  SA    and 

€  J   in    eine  Gerade   insammenfallen ,    so   ist   der  Ort  der  Schnittpunkte 

homologer  Strablespaare  eine  Cnrve  ft*  dritter  Ordnung.     Jedem  Punkte 

der  einen   Cnrve  entspricht  ein  bestimmter  der  andern  und  umgekehrt. 

Anf  A'*    wShlen    wir    zwei    beliebige  Funkte  lUIV,    deren    entsprechende 
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Wt  nnd  %  sein  mögen;  ist  dann  Sß  anf  S^  der  gegenfiberli^ende 
Fnokt  der  Punkte  S'@3)t^Jt.  so  kann  man  sich  &'  ersengt  denken 
dnrch  die  projectivischen  Büschel  (S@ä)i9))  und  ($).  Alle  Elemente 
der  beideu  BUsohel  werden  tob  S  und  ®  dnrch  projectivUche  8tr«hlen- 
bflachel  projicirt;  dreht  man  nun  wieder  die  InvoluUonen  in  S  und  @ 
nnd  Bämintlicbe  ebengenannten  StrablenbUschel  um  5  nnd  ®  so,  dass  die 
in  S@  vereinigten  Strahlen  sich  in  A  schneiden,  so  werden  die  Kegel- 
schnitte des  Büschels  (5@äS<)0  in  die  Kegelschnitte  des  Bttschels  {S®WN) 
und  die  Strahlen  des  BUschels  ($)  in  die  Kegelschnitte  des  Bttsefaels 
(SlS-tP)  sich  verwandeln  nnd  die  projectivischen  Büschel  (S&MK)  und 
(S®aP)  müssen  die  Cnrre  £*  erzeugen.  Da  AMN  heliehige  Punkte 
derselben  sind,  so  Tulgt  der  Sats: 

4.  Die  Curve  A'*,  der  geometrische  Ort  der  homologen  Strah- 
len paare     projecti  vi  scher    InvolutloDen,     kann     auf   un- 
zfthli|;e    Arten    durch    avei    projectivische    Kegelschnitt- 
bttschel  erzengt  werden,    welche  die  Scheitel  der  Inrolu- 
tionen  au  gemeinschaftlichen  Orundpunkten  haben.     Von 
den  anderen   vier  Qrandpunkten   können   drei  auf  A*  be- 
liebig gewählt  werden. 
Die  Htrahlen  <i  und  a,  einet  Strahlenpaans  von  (5)  werden  von  den 
Strahlen  paaren   von  (@)   in   den  Punktpaaren  aweier  projecti  vuchen  In- 
volutionen geschnitten,  in  denen  S  ein  sich  selbst  entsprechender  Punkt 
ist.     Daher  werden  die  Verbindungslinien  homologer  Punktpaare  von  einer 
Curve    dritter  Claase    eingehüllt,    die    aber   in  den    Punkt  ®   und   einen 
Kegelschnitt  [aa^  zerfallt,  welcher  die  Oeradeu  a  und  a^  uud  die  beiden 
Doppelstrahlen  b't"  des  BüBchels  (©)  berührt.     Wählen  wir  66,,  cc,,..., 
80  erhalten  wir  andere  Kegelschnitte  [66,],  [cc,],   ...,  welche  eämmtüch 
b'b"  EU  Tangenten   haben.     Wenn   wir  aber  die  Strablenpnare   von  (@) 
durch  die  von  (S)  schneiden,  so  entstehen  auf  dieselbe  Art  Kegelschnitte 
[aa,],  [bt,],  [cc,],  ...,  welche  die  Doppelstrahlen  dV  von  (S)  berühren. 
Die  Kegelschnitte  [ao,]  und  [aa^  haben  die  Geraden ,  welche  die  Punkte 
(aa)  und    (iiia),   (aa,)  und  {a^a)  verbinden,    zu  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten; die  beiden  anderen  gemeinschaftlichen  Tangenten  sind  die  Ver- 
bindungslinien &'6"  der  Punktpaare  (bV),  (6"*/')  und  (tV),  (bV).     Also 
bilden    alle   Kegelschnitte   [aa,],  [bb^,   ...    eine  Schaar  von  vier  festen 
Tangenten    b'b'd'd"  nnd  alle  Kegelschnitte  [aa,],  [bb,],   .   .   eine  Schaar 
von  vier  festen  Tangeuten  dtf'ifi".     Diese  beiden  Kegelschnittscbaarea 
stehen  aber  in  projectiviecher  Beaiehung,  wenn  wir  je  swei  Kegelschnitte, 
wie  [aa,l  nnd  [la^],    [66,]  und    [bbj],   ...    einander   zuordnen,    und  ihre 
gemeinschaftlichen  Tangenten   werden  daher  von  einer  Curve  }{^  vierter 
Classe  eingehüllt,  welche  d'd"  zu  Doppeltangenten  hat.     Dabei  schnei- 
den sich  die  gemöinschaft liehen  Tangenten  je  zweier  homo- 
logen Kegelschnite  auf  einem  Kegelschnitte  St*.     Es  bilden  die 
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PolarcD  TOB  6  bezBglicb  der  Stnihlenpaare  tod  (®)  aod  die  Polaran  tod 
@  beiBglieb  der  StTAhlen paare  von  {S)  zwei  projectiviflobe  StrafaleobilBohel 
and  diese  ersengen  einen  KegelBOhnitt ,  nnf  dem  lich  die  gemeinschnft- 
licben  Tnngsntea  scbnetden  mttssen.  Denn  nennt  mtn  ■>'  nnd  a  die 
Polaren  von  ®  nnch  (oa,)  nnd  von  5  nach  (aa,),  »o  mtlssen  a'  nnd  a' 
sich  in  dem  Schnittpunkte  der  Diagnoalen  des  Vierseite  Ra,<iai  treffen 
nad  diese  Diagonalen  sind  die  gemeinscbaftliehen  Tangenten  von  [<i<ij] 
nnd  [an,]. 

Wir  gehen  noch  anf  den  Fall  ein,  dass  der  gemeinschaftliche  Strahl 
s  der  beiden  Involutionen  sich  selbst  entspricht.  In  diesem  Falle  sind 
die  Pnnktpaare  S  nnd  (6'd"),  sowie  @  nnd  (i'A")  homologe  Kegelsebnitte 
der  beiden  Schnaren  (d'tf'd'ö")  nnd  (b'b"6'd"),  denn  die  Kegelschnitte 
[>s,]  nnd  [ffi]  degenerireo  in  jene  Pnnktpaare.  Üaher  werden  die  ge> 
neinsehnftlieben  Tangenten  homologer  Kegelschnitte  von  einer  Curve  A'^ 
dritter  Clane  eingehfÜlt.  Sie  schneiden  sich  anf  einer  Geraden  /(,  in 
walebe  der  Kegelschnitt  $P  degeneriren  mnss,  weil  der  gemeinsame  Strahl 
t  gleiehzeitig  Polare  von  S  in  Besng  anf  das  Sttahlenpaar  (sf,),  als  ancli 
von  @  in  Besng  anf  (>*,)  ist  nnd  die  StrableuhUschel,  welche  St*  erzeng- 
ten,  in  perspectivischer  Lage  sich  befinden.  Die  Gegen  ecken  der  durch 
die  Bcbnittpnnkia  homologer  Strahlenpaare  entstandenen  Vierecke  heiseen 
in  unserem  speeielien  Falle  coujngirte  Punkte.  Wir  haben  jetat  fol- 
gendes Beeultat  erhalten: 

5.   Die  Geraden,  welche  die  Schnittpunkte  homologer  Strah- 
lenpaare  zweier  projectiviscben  Involutionen  verbinden, 
haben  alsBnveioppe  eine  Cnrve  vierter  Ciasee  A'f  mit  zwei 
Doppeltangenten     nnd    schneiden    sich    in     den    Punkten 
eines  Kegelschnittes  £*,   welcher  A*^  in  vier  Punkten   be- 
rShrt.     Die  Doppeltangenten  sind  die  Diagonalen  i'6"  Abb 
vonden  beiden  Uoppelstrablenpaaren  gebildeten  Vierecks. 
Entspricht  in   den   projectiviscben  Involutionen   der 
gemeiDEchaftliche  Strahl  sich  selbst,  na  ist  die  Bnveloppe 
der  Diagonalen    der   von  entsprechenden  Strahlenpaaren 
gebildeten  Vierecke  eine  Curve  A',  dritter  Classe,  welche 
^und  d"  zu  Tangenten  hat,  nnd  der  Ort  der  Schnittpunkte 
dieser  Diagonalen  eine  Gerade  A,  welche  ^,  berttbrt.    Oder: 
Die    Geraden,     welche    die    conjugirten    Pnnkte    der 
durch  die  Btlsebel  (5)  und  (S)  ersengten  Curve  verbinden, 
werden  von  einer  Curve  A',  dritter  Classe  eingehüllt. 
Wenn  man  Bwei  involntorische  Strahl enbBschel  {S)  und  (®)  auf  alle 
mdglichen    Arten    projectiviseb    aufeinander    bezieht,    so    wird    der    geo- 
metiiaehe  Ort  der  Schnittpunkte  homologer  Elemente  im  Allgemeinen  eine 
Curve  vierter  Ordnung  sein;    in  dem  Falle  aber,   dass  der  gemeinschaft- 
liche Strahl  sieh  selbst  entspricht,  reducirt  sich  die  Curve  vierter  Ordnung 
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auf  ein«  Cnrre  dritter  Ordnung  and  die  Gerade  S&.  Eb  entsteht  die 
Frftge,  ob  man  noch  auf  andere  Arten  projectiTischn  Besiehnngen  zwi- 
schen den  InTolutiouen  herstellen  kann,  derart,  dsss  der  Ort  der  Scbnitt- 
pnnkte  homologer  Strahlenpaare  eine  Cnrre  dritter  Ords^ing  vird.  Und 
in  der  Tbat  kann  man  noch  auf  zwei  verschiedene  Arten  die  Strahlen- 
paare  projectiviscb  einander  so  Enordnen,  daw  sieb  die  bonwlogen  Ele- 
mente auf  einer  Cnrre  dritter  Ordnung  schneiden,  die  jedoch  in  eine 
Gerade  nnd  einen  Kegelschnitt  serßtlU.  Die  Doppelstrablenpaar«  ^tf 
und  b'b"  bilden  ein  Viereck,  dessen  Diagonalen  i^i"  sind.  Auf  jeder 
derselben  sebneiden  sieb  die  Strablenpaaie  beider  Involntionen.  Denn 
nennen  wir  ß'  and  D"  die  Schnittpunkte  [tfV)  nnd  {<fV'),  so  ist  D'D" 
die  Diagonale  S'  nnd  es  trennen  diese  Punkte  die  Schnittpankte  ron  6' 
mit  je  2wei  Strahlen  irgend  eines  Paares  harmonisch,  nnd  in  jedem  sol- 
chen Punktpaare  mflssen  sich  deshalb  die  Strahlen  von  swei  Paaren  der 
Büschel  (S)  nnd  (®)  treffen.  Dasselbe  gilt  von  6".  Ordnet  man  je  swti 
Strablenpaare  einander  an,  die  sieb  auf  6'  schneiden,  so  hat  man  swi- 
schen  den  Involnttonen  eine  projectiviscbe  Beiiehang  hergestellt,  in  wel- 
cher der  gemeinschaftliche  Strahl  ^S  sieb  selbst  entspricht.  Bs  ist  daher 
die  Ortscnrve'  von  der  dritten  Ordnung  nnd  da  die  Gerade  d*  ein  Tbeil 
derselben  ist,  so  mass  der  andere  Tbeil  ein  Kpgelsobnitt  sein,  welcher 
durch  S  und  @  geht;  da  also  die  Schnittpunkte  homologer  Strahlen  auf 
finem  Kegelschnitte  liegen,  so  mtissen  die  Verbindungslinien  derselben 
sich  in  einem  Punkte  schneiden.     Es  folgt: 

6.  Wenn  man  die  Strablenpaare  zweier  Involutionen  aal 
alle  mfiglicben  Arten  einander  projei^tivisch  anordnet, 
so  giebt  es  drei  Arten  der  Znordnung,  bei  welchen  der 
Ort  der  Schnittpunkte  homologer  Elemente  in  die  Ver- 
bindungslinie der  Scheitel  und  in  eine  Garve  dritter  Ord- 
nung lerfillt,  welche  letstere  in  swei  FKllen  wieder  in 
eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt  degenerirt.  In  den 
lotsten  Fällen  aerf&llt  die  Cnrre  A',  dritter  Olasse,  die 
Enveloppe  der  Verbindungslinien  der  Schnittpunkte 
homologer  .Elemente,  in  einen  Kegelschnitt  and  einen 
Punkt. 

Es  giebt  drei  Punktpaare,  welche   in  Bezng  auf  alle 

'  Strahlenpaare   beider  Baschel    zugleich  conjugirte   Pole 

sind,   nitmlicb    die  Scheitel  5®   nnd  die  Endpunkte  /)'/>" 

und    ^'^"    der   beiden    Diagonalen    d*    und    6"   desjenigen 

Vierecks,    dessen    Ecken    die   Schnittpunkte   der    beiden 

Doppelstrablenpaare  der  loTolntionen  sind. 

Hier  sei  es  mir  erlaubt,  auf  einen  Irrthnm  anfmerbam  au  maeben, 

der   von    Herrn   Dur^ge   auf  S.  84    des    5.  Bandes   der  mathematischen 

Annalen  in  der  Abhandlung  „Heber  die  Curre  dritter  Ordnung,  welche 
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den  geometrischen  Ort  der  Bienn punkte  einer  Kegelaefanitteeh««r  bildet", 
begangen  so  sein  scbeint,  indem  er  behauptet,  dass  das  Pnnktpaar  S@ 
d«a  einsige  wire,  welches  in  Bezng  &nf  alle  Strahlenpanre  beider  Büschel 
ein  Paar  von  conjnprten  Polen  bildet. 

Die  Straklenpaare  ni,,  bb^,  cc,,  ...  der  Involntion  [S)  sind  in  pro- 
jectiTiecher  Besiehnng  mit  den  Diagonalenpasren  avj,  ^/3,,  /}',,  ...  der 
Ton  entsprechenden  Strahlenpaaren,  wie  na,  nnd  aOi,  (fr,  nnd  bt)|,  cq 
und  ccp  ...  gebildeten  Vierseite  nnd  daher  aneh  mit  den  Schnittpunkten 
/l,  B,  r,  ...  der  einselnen  Diagonaleopaare.  Wir  schneiden  eine  Gerade 
t  dnrch  n«,.  b«,,  er,,  ...  in  J'f,.  BB^,  CC^,  ...,  so  ist,  fttr  den  Fall, 
dasB  5®  sieh  selbst  entspricht, 

k{A,B,r,  ...)7^l(JAt,  BBy,CC^,  ...). 
Die  Bnveloppe  der  Geraden,  «dlche  homologe  Elomente  verbinden,  ist 
wne  Cnrve  dritter  Classe  @g,  welche  k  berflhrt  nnd  '  znr  Doppeltangente 
hat.  8ie  bat  mit  T,  ausser  k  noch  acht  gemeinschaftliche  Tangenten,  so 
daas  der  Ort  der  Sebnittpnnkte  homolnger  Strablenpaare  aa^,  hbj,  nr^,  ... 
nnd  va,,  ßß,,  yyii  ■■■  eine  Ourve  achter  Ordnnng  ist.  In  nnserem  Falle 
zerfSUt  dieselbe  aber  in  die  Garre  K^,  die  dnrch  die  Involntionen  (5) 
und  (@}  enengt  ist,  den  gemeinsamen  Strahl  $@  nnd  die  Doppelstrablen 
i(i(',  Ton  denen  jeder  doppelt  zn  aAblen  ist. 

Es  IftsKt  sich  nun  erkennen,  dass  die  Cnrven  k'^  nnd  A",  sieb 
in  nenn  Paukten  berühren.  Trgend  ein  Strahl  durch  S  schneide  A', 
in  sechs  Punkten;  die  Tangenten  in  diesen  werden  ron  einem  Kegel- 
schnitt A'j  bertihrt  Jedem  Strahl  durch  S  ordnen  wir  auf  diese  Art  einen 
Kegelschnitt  an  und  alle  diese  Kegelschnitte,  welche  eine  Schaar  von 
vier  fasten  Tangeuten  bilden,  sind  involntoriscb  geordnet,  da  sie  ein- 
d«ntig  den  Strahlen  von  {S)  entsprechen.  Deshalb  ist  auch  diese  invo- 
Intoriscbe  K^elecbnittscbaat  projectivisch  auf  die  Pnnktreihe  ABT... 
besogen.  Die  Enveloppe  der  von  ABF. . .  an  die  homologen  Kegel- 
schnitte gesogenen  Tangenten  ist  eine  Curve  C^  fUnftPr  Classe,  welche 
mit  ^,  15  gemeinschaftliche  Tangenten  hat.  Von  diesen  scheide  man  die 
Geraden  k  nnd  SS  und  die  doppelt  an  EHhlenden  Geraden  ^  und  rf" 
ans,  so  bleiben  noch  neun  übrig.  Eine  von  ihnen  sei  t,  der  sie  be- 
rahrende  Kegelschnitt  A*,  der  Schaar  entspreche  dem  Strahl  t  von  (5)  and 
deshalb  mnss  der  Pol  von  t  in  Beeng  auf  diesen  Kegelschnitt  auf  ( liegen. 
Kr  liegt  aber  auch  aaf  it\  und  auf  A*,;  daher  berühren  sich  in  ihm  i\ 
und  &'«.  Weil  rieh  in  ihm  aber  auch  (  nnd  t  schneiden,  so  gebt  ü' 
dnrch  ihn  hindurch.  Dass  i*'  in  diesem  Punkte  auch  von  t  bertihrt 
wird,  ergiebt  sich  ans  folgender  Ueberleguug.  Es  sei  %  der  Schnittpnnkt 
awflier  homologen  Strahlen  a  und  «;  es  seien  femer  a  und  a  die  den 
obigen  Strahlen  unendlieh  benachbarten,  die  einander  auch  entsprechen 
mOssen,  und  %'  sei  ibr  Schnittpunkt,  so  ist  die  Gerade  %%'  die  Tan- 
gente in  ^  an  K^.     Wir  verbinden  ^  mit  ABF...,  so  ist  ^. 
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Der  Strahl,  welcher  in  (9)  der  Tangente  tt  unendlich  benachbart  tat, 
hat  einen  ihm  projecliviach  entsprechenden  Strahl  in  (S),  «elcher  dem 
Strahl  a  nnendlich  nahe  lie^.  Dieie  beiden  Strahlen  Bind  «'  and  a'-  sie 
schneiden  eich  in  V  anf  der  Cnrve  dritter  Ordnung  %*  mit  dem  Doppel- 
punkt« S,  welche  von  den  Btlicheln  (%)  nnd  (S)  eraengt  wird.  Auf 
dieoer  liegt  anch  der  Schnittpnnkt  '&  you  a  nnd  o,  so  dass  also  die  Ge- 
rade %91'  oder  M  gleichseitig  Tangente  an  %*  nnd  A*'  ist. 

Wenn  der  Sehnittpankt  %  von  «  nnd  a  der  BerAhmngspnnkt  von  tt 
mit  A*}  iet,  so  mtlasen  sich  in  diesem  Punkte  die  drei  Cnrveu  A',A'^%* 
hertthren,  weil  jede  in  ihm  die  Gerade  a  hertihrt.  Dies  ist  aber  der  Fall 
mit  den  gemeinschartliohen  Tangenten  von  C^  und  A',. 

Di«  Cnrve  A*,  heiset  die  Cay ley'scbe  Cnrve  von  A'\  so  dasft  wir 
auch  anf  diesem  Wege  zn  dem  bekannten  Satae  gekommen  sind,  da*a 
die  Oayley'sche  Curve  einer  Cnrve  dritter  Ordnung  dieselbe 
in  allen  Punkten  hertthrt,  welche  sie  mit  ihr  gemeinsam  hat. 
7.  Legt  man  durch  die  Schnittpunkte  der  homologen  Kegel- 
schnitte projectiviscber  Büschel  andere  Kegelschnitt- 
httsehel,  so  lassen  sich  die  Kegelschnitte  derselben  nn- 
ondlich  oft  so  zu  neuen  BfiBcheln  gruppiren,  daas  za 
jedem  selchen  ans  jedem  der  vorigen  Bitschel  ein  Kegel- 
schnitt gehSrt. 
Die  piojectiviechen  Kegelschnittbttschel  {J BCD)\%*x,*»^...i  und 
{^ll'C'l/)\i*li*lj*...\  eraengen  eine  Cnrve  f^*  vierter  Ordnung,  welche 
durch  die  acht  Qnindpunkte  ABCDÄBC'ff  geht.  Alle  Kegelscbnitte 
x'k,*...  schneiden  ^  in  solchen  Pnnktgmppen  von  ja  vier  Punkten,  dasa 
deren  sechs  Verbindungslinien  eine  Cnrve  L^  dritter  Oiasse  einhüllen,  die 
auch  die  sechs  Geraden,  welche  die  vier  Punkte  ABCD  rerbindeu,  an 
Tangenten  hat.  Denn  der  Kegelschnitt  }?  conatitnirt  mit  dem  BOaehel 
(x'n,*...)  ein  Kegelschuittneta  und  die  Oeradeupaare ,  welche  an  dun 
Kegelschnitten  desselben  gehören,  haben  als  Enveloppe  eine  Cnrve  dritter 
Classe,  die  Cayley'scbe  Cnrve  des  Netses.  Lassen  wir  k"  von  den 
Kegelschnitten  l'i,*...  geschnitten  werden,  so  erhalten  wir  anf  dieselbe 
Art  eine  Cnrve  AT,  dritter  Classe,  welche  die  sechs  Verbin dongslinien  der 
Punkte  a'I/C'D'  berührt.  Beide  Curven  haben  nenn  gemeinschaftliche 
Tangenten;  seehs  von  ihnen  sind  die  Geraden;  welche  die  vier  Solinilt* 
punkte  von  a'  nnd  i?  verbinden..  Sind  1^^^  die  drei  anderen,  so  schnei- 
den sich  auf  jeder  von  ihnen  zweimal  zwei  Kegelschnitte  in  je  awei 
Punkten.  Da  nSmIich  (^  eine  Tangente  von  L^  ist,  so  liegen  auf  ihr 
zwei  Schnittpunkte  MN  von  k^  und  einem  Kegelschnitt  des  Büschels 
(ABCD),  a.  B.  k*_;  da  aber  I,  aneh  Tangente  von  M^  ist,  so  mnss  in 
zweien  ihrer  Punkte  M\S\  anch  k*  von  einem  Kegelschnitte  i?^  des 
andern  Bttachels  geschnitten  werden.    Ea  wird  t,  von  den  Kegelschnitten  der 
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beidan  Bttsehel  in  zwei  iDTolntionfin  geschnitten,  die  entveder  nnr  ein 
gemeinschaftliches  Punktpaar  haben  odervollsUndig  znsammenfaUen.  In 
unseiem  Falle  muss  das  Letztere  geschehen,  weil  beide  Involntionen  die 
Pnnktpaare  M^K^  nnd  M\N\  gemein  haben.  Daher  wird  (,  von  beiden 
Bfischeln  in  den  Panktpaaren  #,  JV„  M\N\,  AI'\N'\,  ...  derselben  In* 
volntion  geschnitten  Dasselbe  gilt  von  fj  und  Ig  nnd  es  seien  A^JV^, 
Jtf'jA'j,  *"s^",,  ...  nnd  «jÄg,  M'gN'g,  M'\N'\,  ...  die  Pnnkipaare 
der  InTolntionen  anf  ihnen ,  in  denen  sie  von  den  beiden  BUacheln 
getroffen  werden.  Sind  EFGH  die  Schnittpnnkte  von  %*  nnd  1*,  so  ist 
dnrch  die  acht  gemeinecbafllicben  Tangenten  EF,  EG,  ES,  FG,  FH, 
GH,  ty,  If  die  neunte  1^  bestimmt.  In  gleicher  Weise  bestimmen  die 
Kegelschnitte  «,'  nnd  l^^  zwei  Cnrven  dritter  Clasae,  die  aneb  (,^'g  zu 
gemeiusameu  Tangenten  haben  müssen,  da  es  keine  anderen  Geraden 
gebeo  kann,  die  von  beiden  Kegel scbnittbllBch ein  in  derselben  Involution 
geschnitten  werden.  ~  Wir  nennen  nun  EFGB,  E^F^G^Hj,  E^F^G^H^,  ... 
die  Schnittpunkte  von  x'il^  >(l'AJ^  ^i^,  ■■■,  so  mdssen  die  Kegelschnitte 
der  Büschel  {EFGH),  {E^F^G^H;),(,E^F^G^a^),  ...  die  drei  Geraden /,/,/, 
in  den  Punklpaaren  derselben  Involutionen  schneiden,  da  zwei  Kegel- 
schnitte dieser  Uilscfael  it^i.\  *^^it  "/V'  "■  ^nich  ewü  Pnnktpaare 
dieser  Involutionen  gehen.  Nun  sei  fi*  irgend  ein  Kegelschnitt  des  Bü- 
schels (EFGB),  er  wird  von  allen  Kegelschnitten  der  Büschel  (£,^iC,  B^) 
und  {EfF^G^B^  in  solchen  Punktgruppen  von  je  vier  Punkten  geschnit- 
ten, dass  deren  Verbindungslinien  zwei  Cnrven  L\  und  K\  dritter  Classe 
einbtilten.  Eine  gemeinschaftliche  Tangente  derselben  sei  m,  so  müssen 
sich  in  zweien  ihrer  Punkte  A"  und  B"  drei  Kegetscbnitte ,  ans  jedem 
der  drei  Bttschel  einer,  schneiden.  Diese  müssen  daher,  weil  sie  ansser- 
dem  die  drei  Geraden  t^f^t^  in  Funktpaaren  derselben  Involutionen  schnei- 
den, sich  noch  in  denselben  zwei  Punkten  6' "/'"troffen,  nnd  alle  Kegel- 
scboitte  des  Bttschels  (/i"£"C"i>")  treffen  auch  /,fj(,  in  den  Punktpaaren 
derselben  Involutionen.  Die  drei  sich  in  Ä'fi"C"ü"  achneidenden  Kegel- 
schnitte der  drei  Büschel  {EFGB),  (£",/•,£,  tf,),  (figf^GjÄ,)  seien  f^'v'ö». 
Gleicherweiae  giebt  es  in  den  beiden  letzten  Büscheln  Kegelschnitts  paare 
*,*Oj*,  Vj'oj',  . . . ,  die  sich  in  vier  Punkten  der  Kegeleehnitte  /»,*,  (tj*,  . . . 
der  ersten  BüscheU  schneiden.  Wir  nennen  die  Schnittpunkte  j^',  S\  (f\  Ü'\, 
Ä\B\C'\I>'\,  ...  Wenn  wir  je  drei  Kegelschnitte  der  BUsebel  (£/'Gj9), 
(E^F^G^^a.^,  (E^f^G^B^),  die  sich  in  denselben  vier  Punkten  sehneiden, 
einander  znordnen,  so  erbalten  wir  drei  piojectiviacbe  KegelechnittbOschel, 
nlmlich 

(i/-£;jy)|.»iVV,V,'--.iÄ(i-,^6;,ff,)iWvV.*--! 

Nnn  sei  /'ein  ganz  beliebiger  Punkt;  es  seien  H,  %',  V,  %", ,  V^,  ..-, 
*&,  <fi,@tt  ^xi  ■■■  ^*^  conjugirten  Punkte  von  P  beaüglicb  der  Basehel 
(AßCli),    {A'tfC'l/),   (j"ß"f"Z/"),   {a\^\C\D'\),    ...,    (EFGB), 
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(£,F,ä,£rj,  (fi'i^iCgAg),  (E^FjGgffg) so   liegen   sie   slmmtlicti  snf 

einem  Kegelschnitt  St*-  Denn  die  Strahlenbüschel  der  Poluen  von  P 
bezüglich  {ABCD)  und  {^BC'D')  sind  die  Qenden  S((£@,t£,ei...)  nnd 
^'[@@j@,€,...)  und  erzengen,  da  sie  projectirisch  sind,  einen  Kegel- 
schnitt St*.  Es  bilden  aber  auch  die  Polaren  von  P  besHglich  der  Kegel- 
schnitte der  Büschel  (BFGff),  (£,  F^Gift,),  [E^F^G^fl,)  drei  projectiTische 
Strahlenba6chel(g(«r9l"ffl",...),  e,(9(H'a"a",  .-■).  ©.(«K'ft"«", .  ■) 
und  ersengen  also  denselben  Kegelschnitt  ft*.  Wenn  wir  die  Kegel- 
schnitte   de«   BUflchele    ( jf'  B''C"ß")   mit   it*  n,*  a^* .  ■ .    bezeichnen ,    so    ist 

Lasecn  wir  P  in  P'P"...  sich  Sndem,  so  andern  sich  (S(5,tS,<5g  in 
e'G'.G'.e's,  e"G",e"s©"„  ...  und  es  sind  P  nnd  %,  P'  nnd  (g',,  /'" 
und  <S"^,  ...  conjogirte  Punkte  inBezng  aurdie  drei  Kegelschnitte  x^'l^'a^* 
und  deshalb  müssen  diese  drei  Kegelschnitte  sich  in  denselben  vier  Punk- 
ten, also  in  E^F^G^H^  schneiden.  In  gleicher  Weise  zeigt  man,  daes 
die  Kegelschnitte  der  Büschel  {A' ß' C" T(") ,  (^',  fi",C",  D",),  ...  durch 
die  Schnittpunkte  {E^F^G^H^,  ''.E^F^G^H^,  ...  je  zweier  homoIngen 
Kegelschnitte  der  Bttacbel  {ABCD)  und  [A'ä'C'ß')  hindurchgehen. 

Anderer  Beweis.  Eine  beliebige  Qcrade  g  werde  durch  einen 
Schnittpunkt  0  zweier  homologen  Kegelschnitte  »'^  nnd  A',  gestogen  und 
von  «*,  «,*,  Xj*,  ..-,«%  und  i*,  i,',  ij*,  ...,  1*,  in  den  Involutionen  i'A", 
Ä",*',,  A*jA",,  ..  ,  0X\  nnd  IL',  L^L\,  L^L\,  ...  QL\  geschnitten.  Da« 
gemeinschaftliche  Punkt  paar  beider  Involutionen  %taMM'  nnd  durch  das- 
selbe M*  ein  beliebiger  Kegelschnitt,  welcher  x*  in  Ä©@?)  nnd  1'  in 
91' 1^  €'£'  schneidet.  Diese  Punktgruppen  sehen  wir  als  Orundpunkte 
sweier  KegelBchnittbflschel  («**■,**■,*..**)  und  (i* £,*£/...**)  au,  welche 
^  in  denselben  Involutionen  schneiden  müssen.  Wenn  wir  den  Pnnkt- 
paaren  dieser  Involutionen  die  dnrch  sie  gehenden  Kegelschnitte  zuord- 
nen, so  mues,  da 

(irr,  AfiÄ"i,  ...)  A  Cti',  i,i',.  ...) 
ist,  auch 

{*\K,\  ...}Ä(i».  V..--) 

sein.  Diese  Bttschel  ersengen  also  eine  Cnrve  fi*  vierter  Ordnung,  die  g  in 
denselben  vier  Punkten  wie  K*  trifitj  da  die  Gmndpnnkte  der  Btlsehel, 
welche  9.*  ersengen,  auf  einem  Kegelschnitt  H*  liegen,  so  kann  diese 
Cnive  auch  durch  zwei  KegelschnittbUachel  erzengt  werden,  deren  Orund- 
punkte die  Schnittpunkte  EFGH  und  eg@$  von  %*i?  und  V^i'  "'o^- 
Dies  ergiefat  sich  daraus,  dass  man  die  Büschel  (x^x,*...)  und  (k*k^*...) 
und  die  von  ihnen  erzeugte  Cnrve  projectivisch  auf  zwei  Strahlen biischel 
nnd  den  von  ihnen  erzengten  Kegelschnitt  besieht.  Wenn  QQ'  und  QZi' 
die  Schnittpunkte  von  g  mit  den  durch  EFGHQ  nnd  tS 3 ®  $<?  bestimmten 
Kegelachnitten  sind,  so  sind  die  Involutionen  k'k',  LL',  QO',  ...  nnd 
/i',A"j,  LiLi,  CiO'i,  ...   in  projectivisch  er    Beziehung   nnd   haben   die- 
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aelb«n  gemein Bch «Mich  entsprechenden  Punkte,  wie  die  Involatioaen  KK', 
tr,R\,  KtK\,  ...  und  LL',  L,l\,  LfL\,  .... 

Wir  bezeichnen  noch  die  Schuittpnnkte  von  x,'',^  mit  E'F'G'H',  ba 
schneiden  die  Kegelschnitte  dieses  BfiBchels  g  in  derselben  Inrolntion, 
wie  diejenigen  des  BUschels  (S^®^)  nnd  sind  dadurch  projectivisch  &nf 
diese,  wie  snf- diejenigen  des  Btlschels  (EPGH)  bezogen.  Daher  ereengen 
die  Bfiachel  {EFQH)  und  (E'F'G'H')  eine  Cnrve  Ä,*  vierter  Ordnung, 
welche  durch  die  f'chnittpnnkte  von  g  und  K*  geht.  Da  dies  fflr  jede 
Gerade  dnrch  Q  gilt,  so  mflssen  K*  nnd  K^  susammen fallen,  . 

8a.DeinDach  kann  die  Cnrve  K*  auf  nns^hlige  Arten  dnrcli 
projeetivische  K ege Iseh nittbUsche 1  erzeugt  werden, 
deren  Qrundpunhte  man  erh&lt,  wenn  mau  durch  irgend 
zwei  Gruppen  von  vier  Schnittpunkten  h  omologer  Kegel- 
schnitte der  BttBchel  [ABCD]  waäi^^C'D')  zwei  beliebige 
Kegelschnitte  legt  nnd  deren  Schnittpunkte  mit  K*  be- 
stimmt. Es  folgt  also,  dass,  wenn  man  lur  Gonstruction 
▼  AU  K*  irgend  eiue  der  so  erhaltenen  Gruppen  von  Punk- 
ten als  Basis  eines  erzeugenden  Kegelschnittbüsehels 
wlhlt,  von  der  BaBis  des  andern  BUschels  nur  ein  Pnnkt 
beliebig  gewählt  werden  kann;  die  drei  anderen  sind  da- 
durch bestimmt.  Wenn  also  ..JfCi>e,<,^g..  ^«  soviel  Punkte 
sind,  als  eine  Curve  vierter  Ordnung  bestimmen,  so  hat 
man,  nm'dieee  zu  constrniren,  drei  Punkte  Ä'¥Z  kv  auch  od, 
welche  der  Projectivität  genttgen 

Hierüber  verglefche  Kortum,  Aufgaben  des  dritten  und  vierten 
Grades. 

Der  letste  Sata  behält  seine  Geltung,  wenn  die  Kegelsehnittbttschel 
einen  oder  zwei  Gmndpunkte  gemeinschaftlich  haben.  Wir  beschirtigen 
nas  KunSchBt  mit  dem  letzten  Falle.  DiaBäaciiel  {AB CD)  nai  {A  ftC'D') 
erzeugen  eine  Curve  AT*  vierter  Ordnung,  welche  A  and  B  zu  Doppel- 
pnokten  hat. 

Alle  Kegelschnitte  der  BüBchel  (ABCD)  und  {ABCff)  kSnuen  aus 
den  Punkten  A  und  B  durch  projectiviache  Strahlen bttscbel  projicirl 
werden.  Dreht  man  alle  diese  Büschel  um  A  und  B  so,  dass  die 
Strahlen  AD'  und  Bff  in  eine  Gerade  fallen,  während  die  gegensei- 
tige L^e  aller  übrigen  Strahlen  ungelndert  bleibt,  so  erzeugen  die 
BDsebel,  welche  die  Kegelschnitte  {ABCD)\K*%i*..  \  erzeugten,  auch  in 
der  neuen  Lage  Kegelschnitte  eines  Bttscbets  (<f fi@^) {ft'ff,*. ..},  und 
die  BOscfael,  welche  die  Kegelschnitte  des  Bflsebels  (aBC'D']  projieirteu, 
erzeugen  die  Strahlen  eines  StrableobttBcbels  S'(go, ...)-  Da  aber  die  so 
erhaltenen  Bflschel  {AB<S,'J))\St*Sti'.  -i  nnd  €'(gS,.->)  in  projectivischer 
Besiehung  stehen ,  so  ist  der  Ort  der  Schnittpunkte  ihrer  homologen  Ble- 
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meote  üne  Carve  ^  dritter  Oidnang.     Diese  kann  auf  ans&hlige  Art«n 
dnrch    ein    Kegeln chnittbUschel    nnd    ein    projectiviaches    Strahl enbttsehel 
Arzengt  werden.     Wir  wählen  anf  Ä*  «wei  ganz  beliebige  Pnnkte  *  nnd 
N,  ao  ist  dnrch  deren  entsprecboudn  Wt  und  Üi  anf  jc'  and  dnrch  4  nnd 
B  ein  Kegelscbnittbüsebel  bestimmt;   die  Kegelschnitte  desselben  treffen 
ft*  in  solchen  Punktpaaren ,    das«  die  VerbindnngBÜnien  der  Punkte  der 
eintelnen  Paare  aich  in  einem  Pnnkte  $  von  Sfi  schneiden.     Ee  werden 
die  Elemente  der  beiden  Bttschel  (ABm'Oi)  nnd  ($)  ans  4  und  R  durch 
, Strahlen bttachel  erzengt,  nnd  wenn  wir  alle  diese  BttSchel  um  ji  und  B, 
indem  ihre  gegenseitige  Lage  durchaus  nngeXndert  bleibt,  so  drehen,  dass 
die  in  ^  ^  vereinigten  Strahlen  titch  in  H'  achneiden ,  so  verwandeln  sich 
die  BöBcbel  (-4Ä6S))    und  (6')    wieder   in  {4BCD)  und  {ABC'I/)  nnd 
ereengen  K*;  aber  die  Büschel  (J£39t9l)  und  ($),  welche  ft'  erzeugtt^n, 
verwandeln   aich  in  {ABMK)  nnd  {ABPU)  und  diese  mflesen  natürlich 
auch  K*  ers<;agen,    womit   gezeigt  ist,    dass  man  zu  Grnndpnnkten  des 
einen  erzeugenden  Bäschela  ausser  A  B  zwei  ganz  beliebige  Punkte  von 
K*  wShlen  kann.     Im  andern  Büschel  aber  ist  D'  als  ein  beliebiger  Punkt 
anzDseben.     Denn   legt  man  durch  die  beiden  Schnittpunkte,  in  denen 
irgend  ein  Kegelschnitt  des  Büschels  {A  B M N )  die  Cnrve  A'*  schneidet, 
ferner  durch  A  B  und  irgend  einen  Punkt  X  von  K*  einen  Kegelschnitt, 
welcher  K*  noch  in  f  schneiden  mag,  so  kann  K*  auch  erzengt  werden  durch 
die  beiden  Büschel  {AB/UN)  und  {ABAY).    Hieraus  aber  folgt  der  Salz: 
Sb.  Wenn    eine    Cnrve   £*  vierter   Ordnung   mit   zwei  Doppel- 
punkten A  und  B  dnrch  zwei  projectivische  Kegelschn itt- 
bUschel,   welche   A  und   B  als  gemeinsame  Doppelpunkte 
haben,  erzeugt  ist,  so  kann  sie  anf  unendlich  viele  Arten 
dnrch   zwei   solche  Büschel   erzeugt   werden.      Die   beiden 
Orundpunkte,    ausser  A   und  B,    des  einen   Biischela   nnd 
einen    des   an4eTn   kann   man    beliebig   auf  der  Curve  An  • 
nehmen.      Dadurch    aber   iat    der   letste   Grandpnnkt   des 
zweiten  Bhachels  bestimmt. 
Soll  man  durch  sieben  Pnnkte  CDEFGMJ  eine  Curve  vierter  Ord- 
nung legen,   welche  zwei  gegebene  Pnnkte  A  und  B  zn  Doppelpunkten 
hat,  ao  hat  man  nach  dem  Vorigen  einen  Punkt  X  an  suchen,   welcher 
der  Bedingung  genügt,  dass 

{ABCD)\F,Q,H,J\Xi.'*'i^X)\P,G,H,J\ 
ist.  Es  giebt  unendlich  viele  Punkte,  welche  dieser  Bedingung  genilgeu; 
sie  liegen  atbnmtlich  anf  einer  Cnrve  vierter  Ordnung,  welche  durch 
FGHJ  geht  nnd  ABE  zu  Doppelpunkten  hat.  Daher  giebt  es  unendlich 
viele  Cnrven  vierter  Oidnung,  welche  A  nnd  B  zu  Doppelpunkten  haben 
nnd  durch  COEFGBJ  gehen.  Wir  denken  uns  wieder  die  Kegelschnitte 
aller  Blteohel,  welche  diese  Cnrven  erzeugen,  durch  projectivische  Strabien- 
bttseh«]  projieiit  und  diese  um  A  und  B  unter  Festbaltung  ihrer  gegen- 
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■fütigen  XiSgfl  so  gedreht,  dua  die  Strkhlen  AS  und  BE  in  JB  Bosam- 
menf«lleD,  so  gebeo  tlle  KegelacbniUe  des  Bfisebels  {JBCD)  io  solebe 
riaes  andeni  Büeehels  {ABdi))  nnd  eile  übrigen  KegelacbnittbfUchel  in 
SteahlenbUschel  (^),  ...  aber,  dereo  Scbeitel  aftDimlliob  auf  eioeni  Kegel- 
scfanilt  ÜPgen.  Dm  KegelichniUbäHchel  {AB^Si))  eisengt  mit  jedem  der 
Sttmhlenbilsebel  (^}) ,  ...  eine  Carve  dritter  Ordnaog.  Alle  so  erhaltenen 
Ouvea  dritter  Ordnung  gehen  durch  die  acht  Punkte  AB^^%@^% 
von  denen  die  letaten  sechs  diejenigen  sind,  in  welchen  eich  asch  der 
Orebnng  die  Strahlen  «chaeiden,  die  sich  vorher  in  0/)fCff/ schnitten. 
Daher  müssen  diese  Cnrven  dritter  Ordnung  einen  nennten  Punkt  St  nnd 
alle  Cnrven  vierter  Ordnung  den  ihm  entsprechenden  Punkt  £  gemeinsam 
haben.     Wir  folgern: 

9.  Alle  Cnrven  vierter  Ordnung  mit  denselben  beiden  Dop 
pelpunkteu  <4  nnd  B,  welche  durch  projeetiviache  Kegel- 
sebnittbilschel  erzeugt  sind  und  durch  dieselben  sieben 
Pankte  gehen,  schneiden  sich  noch  in  einem  achten 
Punkte. 

Dureh  acht  Punkte  tSsst  sich  vermittelst  projeetivi- 
scher  KegelschnittbUschel  nnr  eine  Cnrve  vierter  Ord- 
nung legen,  welche  zwei  bestimmte  Punkte  an  Doppel- 
punkten hat. 

Jede  Cnrve  vierter  Ordnung  mit  swci  Doppelpunkten, 
welehe  durch  cwet  projeetiviache  Kegelscbnittbäsehel 
eraengt  ist,  kann  auch  durch  swei  projeetiviache  involn- 
torlsche  Strahleubflachel  erzengt  werden,  deren  Scheitet 
in  den  beiden  Doppelpunkten  liegen. 

Legt   man    durch   die   Doppelpunkte  JB   und    irgend 
zwei  Punkte  CD  ein  KegelschoittbUichel,   so  schneiden 
die  Elemente  deaaelben  die  Curvein  aolchen  Pnnktpaaren, 
dasa    deren   Verbindungslinien   Tangenten    eines   Kegel- 
schnittes SP  sind,   welcher  CB  nnd  die  Cnrve,  letztere  in 
vier  Punkten,  berührt. 
Der  erste  Tbeil  des  Satiea  folgt  ans  7.     Die  Regelschnitte  Kg^a,^... 
des  Bttechels. (^fiC/)}  sind  den  Tangenten  (gti...  an  A'  nnd  daher  auch 
den  Berabmngspnnkten  derselben  projectivisch  ingeordnet,  wenn  t^li-.. 
diejenigen  Geraden  sind,  welche  die  Schnittpunkte  von  «„'x,*...  mit  der 
Curve    vierter  Ordnung  verbinden.     Projicirw  wir  aus  einem  beliebigen 
Punkte  £  von  jt*  die  BerUbmngspnukte ,  so  erhalten  wir  ein  an  (ii»'k|'...) 
projecti räche s  Strablenbtlschel.     Der  Ort  der  Schnittpunkte  homologer 
Elemente  ist  eine  Cnrve  dritter  Ordnung,  welche  %'  noch  in  fttnf  Punk- 
ten  FiF^P^F^F^  ausser  in  S  schneidet.     Einer  von  ihnen  muaa  der  Be- 
rührungspunkt von  CD  an  SP  sein,  er  sei  ^, .    Die  Tangente  in  P^  sei  ^. 
Sie  wird  von  xg'«,*...  nnd  den  Tangenten  (gfi ...  in  einer  Involution  nnd 
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oiner  dasti  projectiriBchen  Pnnktretbe  geschnitten.  Von  ihren  Doppel- 
punkten fällt  einer  anf  F^,  die  anderen  sind  die  Schnittpunkte  von  ^ 
mit  der  Cnire  Tierter  Ordnung.  Die  Schnittpunkte  von  ^  mit  der  Garn 
vierter  Ordnung  sind  erstens  die  beiden  Schnittpunkte  von  t,  mit  «,', 
Terner  die  drei  I>oppelpiinkte  der  gensnnten  Fnnktreihen.  Einer  ron 
diesen  liegt  stets  aaf  CD.  Von  den  beiden  anderen  füllt  einer  mit  dem 
Schnittpunkte  F^  von  '^  und  x^*  auBammen,  so  dass  also  in  P^  swei 
Punkte  der  Onrve  sich  vereinigen  und  in  F^  die  Curve  vierter  Ordnung 
von  Sf'  and  1^  bertihrt  wird.  Auf  dieselbe  Art  folgt,  dass  sich  in  FjF^F,^ 
die  Curve  vierter  Ordnung  und  S*  bertthren. 

Hieraus  IXsst  sich  auf  die  Natur  der  beiden  Doppelpunkte  schliessen. 
Wir  legen  durch  .J  eine  beliebige  Gerade  a  und  suchen  ihre  Schnitt- 
punkte mit  der  Curve  vierter  Ordnung.  Auf  a  sei  P  ein  beliebiger  Punkt; 
von  ihm  lassen  sieb  zwei  Tangenten  p  und  p  an  St*  ziehen ,  denen  zwei 
Kegelschnitte  it'p  nnd  li'p'  entsprechen ,  welche  a  noch  in  Qp  und  (fpr  schnei- 
den. Aendert  sich  Pauf  <i,  so  werden  Qp  und  Qp'  die  Punktpaare  einer  zur 
Punktreibe  P...  projectivischen  Involution  dnrchlaafcD,  weit  die  Tangenten 
pp'  eine  Involation  bilden.  Von  den  drei  Doppelpunkten  der  Reihen  (P...) 
und  (QpQf, ...)  fXllt  einer  siUfCß,-  di«  anderen  sind  die  Dnrchschnitte  von  a 
mit  der  Curve  vierter  Ordnung.  Wählt  man  an  Stelle  der  beliebigen  Ge- 
raden a  eine  der  beiden  Tangenten  von  ^  an  J^,  z.  B.  !„,  und  ist  k'i, 
der  ihr  entsprechende  Kegelschnitt  und  Cg  die  Tangente  an  demselben 
in  A,  so  ist  A  einer  der  Schnittpunkte  von  ta  mit  der  Curve  vierter 
Ordnung,  also  Td  eine  Tangente  in  A  an  diese  Cnrve.  Ebenso  folgt, 
dass  es  noch  eine  andere  Tangente  A  an  die  Onrve  giebt.  Diese  beiden 
Tangenten  heissen  die  Doppelpunktstangenten.  Im  Punkts  ff  giebt 
es  natttrlich  auch  awei  Doppelpunktstangenten.     Wir  schlieasen: 

10.  In  jedem  der  Doppelpunkte  laesen  sich  zwei  Tangen- 
ten an  die  Curve  vierter  Ordnung  sieben,  wenn  diese 
Punkte  ausserhalb  9*  liegen.  Liegt  einer  vbn  ihnen  auf 
ff*,  so  ist  er  eine  Spitze,  und  liegt  er  innerhalb  fi*,  so 
ist  er  ein  nneigentlicher  Doppelpunkt. 

Wir  denken  ans  In  A  und  B  die  beiden  projectivi sehen  Strahlen- 
involntionen,  welche  die  Cnrve  K*  projiciren.  Es  seien  n,^  und  a'^j  die 
beiden  Doppelstrahlen  von  (<f);  ihnen  entsprechen  in  (B)  die  Strablen- 
paare  b^b^  und  fr', 6',.  Diese  sind  die  vier  •TAngenten,  welche  sich  von  B 
an  AT*  ziehen  lassen.  Ebenso  folgt,  dass  sich  von  A  vier  Tangenten  an 
ü*  ziehen  lassen.     Also; 

11.  Von  jedem  der  Doppelpunkte  lassen  sich  an  die  Curve 
if*  vier  Tangenten  ziehen. 

■Mit  Hilfe  von  8  ISsst  sich  der  Satz  beweisen: 

12.  Wenn  eine  Curve  S*  vierter  Ordnnng  durch  zwei  pro- 
jectivisobe    KegelscbnittbOschel    erzengt    ist,    so^wird 
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sie   von  jedem  EegelschDitte  A**   in    acht  Punkten    ge> 
Bchnitten.  ■- 

Die  Cnrve  X*  sei  erzengt  durch  die  Bfiachel  {JRCO)  und  {^B'C'D'). 
Zwei  Schnittpunkte  von  K*  und  K*  seien  E  nnd  f.  Hnn  kann  K*  dann 
auch  erzeugen  dorch  zwei  projeclivische  KegelachnittbUtichel  (EFGH) 
und  {E'F'G'H')  (vergl.  8).  Die  Kegelschnitte  dieser  Büschel  treffen  *"* 
in  Punktgruppen  von  je  drei  Punkten.  Man  lege  durch  jede  dieser 
Gruppen  und  zwei  feste  Punkte  A"  und  C,  von  denen  A"  anf  A*  liegt, 
Kegelschnitte ,  so  bilden  diese  zwei  projectivische  BUschcl  (^KLM N)  und 
{h'LJV'lf'),  welche  eine  Cnrve  St*  vierter  Ordnung  erzeugen,  die  A*  und 
L  KU  Doppelpunkten  hat.  Sie  schneidet  X*  in  den  Schnittpunkten  voa 
K*  nnd  AK  —  Ans  A  und  L  denke  man  sich  die  Kegelschnitte  der 
beiden  Büschel  durch  projectivische  StrahlenbUsehel  projicirt  und  diese 
nni  K  nnd  f.  gedreht,  bis  die  Strahlen  h'/^  nnd  LN  in  die  Gerade  KL 
fallen.  Dann  verwandeln  sich  die  Kegelschnitte  des  Büschels  {KLMN) 
in  die  Strahlen  eines  Büschels  (90  and  die  Kegelschnitte  des  Büschels 
{KlAtN'i  in  die  eines  andern  (Ar£aR'?>').     Da  aber 

(Ä-iüR'SnOÄC^O. 
■o  erzengen  diese  Büschel  eine  Cnrve  ft*  dritter  Ordnung. 

Der  Kegelschnitt  A*  wird  aus  L  und  K  durch  ein  StrahlenbUsehel 
(£>)    und    eine  zu  ihm  projectivische  Involation  (A*)  projicirt;    beide  Bü- 
schel erzengen  nach  der  Drehung  eine  Cnrve  K^  dritter  Ordnung,  welche 
in  K  einen  Doppelpunkt  bat  und  durch  L  gebt.     Sie  schneidet  die  Cnrve 
9P  ausser  in  H    nnd    L   noch  in   sechs    Funkten    $i...$g>     Dreht  man 
sXmmtliche  Büschel   in  die  alte  Lage  zarück,  so  folgt,  dass  die  Curreii 
ft*  nnd  E*    aasser   in  K  sich  noch  in  sechs  Punkten  /*|-../'g  schneiden. 
Durch  diese  sechs  Punkte  geht  aach  J{*\  also  schneidet  diese  Cnrve  den 
Kegelschnitt  K^  in  den  acht  Punkten  EAP^...P^. 
13.  Sind  («o*B,'V"-)  «"^  ißo^ßi^ß»--)   z^e»  Büschel  von  Cnr- 
ren   dritter  Ordnung   nnd    es  sebneiden  sich  u^  nnd  ß^^, 
«,'  nnd  ßi^  in  je  drei  Punkten  derselben  Geraden  g,  so 
schneiden  sich  anch  die  übrigen  Curven  paarweise  in  je 
drei  Punkten  dieser  Geraden. 
Die  Grundpunkte  der  beiden  Büschel  seien  A^...A^  und  ß, ...  B^\ 
man    denke   sich    die    einzelnen   Curven  durch  die   Kegelschnittbüschel 
[A^.,.  A^    und    {B^...  B^    und    die   zn   ihnen   projectivischen    Strahlen- 
büschel (-*'o),  (^,),  (^',),  ...  und  (ß'o),  (ff",),  (ß'g),  ...  er«eugt,  so  liegen 
alle  Punkte  /  anf  dem  Kegelschnitte  a\  der  durch  die  Punkte  A^...A^ 
besümoit  ist,  und  alle  Punkte  ^  auf  einem  Kegelschnitt  B^,   der  durch 
die  Punkte  £^  ...  f,  bestimmt  ist.    Es  seien  M' M"  xmA  iV'/V"  die  Scbaitt- 
pnukte  von  Ä*  nnd  £*  mit  g. 

Die  Kegelschnitte  des  Böscbels  J^..,A^  und   die  Strahlen  der  Bü- 
schel (^o).  ('''i),  ■■■  schneiden  g  in  der  Involution  ,  , 
MMkrtfi  C  HUbiastik  a.  pbrdk,  xzm,  i.                                              8 
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und  den  zn  ibr  projectiviscben  Beiben 

%,  ¥'o,  ro,  •■■  *'. «". 

¥i.  ¥'ii  ¥"i.  ■•■  *'.  *". 


In  gleicher  Weiae  werden  durch  das  KegelschaitthtlBcbel  (fij..,ffj  nud 
die  2U  ihm  projectiTiachen  Strahlenbüschel  (fg),  (^i),  ..■  anf  g  die 
I„,ol.lioo  ^_j,_^   j,  j,_^  g_l,,_^ 

und  die  projectiTiichen  Fanktreiben 

Oo,  O'o,  O"o.  ■■.»'.  ^", 
O,,  0\,  O".,  ...,  »'.  Ä", 

bestimmt.  

Einen  I>eliebigeQ  Pankt  ^  verbinde  man  mit  den  beiden  Involutionen 
anf  g-f  irgend  awei  Qerade  /,  nnd  ^  dnicb  ^  treffen  g  in  zwei  Punkten, 
die  Pa  Qud  Pi  oder  £)«  nnd  Qj  heisBen  mSgen ,  je  nachdem  sie  der  ersten 
oder  zweiten  Involution  angehören-  Ihnen  enteprechen  $o'*^  und  $(,'*' 
oder  Ogl*^)  und  Oo^'^-  Auf  diesen  Geraden  l^  und  Ig  nehme  man  ewei 
beliebige  Punkte  Ci  und  0^,  ziehe  %,^'^Ci  und  $(,<*U^,,  die  sieh  in  Dg, 
femer  Og">(7,  nnd  Do'"^!)  die  sich  in  fig  schneiden  mfigen,  dann  erzeu- 
gen die  BUschel 

^Co^^'o.  ''i^'i.  ■■■)  o"^  *o(?Po.  *'o.  -). 

^{QaO'o,  ftO'..  ..■)  nnd  «.(Oo.O'o, ...) 
zwei  Curven  dritter  Ordnung  d^'  und  t^,  die  ^  znm  gemeinsamen  Dop- 
pelpunkte haben  und  dnrcb  die  Punkte  C,  und  C^  geben.  —  Uan  lege 
nun  durch  M'  jWCiC^Df,  einen  Kegelschnitt  ß*,  so  ist  zwischen  seinen 
Punkten  und  denen  von  g  eine  projectivische  Beziehung  dadurch  her- 
gestellt, dass  den  Punkten  ^o'"%<*l*'Jtf"  von  g  die  Punkte  C,Pj*'*" 
von  ß*  zugeordnet  sind.  Deshalb  moas  die  Pnnktreihe  auf  D*  auch  mit 
den  Punktreihen 

¥i.  *'i.  *"..  .-■.  *'»  *" 


in    projectivischer  Beziehung    und   perspectivischer  Lage  sich  befinden. 
Sind  i>j,  i>j,  ...  die  perspectivischen  Centra,  so  erzeugen  die  Bflscbel 

(/),),  {Dg),  ...  mit  der  Involution  J{PaP\,  ...) 
Curven  dritter  Ordnung  j,*,  S^,  ..,,  die  mit  i^^  zn  einem  Büschel  gebBren, 
welches  C^  und  C^  zu  zwei  Giundpunkten  und  J  zum  gemeinsamen  Dop- 
pelpunkt hat. 

Durch  die  Punkte  N'N"CjC,E^  ist  ein  Kegelschnitt  £*  bestimmt, 
dessen  Punkte  mit  den  Punkten  1D(,0'(, .  ■ .  von  g  in  projectivische  Be- 
ziehung dadurch  gebracht  sind,  dass  den  Punkten  Oo"'Oo"'A''JV"  von  g 
die  Punkte  C^C^N' S"  von  E*  zugeordnet  sind.  Diese  Funktreihe  auf  Ä* 
muBS  mit  den  Punktrüben  ,  , 
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0„  O',,  0"i,  ....  H'N" 

ebenfalfe  in  projectiviBcher  Beziehung  und  perspectiTJBcher  Lage  sich  be- 
finden.    Wir  nennen  die  perspectiTiBchen  Cenira 

nnd  erbalten  in  ihnen  Strahlen bSschel 

Ä),  («,  (E,).  ■•■. 
welche  mit  der  Involntioo 

^{PoP'o.  0.0'..-..) 
in  projectivischer  Beziehnng  stehen  nnd  mit  ihr  die  Cnrven 
j  3    j  s    j  8 

dritter  Ordanng  eines  Büschels  erzengen ,  welche  sibnmtlich  J  znm  Dop- 
pelpnnkt  haben  nnd  darch  6\r,  gehen, 
Atu  der  Erzengnng  der  Cnirven 

V.  V.  V. -■•  »n^  «o'.  *.*.  V.  •■• 
folgt,  dasB  sie  die  Gerade  ^  in  denselben  Pnnktgmppen  treffen,  in  denen 

"'"  ''*"'  V,  «,*,  «,»,  ...  und  (Jo*.  ßi',  ßt", ... 

geschnitten  werden. 

Man  kann  aich  jede  der  Cnrven  i^\  j,^  ...  nnd  t^\  t^',  ...  auch 
erzeugt  denken  durch  eine  InTolntion  mit  dem  Scheitel  ^  und  ein  Strahlen- 
btischel  mit  dem  Schmtel  C^.  Dreht  man  dann  alle  Involutionen  nnd 
alle  Bttschel  am  /i  nnd  C, ,  so  dass  die  Strahlen  dC^  und  C^C^  in  die 
Gerade  dC^  fallen,  so  erzeugen  die  Büschel  in  der  neuen  Lage  ewei 
Kegelachn  i  ttbüschiil 

(W--)  «od  (to'V.-). 
welche  ^  zttm  gemeinsamen  Gmndpnnkt  haben.  —  Die  Gerade  g  wird 
durch  zwei  projectivische  Büschel  in  perspecttviseher  Lage  projicirt, 
welche  nach  der  Drehung  einen  Kegelschnitt  y*  erzeugen.  Dieser  wird 
TOD  jedem  der  Kegelschnitte  der  beiden  Büschel  anaser  in  d  noch  in 
drei  Punkten  geschnitten.  Da  sowohl  die  Kegelschnitte  i^'  und  ig',  als 
auch  Si*  und  f|'  sich  in  drei  Paukten  von  y^  treffen ,  so  müssen  sich  alle 
Kegelschnitte  der  beiden  Büschel  paarweise  auf  y'  treffen. 

Dreht  man  die  Büschel  in^  und  C^  wieder  in  die  alte  Lage  zurück, 
so  schlieest  man  sunSchat,  dass  die  Cnrven  der  Bttschel 

(V*,'-0  "nd  (eo*t,»...) 
nnd  dann  aach  diejenigen  der  Büschel 

(W-)  »»«l  WA'-) 

vicb  paarweise  in  drei  Punkten  von  g  achneiden, 
14.  Zwei   projectivische  Bttschel    von   Cnrven   dritter  Ord- 
nung  erzengen    eine  Cnrve  sechster  Ordnung,    welche 
durch  die  Grnndpnnkte  der  Büschel  gebt.  *- 
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Die  pTOJectiviscIien  Cnrrenbflschel  seteo  (a^...)  nnd  (ßo-..)i  dnrch 
die  Panktgnippen ,  in  denen  die  Onrven  eine  beliebige  Gerade  g  ßcbnei- 
den,  nnd  drei  feste  Punkte  C^C^C^  lege  man  Curven  dritter  Ordnung, 
welche  einen  gern  ei  nschaftli  eben  Doppelpunkt  J  baben,  so  erhält  man  zwei 
neue  projectiviache  CnrveubüBcbel  (^^C,  C^C^C^C^  und  {J^C^C^CtC^e^. 
Jede  dieser  Curven  kann  man  sich  erzeugt  denken  durch  eine  InvolntiOD 
in  d  und  rfh  projectivisches  Btiecbel  in  C, ;  die  Gerade  g  wird  ans  ^ 
und  C,  durch  zwei  projectiviBche  fiUscbel  projicirt.  Dreht  man  sSmmt- 
licfae  Büschel  um  J  und  6',,  bis  die  Strahlen  ^C^  und  CfC^  mit  dC^ 
zusammenfallen,  so  erzeugen  sie  in  der  neuen  Lage  zwei  Kegelsofanilt- 
bOschel  (^GjE^^t)  und  {^ßjtT^S's)  und  einen  Kegelschnitt  y*  durch 
JC^.  Die  beiden  BOscbel  sind  in  projectiviscber  Beziehung  nnd  erzea- 
gen  eine  Cfurve  ff*  vierter  Ordnung  mit  den  Doppelpunkten  J  nnd  6j, 
welche  y*  noch  in  sechs  Punkten  schneidet.  Die  diesen  verwandten 
Punkte  auf  g  sind  solche,  in  denen  sich  homologe  Curven  der  Bttschel 
(a^.,.)  nnd  (ß^-..)  schneiden.  Daher  ist  die  von  diesen  Curven  erzeugte 
Curve  von  der  sechsten  Ordnung. 
15.  Die  Geraden,  welche  die  Schnittpunkte  homologer  Ke- 
gelschnitte zweier  projectivischen  Kegelscbnittbtlschel 
verbinden,  werden  von  einer  Curve  sechster  CUsse  mit 
drei  Üoppeltaugenten  eingobtillt  und  schneiden  sich 
in  den  Funkten  einer  Curve  sechster  Ordnung  mit  sechs 
Doppolpunkten. 
Sind  {,JßC/))J»*K,»...|  nnd  {./ß'CJ/)  {i»i,»...j  die  pro jecU  vischen 
Kegelscbnittbitschel ,  so  wird  %*  von  allen  Kegelschnitten  des  andern  Bfi- 
scbels  in  solchen  Punktgruppen  geschnitten,  dass  die  Verbindungslinien 
derselben  von  einer  Curve  dritter  Classe  K^  eingehüllt  werden,  welche 
auch  die  sechs  Verbindungslinien  der  Punkte  ÄßC'0  berührt.  In  gleicher 
Weise  wird  )?  von  allen  Kegelschnitten  des  andern  Btischels  in  solchen 
Punktgruppen  geschnitten,  dass  deren  Verbindungslinien  von  einer  Curve 
L^  eingehltllt  werden,  welche  die  Verbindungslinien  der  Funkte  ABCD 
berfihrt  Diese  beiden  Curven  haben  die  drei  Geraden  ',f)^,  welche  von 
beiden  Bttscheln  in  denselben  Involutionen  geschnitten  werden ,  zn  gemein- 
schaftlichen Tangenten  und  ausserdem  die  sechs  Verbindungslinien  der 
Schnittpunkte  von  x*  und  V,  Je  zwei  homologe  Kegelschnitte  liefern 
zwei  homologe  Curven  zweier  Curvenschaaren  dritter  Classe,  von  denen 
die  eine  Scbaar  die  Geraden  AB^  AC,  AD,  BC,  BD,  CD  und  t^t^t^,  die 
andere  A'^,  XC,  j(lf,  ffC,  B'I/,  CD'  und  (,(j^  zu  Grundtangeoten 
hat.  Die  Übrigen  gemeinschaftlichen  Tangenten  werden  daher  (vergl.  14) 
von  einer  Curve  Cg  sechster  Classe  eingehilllt,  welche  'i'^'g  zn  Doppnl- 
tangenlen  hat. 

Der  Kegelschnitt  %*  eonstitnirt  mit  dem  Blischel  (l'l,^...)  ein  Kngel- 
schnittnetz;  die  Scheitel  der  im  Netze  vorkommenden  Geradenpaare  liegen 
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aaf  einer  Cnrre  x^  dritter  Ordnung,  welche  darch  nena  feste  Funkte 
gefat,  nkmlich  erttens  durch  die  Scheitel  L^L^L^  der  im  Bttschel  (l'lj*..,) 
vorkommenden  Qeradenpaare  und  zweitens  durch  die  Dopp«1pnakte  T^  T\, 
Tg^'j,  T^T\  der  Involntionen ,  in  denen  t^,  ',,  (,  von  den  Kegelechnit- 
teu  beider  BOscbel  geschnitten  wird.  Anf  dieselbe  Art  rufen  die  Kegel- 
Bchnitte  11,'x,*...  Cnrven  dritter  Ordnung  x,^»,'...  hervor,  welche  sämmt- 
lich  durch  die  neun  Punkte  l,  £,  C,  7^  T",  T,  T',  T,  7',  gehen  und  d eher  ein 
Büschel  bilden. 

Sind  A'i^gJS',  die  Tripelpunkte  des  Büschels  (x'xi*...),  so  ruft  jeder 
Kegelecbnitt  des  Bascbels  (A'lj*...)  mit  diesem  Btlscbel  eine  Curve  (A'ij*...) 
hervor  nnd  es  bilden  alle  diese  Gurren  ein  Btlscbel  mit  den  neun  Grund- 
pnnkten   g,&^if,TiT\TjT\TgT\.     Die  beiden   Bttacbel   (x'k,'...)   und 
(l'il,',..)  lassen   sich  projectiviscfa  auf  einander  beziehen,  wenn  man  je 
zwei  Cnrren  wie  %'  und  i'  einander  zuordnet,  welche  die  Tripclcnrven 
der  Netze  »*X*l^  und  f1t**^'  sind,  in  denen   x'  nnd  1*  entsprechende 
Kegelschnitte  sind.     Daher  ersengen  jene  beiden  Büschel  von  Gurren 
dritter  Ordnung  eine  Cnrve   C^  sechster  Ordnung,    welche  die  Punkte 
r,  T\  r,  T\  7,  T\  zu  Doppelpunkten  bat.     Hiermit  ist  der  zweite  Theil  des 
obigen  Satzes  bewiesen,  da  je  zwei  homologe  Gnrven  der  beiden  Büschel 
(«*...)    und    (!'■..)   sich   in    den    drei    Tripelpunkten    der  BüBcbel    (x'i.*), 
(x,*lj*),    ..,,   welche    durch   bomologe    Kegelschnitte    gebildet   werden, 
schneiden.  Hau  kann  diesem  zweiten  Tbeile  auch  folgende  Fassung  geben: 
16.  Sind    zwei    EegelscbnittbUscbel    projectiviscfa    aufein- 
ander bezogen,   so  bestimmen  je  zwei  homologe  Kegel- 
schnitte ein  Büschel.    Die  Tripelpunkte  aller  dieser  Bü- 
schel liegen  auf  einer  Gurve  sechster  Ordnung,  welche 
die  Punkte  T,  3",  7, T',  Tj 7',  zu  Doppelpunkten  hat,   von 
denen  T,T\,  T^T\,  7gT'g  conjugirte  Punkte  in  Bezug  anf 
beide  Büschel  sind. 

Wenn  man  die  Kegelschnitte  der  beiden  Büschel  auf 
alle  mSglichen  Arten  projectivisch  auf  einander  be- 
zieht, so  erhKlt  man  andere  Cnrven  Cj  und  C,  von  denen 
die  ersten  sttmmtlich  'i^'g  zu  Doppeltaugenten,  die  an- 
deren T^f^T^T'^TgT'^  zu  Doppelpunkten  haben.  Unter 
den  ersten  giebt  es  drei,  welche  in  eine  Gurve  fünfter 
Olasse  nnd  einen  Punkt,  unter  den  letzten  drei,  welche 
in  eine  Cnrve  fünfter  Ordnung  und  eine  der  drei  Ge- 
raden 'i't^  degeneriren.  Jene  drei  Punkte  sind  die 
gegenüberliegenden  Punkte  der  Basen  der  beiden  Kegel - 
schnittbüBchel  in  den  drei  Cnrven  dritter  Ordnung,  in 
welche  der  Ort  der  Schnittpunkte  homologer  Kegel- 
schnitte der  beiden  Büschel  bei  einer  bestimmten  pro- 
jectivischen  Anordnung  derselben  degeneriren  kann. 
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Die  Punkte   T^T\,   TgT",,  T,T\  sind   die  Gegenecken 
eine«  vollständigen  Vieraeita. 

Eine  Curre  secbster  Oidnnng,  welche  die  aecbs  Ecken  eines  voll- 
itftadigeu  Vieraeita  zu  Doppelpunkten  hat,  kann  auf  nnzählige  Arten 
durch  zwei  projectiviache  Büschel  von  Carvcn  dritter  Ordnung  erzeugt 
werden. 

Wenn  eines  der  beiden  KegelschnittbUschel  in  eine  Strahle niuvolatiou 
flhergeht,  so  erleiden  die  vorigen  Sätze  einige  Hodificationen. 

Der  Ort  der  Schnittpunkte  homologer  Elemente 
eines  involntorischen  StrablenbUschels  {A)  und  eines 
zu  ihm  projectivischen  KegelschnittbüacheU  ist  eine 
Curvo  jS"*  vierter  Ordnung,  welche  A  zum  Doppelpunkte 
bat  und  auf  unzählige  Arten  durch  dasselbe  involuto- 
riscbeStrahlenbttschel  und  projectivische^Kegelachnitt- 
hUachel  erzengt  «erden  kann.  Von  den  Basen  dieacr 
KegelBchnittbUschel  kann  ein  Punkt  beliebig  gewählt 
werden;  die  drei  anderen  erhält  man,  wenn  man  durch 
ihn  und  irgend  vier  Schnittpunkte  einee  Strahlenpaa- 
res von  (J)  mit  .Af*  einen  Kegelschnitt  legt  und  deascu 
übrige  drei  Schnittpunkte  mit  X*  bestimmt. 
Aus  14)  ergiobt  aicb,  wenn  das  eine  Büschel  dritter  Ordnung  iu 
eine  Gerade  und  ein  Büschel  zweiter  Ordnung  zerfällt,  der  Satz: 
17.  Zwei  projectivische  Büschel  von  Curven  zweiter  und 
dritter  Ordnung  erzeugen  eine  Cnrve  fünfter  Ordnung, 
welche  durch  die  Grundpunkte  beider  Büschel  geht. 
Es  folgt: 

Zwei  projectivische  Involutionen  vom  zweiten  und 
dritten  Grade  auf  demselben  Träger  haben  fünf  Doppel- 
punkte. 
IS.  Die  Geraden,  welche  die  Schnittpunkte  homologer  Ele- 
mente eines  involutorischen  StrablenbUschels  und  eines 
ihm   projectivischen   Kegelscbnittbfiachela    verbinden, 
haben  als   Gnveloppe  eine  Cnrve  C^  fünfter  CUsse  mit 
zwei  Doppeltangenten  und  schneiden  sich  in  den  Punk- 
ten  einer  Cnrve  C*  vierter  Ordnung  mit  einem  Doppel- 
punkte. 
Eb  aeien  aO),   66,,  cc,,  ...   die  Strahlenpaare  der  Involution  (<^), 
x^  K^',  Kj*,  . ..  die  Kegelschnitte  des  Büschela  {A^A^J^J^.    Daa  Geraden- 
paar aa,  wird  von  allen  Kegelschnitten  x^...  in  Punktpaaren  projectivi- 
scher  Involutionen  geschnitten;  die  Verbindungslinien  homologer  Punkt- 
paare haben  als  Envetoppe  eine  Cnrve  03  dritter  Classe,  welche  die  sechs 
Verbindungslinien  der  vier  Punkte  A^A^A^J^z\i  Tangenten  hat.  Weiter  wird 
der  Kegelschnitt  x'  von  allen  Strahlenpaaren  aa^,bb^,.,.  in  solchen  Funkt- 
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qaadrupeln  geschnitten ,  Amb  die  Verbiiidnngslinieo  der  Pnnkte  eines  jeden 
solchen  Qnadinpels  von  einem  Kegelschnitte  A'  eingehüllt  werden,  wel> 
eher  die  DoppelstnhUn  (fd"  von  (S)  zn  Tangenten  hat.  Die  Curven  a^ 
und  l*  hahen  die  VeThindungslinien  der  Schnittpunkte  von  aa,  nnd  x* 
an  vier  gemeiDschaftlichen  Tangenten  und  da  sie  noch  zwei  andere  ge- 
meiuschaftliehe  Tangenten  haben,  so  mUssen  dies  die  beiden  Geraden  1^ 
und  /j  Hein,  welche  von  beiden  Büscheln  in  denselben  Involutionen  ge- 
schnitten werden.  Auf  gleiche  Weise  werden  dureh  bb^  nnd  it,\  cc^  und 
x,^...  Curven  ßsff-  ^^A  Jj'jl,*...  bestimmt,  so  dass  alte  Curven  "sß^yi-. 
eine  Schaar  mit  acht  gemeiDBchaftlichen  Tangenten  und  A'1,^1,^...  eine 
Kcgelschnittscbaar  mit  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  bilden  und 

ist.  Die  gemeiosameD  Tangenten  homologer  Elemente  beider  Büschel 
haben  als  Enveloppe  eine  Curre  filnfter  Classe  nüt  den  beiden  Doppel- 
tangenten ((  und  f,. 

Femer  sind  die  Tripelcurven  der  durch  die  Curven  an,,  x*',  k,';  bb^, 
%*,  »,•;  €€1,%*,  x'-f  „.constituirtenKegclscfanitttietze  Curven  dritter  Ordnung, 
welche  dnrch  die  Tripelpunkte  A'iA'^A'g  des  Büschels  (k^x,',,.),  durch  S 
und  seinen  conjngirten  Punkt  S'  in  Bezug  auf  dieses  Büschel  und  end- 
lich durch  die  Doppelpunkte  T^  T\  nnd  7*,  T\  anf  (^  nnd  l^  gehen  und 
also   ein  Büschel   bilden.     Wir  nennen  diese  Curven  t^ß^^ ....    Weiter 
bestimmt  jeder  Kegelschnitt  des  Büschels  k'xi'x,'...  mit  dem  Büschel  (5) 
ein  Netz,  dessen  Tripelcurven  in  Gerade  degenerireu,  n&mlich  in  die  Po- 
laren sSjSj...  von  S  nach  «'x,'jij*...,  die  sich  in  S'  schneiden.     Da  nun 
S'(s*,j,...)  A  («'|J*y*...)  ist,  so  erzeugen  beide  Büschel  eine  Cnrve  C* 
vierter  Ordnung,  welche  S'  zum  Doppelpunkte  hat  und  dnrch  die  Punkte 
Ä',Ä'gA',Sjr,  r', /"jr'g   gebt.     Diesem  ResulUt  gehen  wir  noch  die  Form: 
19.  Sind  ein  involntoriscbes  Strahlenbäsohel  und  ein  Kegel- 
schnittbUschet    projectivisch  aufeinander  bezogen,    so 
bestimmen  jo  zwei  homologe  Elemente  ein  Kegelscbnitt- 
bfischel.     Die  Tripelpunkte  aller  dieser  Büschel  liegen 
anf.eiuer  Curve  vierter  Ordnuag,  welche  durch  die  drei 
Paare  von  Punkten  SS\  TyT\,  T^T\  geht,  welche  gleich- 
seitig   in    Bezng   auf  beide   Büschel    conjugirto   Punkte 
sind,  und  £'  zum  Doppelpunkte  bat. 
Es  ist  noch  zn  bemerken,  dass  die  Gerade  SS'  die  neunte  gemein- 
schaftliche Tangente  der  Curven  t^ß^y^ ...  ist. 

(FoiUaliunB  lolat.) 
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VI. 

Kinematiaoh- geometrische  Theorie  der  Bewegung  der  afOn- 

▼erftuderlichen,  ähnlich- veränderlichen  und  itarren 

räumlichen  oder  ebenen  Syiteme. 

Von 
Dr.  L.   BURHBSTER, 

profenor  um  kDulal.  teljtachnikiui  in  DrMd«. 
Hierau  Tftf.  m',  Fig.  4  — 10. 

Bänater  TheiL 
Ein  rftnmlicheB  oder  ebenes  System,  welcbes  sieb  derart  indert,  dase 
parallele  Gerade  parallel  bleiben  und  jede  gerade  Pnnktreihe  in  doe  ähn- 
liche Panktreihe  flbergeht,  wird  ein  affin- veränderliches  System 
genannt;  dasselbe  ist  der  specielle  Kall  eines  coUinear - vetSnderlicfaen 
rKnoilichen  oder  ebenen  Systems,*  dessen  Phasen  bestSndig  resp.  die 
unendlich  ferne  Ebene  oder  unendlich  ferne  Gerade  selbsteotsprechend 
gemein  haben.  In  dieser  Abhandlung  vollen  wir  die  fundamentalen  Be- 
ziehnngon  der  Bewegung  eines  a(%n- veränderlichen  rSamlicben  oder  ebe- 
nen Systems,  welche  die  Bewegung  des  ähnlich- veränderlichen  oder  star- 
ren Systems  als  Specialfall  enthält,  mit  den  einfachsten  synthetischen 
Hilfsmitteln  ableiten  und  uns  ein  übersichtliches  geometrisches  Bild  der 
Bewegnngsformen  erwirkeu,  durch  welches  die  Weiterforschung  geleitet 
nnd  gefBrdert  wird.  Herr  Dnr  Tande**  hat  das  affin  -  veränderliche  ränm- 
ticlie  System  zuerst  analytisch  behandelt  naä  manche  interessante  Be- 
ziehungen auf 'diesem  Wege  abgeleitet  und  angegeben;  aber  dieselben 
verleiben  uns  keine  klare  Einsteht  in  den  Gescbwindigkeits-  und  Beschleu- 
nignngeznstand  des  veränderlichen  Systems,  sondern  verschleiern  die  geo- 
metrische Uebersicbtlichkeit,  wül  er  die  fruchtteiche  Anwendung  der  ans 
den  Lehren    der  piojecti vischen   Geometrie  bekannten  Beziehungen  der 


*  Burmeiter,  Kinematisch -geometrische  Untersuchungen  etc.,  Zeitschrift 
f.  Math.  u.  Phjs.  Bd.  XX,  8.  881. 

••  Cnmptet  Rtndtia  LXXIV,  1334;   LXXF,  1177;  LXXVIII.  1036.     An- 
nala  scietUifi^uts  de  l'ecole  normale  supMeure  (1873J  2.  II,  81.  <- 


Uebei  die  Bewegang  et«.    Von  Dr.  L.  Bubiikbtsk.  109 

AffinitSt  Teraebmälit.  Ferner  hat  Herr  Eirchhoff  in  seiner  „Hatbe- 
mati8clie&  Physik"  *  einige  wichtige  analytische  Beziehangen  des  «ffin- 
T erfinderlichen  ifinmlichen  Bystems  behafa  der  Behandlnng  der  hydro- 
dynamischen Differentialgleichungen  abgeleitet,  nm  zn  den  HelmholtB- 
sehen  Wirbellinien  and  Wirbelfäden  zn  gelangen,  nnd  mehrere  Besnitate 
mitgptbeilt ,  die  anch  ohne  analytische  Darlegnng  ans  der  Definition  des 
affin -Teründerlichen  Systems  hervorgehen;  aber  eine  eingebende  Unter- 
snehnng  der  Bewegung  dieses  Systems  nnd  eine  Ableitnng  der  funda- 
mentalen Beziehnngen  tlber  Geschwindigkeit  nnd  Bes^lennlgang  dessel- 
ben wird  dort  nicht  gegeben. 

Sind  in  Fig.  4,  Tat.  III,  A^B^C^...  nnd  J^B^C,...  kfanliche  Punkt- 
reibea  auf  awei  im  Banme  oder  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden  gi,  g, 
nnd  theiten  wir  die  Verbindnngsstreeken  entsprechender  Punkte  in  gleiche 
TerbXltnisse ,  so  dass 

i4i  ^c  B^  Bf  C^  Cg 
A^  Ag  B^  B^  Cj  C^ 
iat ,  dann  iiegeo  auch  die  Punkte  AsB^C^.,.  auf  einer  Geraden  g^  nnd 
bilden  eine  mit  jenen  Pnnktreiben  Khnliche  Pnnktreibe;  denn  wenn  wir 
J^B^C^.,,  parallel  nach  Arß^J^.,.  nnd  A^ByC^.,.  parallel  nach  Agß^y^ 
Terachieben,  so  e^ebt  sich  ans  unserer  Figur  die  Aehnlicbkeit  jener 
Punktreihen. 

Betrachten  wir  die  Eckpunkte  aweier  in  verschiedenen  Ebenen  liegen- 
der  Parallelogramme  .4,fijC^J>j  und  J,£,6',J>,  (Fig.  5)  als  homologe 
Punkte  von  zwei  affinen  ränmiiehen  Systemen  S^ ,  S^  und  theilen  wir  die 
VerbindungsBtrecken  der  homologen  Punkte  durch  A^,,  B^,  Ca,  B,  be- 
ziehendlicb  in  gleiche  Verhältnisse,  so  dass 

AiA^B^B,  £i^_^ß,_ 
Ä^^~ B,B^'"c^,~ß^,~  " 
ist,  dann  bilden  auch  die  Punkte  A^BuC^D^  ein  Parallelogramm;  denn 
ziehen  wii  A,ß^#^^B^,  A^ß^#A^B„  femer  B^Y^#B^C^,  D,yg'#D^C\, 
8o  liegen  die  Punkte  £,,  C,  resp.  auf  den  Seiten  ßißg,  fiYt  der  entstan- 
denen congmenten  Dreiecke  ^xj3^|3j,  0»yiYt  nnd  theilen  diese  Seiten  in 
die  Verhfiltnisse 

a£^—hz^  —  „ 

nnd  demnach  ist  A;rBx^B,Vji,  Denken  wir  uns  die  Verbindnngs* 
strecken  der  homologen  Bckpnnkte  zweier  Parallelepipede  der  affinen, 
ülinlicben  oder  congruenten  ränmiiehen  Systeme  S,,  S^  durch  Punkte  in 
gleiche  VerhSltnisse  getheilt,  so  bilden  auch  diese  Pnnkte  ein  Parallel- 
epiped,  und  hieraus  folgt,  dass  die  Pnnkte,  welche  die  Verbin- 
dnngsstreeken  homologer  Punkte  zweier  affiner,   ähnlicher 

■  Kircbhoff,  Vorietungen  über  mathematüche  Physik  1876,  10,  Votles. 
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odercoagracnterrKnmlicher  Systeme  5,,^  in  gleiche  Verhält- 
Bisse  theilen,  ein  mit  diesen  Systemen  affines  rSamliches 
System  S,  bilden. 

Dft  beksontlicb  zwei  afiSne  rihimlicbe  Systeme  5|,  S^  ausser  der  unend- 
lich feraeti  Ebene  diei  selbstentsprecbonde  Ebenen  besitsen  (von  denen 
swei  ina^n&r  sein  können),  die  sich  im  Allgemeinen  in  einem  im  Eod- 
tiohen  li^enden  iietb«tentsprcehenden  Punkte  nnd  in  drei  selbslentspre- 
chendea  Gersden  achneiden ,  so  ti&ben  die  drei  affinen  ränmiichen  Systeme 
SjS^S,  dies«  selbstentsprechenden  Elemeatn  gemeinsam.  Wir  erhalten 
hiernach  den  für  nnserG  weitt^.ren  Uetrachtuugen  fundamentalen  Sals: 

1.  UiePitnkte,  welche  die  Vorbindungsstrecken  der  homo- 
logen Punkte  zweier  affiner,  Khnlicber  oder  congruen- 
tei  räumlicher  Systeme  5,,  S^  in  gleiche  VerhSltoisae 
theilen,  bilden  ein  mit  diesen  affines  räumliches  Sy- 
stem Sg,  welches  die  selbstentspTeehenden  Elemente 
von  5,,  Sf  mit  diesen  gemeinsam  hat. 

Bewegt  sich  das  affin-veränderliche  System  S^  aus  der  Systemphase 
5,  in  die  Bjratemphase  S^,  so  durchlaufen  alle  Systempnnkte  ähnliche 
Punktrdhen;  nnd  nehmen  wir  an,  ein  affin  -  veränderliches  räumliches 
System  S  sei  durch  eine  beliebige  krummlinige  Bewegung  in  eine  Phase 
Sj  gelangt  und  alle  Systempunkte  bewegen  sich  von  diesem  lloment  an 
in  der  Richtang  der  Tangenten  ihrer  Bahncnrven  mit  der  ihnen  zugehöri- 
gen Geschwindigkeit,  wobei  das  affin  -  veränderliche  System  S  nach  einer 
Zeitwoheit  in  eine  Phase  S,  gelangt,  dann  tepräaeotirgn  die  Verbindungs- 
strecken  der  homologen  Punkte  von  S^,  S,  die  Grösse  und  Bichtnng  der 
Geschwindigkeiten  der  Systempnnkte  in  der  Phase  S.  Hieraus  folgt  der  Satz : 

2.  Die  Endpankte  der  Geschwindigkeiten  der  System- 
pnnkte einer  Phase  eines  beliebig  bewegten  affin-ver- 
änderlichen, ähnlich-veränderlichen  oder  starren  räum- 
liehen Systems  bilden  ein  affines  räumliches  System. 

Hiemadi  ist  der  Gescbwindigkeitszustaud  einer  Pliase  S^  eines  affin- 
veränderlichen  ränmiichen  Systems  bestimmt,  wenn  die  Grösse  und  Rich- 
tung iij-d,,  B^B„  C^C,,  D^Df  der  Geschwindigkeiten  von  vier  nicht  in 
einer  Ebene  liegenden  Funkten  J^^B^C^D^  der  Phase  S^  gegeben  sind. 
Zu  jedem  Fünften  Punkte  E^  in  S,  erhalten  wir  dann  die  Grösse  und 
Eifihtvng  Si^r  der  Qeschwindigküt ,  wenn  wir  in  S,  den  entsprechenden 
Punkt  E,  oonstrairen,  nnd  die  Gerade  E^Eb  ist  auch  die  Tangente  an 
die  Bahncnrve  des  Punktes  £j.  Die  Phase  5,,  welche  uns  in  Verbin- 
dung mit  S,  ein  klares,  ttb ersichtliches  Bild  des  Geschwindigkeitsinstan- 
des  im  Moment  der  Phase  5,  liefert,  wollen  wir  die  Gescbwindig- 
keitsphase  von  S^  nennen.  Die  selbstentsp rechenden  Elemente  von 
S^  und  S,,  welche  identisch  sind  mit  den  selbstentsprechenden  Elemen- 
ten  von  S,  und  einer  unendlich- nahen  Phase  S«,   bleiben  während  der 
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nneadlicb  kleioen  Bewegung  dei  Phase  5,  nach  S^  in  Bmhe.  Uer  im 
Endlichen  liegende  Gelbstentsprecheode  Punkt  der  unendlich  nahen  Pha- 
sen SiSi  hat  allein  die  Geschwindigkeit  Null  und  soll  dahei  in  der  Folge 
dei  Geschwindigkeitspol  beissen.  Fdr  alle  Punkte  in  den  drei  Selbst- 
en tsp  rechen  den  ffbenen  dieser  Phase  liegen  die  Geschwindigkeitsdch- 
tungen  beziehendlich  in  diesen  Ebenen  und  ffir  alle  Funkte  in  den  drei 
sei  batentsprechen  den  Geraden  liegen  die  Geschw  in  digkettsrich  taugen  resp. 
in  diesen  Geradeu.  Ist  das  bewegte  System  S  ein  Xhalieh - veriluder- 
lichea  oder  ein  starres,  so  gelten  dieselben  Beziehungen,  die  zugehörige 
Geschwindigkeitsphase  S,  ist  mit  dem  System  S  affin;  aber  im  letzten 
Falle  liegt  der  Gescbwindigkeitspol  stets  im  Unendlichen,  wie  sieb  leicht 
aus  der  bekannten  Schraub cnbewcgung  des  starren  Systems  ergiebt. 

Die  Kckpunkto  der  Parallelogramme  J^B^C^Dt  und  A^B^C^D^  (Fig.  5) 
können  wir  auch  als  (entsprechende  Punkte  von  affinen  ebenen  Systemen 
S^,  S^  betrachten,  die  in  zwei  verschiedenen  Ebenen  oder  in  einer  Ebene 
liegen,  und  jene  fundameotalen  Beziehungen  bleiben  auch  für  diese  affi- 
nen ebenen  Systeme  besteben.  Im  letzten  Falle  haben  die  beiden  in 
einer  Ebene  li^enden  Systeme  5,,  5,  bekanntlich  ausser  der  unendlich 
fernen  Geraden  der  Ebene  noch  zwei  selbBtentsprechende  Gerade,  die  ancb 
imaginür  sein  können  und  sich  im  Allgemeinen  in  einem  im  Endlichen  lie- 
genden sei  bstentsp  rechen  den  Funkte,  dem  Geschwindigkeitspol,  schneiden. 

Wir  erbalten  demnach  auch  die  apeciellen  Sätze: 

3.  Die  Punkte,  welche  die  Verbindangsstrecken  der  homo- 
logen Punkte  zwei  in  einer  Ebene  liegender  affiner 
Systeme  5,,  S^  in  gleiche  VerbSUnisse  tboiten,  bilden 
ein  in  derselben  Ebene  liegendes  affines  ebenes  Sy- 
stem Sr,  welches  die  selbstentsprechenden  Elemente 
von  5,,  Sj  mit  diesen  gemein  hat. 

4,  Die  Endpdnkte  der  Geschwindigkeiten  der  System- 
pnnkte  einerPhaseS^  eines  in  einer  festen  Ebene  belie- 
big bewegten  affin-veränderlichen  ebenen  Systems  bil- 
den ein  mit  S^  affines  ebenes  System  S,. 

Sind  in  Fig.  6  J^  ß,  C^  und  J^  B^  C^  entsprechende  Eckpunkte  zweier 
Dreiecke  von  zwei  in  einer  Ebene  liogendeu  ähnlichen  ebenen  Systemen 
5,,  Sj  und  tbeilen  wir  die  Verbindnngsstrecken  der  homologen  Punkte 
in  gleiche  VerhSltnisse,  so  dass 

A^  A, ~  B^B^ ~CjCjr~''' 
dann  bilden  auch  die  Punkte  A^B^C,  ein  mit  jenen  Dreiecken  Xhnlidies 
Dreieck;  denn  ziehen  wir  .4,^,:^  .4,6, ,  A^p^:^  A^B^  jmd  jf^ffifJ^C^, 
AxTfi  #  '^t^t>  Bo  liegen  die  Punkte  B,,  C^  resp.  auf  den  Seiten  ]V,jE^,  y^y^ 
der  erhaltenen  ähnlichen  Dreiecke  ^.^,j3j,  A^y^y^  und  tbeilen  diese  in 
die  Verhttltnisse  ,  , 
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dflmnftcb  iat  ^^BuCx'^  'liB^C^  odbt  jI^B^C^  nnd  diese  Beziehungen  blei- 
ben anch  bestehen,  wenn  die  beiden  Xhnlichen  ebenen  Systeme  in  zwei 
parallelen  Ebenen  sich  befinden.  Da  twei  i»  einer  Ebene  liegende  ähn- 
liche Systeme  8^,8^  im  Allgemeinen  einen  im  Endlichen  liegenden  selbst- 
entsp rechenden  Punkt  beeitsen,  so  ergeben  sich  die  speciellen  SStze: 

5.  Die  Punkte,  welche  die  Veibindnngsstrecken  der  homo- 
logen Punkte  zweier  in  einer  Ebene  liegender  Shnlicber 
Systeme  S„  S,  in  gleiche  VerbSltnisse  theileu,  bilden 
ein  ühaliches  System  Si,  welches  den  selb  st  entsprechen- 
den Punkt  Ton  S,,  S^  mit  diesen  gemeinsam  hat. 

6.  Die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  der  System- 
pnukte  einer  Phase  S^  eines  in  einer  festen  Ebene  be- 
liebig bewegten,  äbnlich-verSnderlichen  ebenen  Sy- 
stems bilden  ein  mit  S^  Shnliohes  ebenes  System  S,. 

Es  seien  in  Fig.  7  J^,  J^,  A^  und  B^,  B^,  B^  reep.  homologe  Punkte 
in  drei  beliebig  liegenden  rKnmlioben  oder  ebenen  Systemen  5,,  S^,  S^, 
deren  Verwandtschaft  eist  im  Nachfolgenden  festgestellt  werden  soll.  Con- 
stmiren  wir  die  beiden  Parallelogramme  Aj  A^  A^  A^  nnd  B^  B^  B^  B^,  welche 
(voransgesetEt,  dass  die  Ecken  A^,  A^  nnd  B^,  B^  gegenüber  liegen)  resp. 
durch  die  drei  homologen  Punkte  A^A^A^  und  B^B^B^  bestimmt  sind,* 
dann  steht  die  erhaltene  neue  Strecke  A^  B^  der  beiden  vierten  Eckpunkte 
der  Parallelogramme  in  einet  folgenreichen  Beziehung  zu  den  Strecken 
^,£j,  jf^Bf,  AgBg.  Ziehen  wir  in  unserer  Figur  afA,#  J^ß^,  ferner 
Bjß^#A^Bg,  so  ist  wegen  der  congruenten  Dreiecke  A^u^A,,  A^B^A^ 
nnAB^ß^B^,  itg^s?,  anch  o^A^^  A^B^i;^  B^ß^TXMA  demnach  a^^^^^,^, 
d.  h.  die  geometrische  Summe  von  A^B^  und  A^B^  ist  gleich  der  geo- 
uetriBchen  Summe  von  A^B^  nnd  A^B^.  Legen  wir'also  in  Fig.  7a  die 
Strecken  1,2,3,4,  welche  resp.  gleich  nnd  parallel  den  Strecken  .^i  fij , 
^,£},  ji^Bf,  A^B^  sind,  an-  einander,  so  bilden  die  vier  Strecken 
1,  2,  3,  4  ein  geschlosaenes  rXnmliches  oder  ebenes  Viereck,  je  nachdem 
jene  drei  homologen  Strecken  A^B^,  A^B^,  \B»  beliebig  im  Räume 
oder  in  parallelen  Ebenen  liegen,  die  auch  in  eine  Ebene  zusam- 
menfallen können.  Und  umgekehrt  ergiebl  sich,  wenn  ein  solches  ge- 
Bcblossenes  rftnmiicbes  oder  ebenes  Viereck  gegeben  ist  nnd  wir  zieheu  die 
drei  Strecken  ^j  Sj ,  A^B^,  ''s^s  '°  beliebiger  Lage  resp.  gleich  und  pa- 


*  Da  drei  Punkte  AtAiA»  drei  verBchiedene  Parallelogramme  beatimman,  ho 
wollen  wir,  mn  diese  Dreideutigkeit  zu  vermeiden,  in  der  Pol ge  unter  dem  durch 
AiAtA,  bestimmten  Parallelogramm  stets  daajenif^  verstehen,  dessen  Ecken  in 
der  Beihenfolge  A,AtAiAt  liegen,  bei  dem  also  A,,  A,  und  A3,  A,  gegenüber- 
liegende Ecken  sind.  ^, '  ^ 
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nllfll  den  Viereckaseitsii  1 ,  2,  3,  constmiran  ferner  die  P«ralIe1ogr«mme 
Ji  A^  Jg  A^  and  B^B^B^  B^,  bo  ist  anch  die  Strecke  /tiBi  gleich  and 
ptirallel  der  Vierecksseite  4. 

Nehmen  wir  nnn  an,  S^S^S^  seien  drei  affine  rBnmliche  Systeme 
nnd  denken  wir  nns  in  diesen  Systemen  nocb  drei  homologe  Strecken 
/,^^,  ./j^g,  y,ß'j  gegeben,  welche  resp.  gleich  und  parallel  den  Strecken 
A^B^,  A^B^,  ^i^%  sind  nnd  durch  die  Parallelogramme  ^^/^  ^^  ^^^ 
8*,  S'^B',  S*^  die  Punkte  j(^,  B',  bestimmt,  dann  gehSrt  zn  den  vi  er  Strecken 
^,0',,  A'^B',,  ^i^t,  ^<^*  dasselhe  Viereck  1234  und  demnach  ist 
auch  im  vierten  System  S^,  welches  von  den  vierten  Eckpunkten  der 
Parallelogramme  gebildet  wird,  die  Strecke  <^4^t  gleich  nnd  parallel  der 
Strecke  A^B^.  Denken  wir  nns  ferner  auf  den  homologen  Oeraden  A^B^^ 
A^B^,  Ä^B^  beEiehendlicb  die  homologen  Punkte  C,,  C^,  (7,  gegeben, 
welche  diese  Strecken  in  gleichem  VerhXltnisse  theilen,  nnd  den  vierten 
Punkt  C^  durch  das  Parallelogramm  C^C^C^C^  bestimmt,  dann  gehört  ea 
den  Strecken  ^,6',,  J^C,,  A^C^,  A^C^  ein  Viereck,  welches  dem  Viereck 
1234  ähnlich  ist;  demnach  liegt  auch  der  Punkt  C^  auf  der  Geraden 
A^Cf  nnd  theilt  diese  Strecke  in  demselben  Verhlltnisse.  Hieraus  folgt 
der  wichtige  Satz,  welcher  aucli  als  specieller  Fall  nns  dem  spKter  folgen- 
den Sattle  16  hervoi^eht: 

7.  Die  vierten  Eckpunkte  der  Parallelogramme,  welche  in 
gleichem  Sinne  durch  je  drei  homologe  Punkte  ron  drei 
affinen  rSnmlichen  Systemen  S^SfS^  bestimmt  sind,  bil- 
den ein  viertes  affines  räumliches  System  S^. 
Ist    in    den    drei    affinen  Systemen    S^S^S^   die   geometrische  Snmme 
von    xwei    iiomologen  Strecken   A^B^,   A^B^   gleich   der  entsprechenden 
Strecke  A^B^,  danu  ist  die  Seite  4  des  zugehörigen  Vierecks  gleich  Null 
nnd   das  vierte  System  S^  sieht  sich  demnach  in  eine  Ebene  zusammen. 
Tritt  dasselbe  noch  hei   drei  anderen  homolt^n  Strecken  der  Systeme 
SjS^S^  ein,   die  aber  mit  jenen  drei  Strecken  nicht  parallel  sind,  dann 
lieht  sich  das  vierte  System  S^  in  eine  Gerade  ansammen  nnd  findet 
dasselbe  schliesslich  noch  wieder  bei  drei  anderen  homologen  Strecken 
statt,   dann   schrumpft  das  vierte  System  S^  in  einen  Punkt  ansammen. 
Nehmen  wir  an,  es  seien  5j5,5g  drei  in  einer  Ebene  liegende  affine 
ebene  Systeme,  dann  erhalten  wir  den  speciellen  Sats: 

S.  Die  vierten  Eckpunkte  der  Parallelogramme,  welche  in 
gleichem  Sinne  durch  drei  homologe  Punkte  von  drei  in 
einer  Ebene  liegenden  affinen  ebenen  Systemen 5jä^^  be- 
stimmt sind,  bilden  ein  viertes  affines  ebenes  System  S^. 
Wenn  in  den  drei  affinen  ebenen  Systemen  S,^^  die  geometrische 
Summe  von  swei  homologen  Strecken  .4,  ff,,  A,  B^  gleieh  der  entsprechen- 
den Strecke  A^B^  ist,  dann  zieht  sich  das  vierte  System  S^  in  eine  Ge- 
rade zusammen   und   wenn   dasselbe   noch  bei  drei  anderen  homologen 
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Btreokeii,  die  mit  jenen  nickt  parftUel  sind,  eintritt,  dann  schnimpft  du 
viert«  System  S^  in  einen  Punkt  suBammen. 

Nehmen  wir  an,  es  seien  S,^S,  drei  in  einer  Ebene  liegende  kfan- 
lidie  ebene  Systeme  nnd  ansser  den  liomologen  Strecken  '^i^n  ^t^n 
M^B^  Mien  noch  die  homologen  Strecken  A^ff^,  '4'i^g,  A^ff^,  welche 
klao  mit  jenen  resp.  denselben  Winkel  bilden,  gegeben  nnd  bestimmen 
wir  zu  diesen  beziehendlich  in  dem  Tierten  System  S^  die  Strecken  A,  B^, 
A^B\,  so  sind  auch  die  Vierecke  1234,  1'2'3'4',  welche  diesen  Strecken 
beziehendlich  angehären,  ähnlich,  nnd  folglieh  bilden  aach  die  beiden 
Strecken  A^B^,  ^ ^f\  denselben  Winkel,  wie  jene  homologen  Strecken- 
paare.    Hiernach  erhalten  wir  den  speciellen  Säte: 

9.  Die  vierten  Eckpunkte  der  Parallelogramme,  welche  in 
gleichem  Sinne  dnrchje  drei  homologe  FnnkleToa  drei 
in  einer  Ebene  ähnlichen   ebenen   Systemen  Sj^^S,  be- 
stimmt  sind,    bilden    ein   viertes  ähnliches  ebenes  Sy- 
stem S^. 
Fallen  zwm  Seiten  des  Vierecks  1234,  z.  B.  2,4,  in  eine  Gerade, 
so  sind  die  homologen  Geraden  der  ähnlichen  Systeme  S^,  S^  parallel  nnd 
diese  Systeme  haben  ähnliche  Lage.     Ist  in  den  ähnlichen  ebenen  Syste- 
men S|Sg  5g  die  geometrische  Snmme  von  swel  homologen  Strecken  ^,  £|, 
J^Bj  gleich  der  entsprechenden  Strecke  A^B^,  dann  schmmpft  das  vierte 
System  St  in  einen  Punkt  zusammen. 

In  Fig.  8  sind  durch  vier  entsprechende  Punkte  drei  homologo  Pa- 
rallelepipede  A^B^C^D^,  J^B^C^D^,  A^B^C^D^  in  den  aFGnen  räumlichen 
Systemen  bestimmt;  constmiren  wir  in  S^  die  entsprechenden  vierten  Eck- 
^mVUt  A^B^C^D^  der  Parallelogramme  A^A^A,A^,  B^B^B^B^,  CiC^CgC^, 
BiBt  B^Of,  so  ist  auch  dnroh  die  vier  Funkte  A^B^C^D^  in  dem  vierten 
System  $4  das  homologe  Parallelepiped  gegeben  und  die  übrigen  ent- 
sprechenden Eckpunkte  der  vier  homologen  Parallelepipede  befinden  sich 
in  den  Ecken  von  Parallelogrammen.* 

Ans  unseren  Darlegungen  ergeben  sich  weiter  die  Tolgenden  SKtze; 
10.  Wird  ein  afftn-veTänderticbes  räumliches  System  5g  durch 
eine  Ursache  in  einer  bestimmten  Zeit  geradlinig  in 
eine  Phase  S,  nnd  durch  eine  andere  Ursache  in  dersel- 
ben Zeit  geradlinig  in  eine  Phase  S,  bewegt,  so  durch- 
laufen, wenn  beide  Ursachen  gleichzeitig  wirken,  die 
Punkte  des  Systems  S^  in  derselben  Zelt  die  Diagonalen 
der  Parallelogramme,    welche    durch  je  drei  homologe 


•  Diese  fOr  unsere  weiteren  Betrachtungen  fandamentalen  Sätze  1  bis  10  ken- 
nen auch  leicht  durch  die  eminent  fruchtbare,  leider  zu  wenig  bekannt«  Methode 
abgeleitet  werden,  welche  H.  OrasamaDu  iu  seiner  „AuBdehunngslehre" 
(Leipiig  1S44,  EWeite  Anagabe  1S7S  und  Berlin  1S6!)  dargelegt  hat  > 
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Punkte  Ton  S^S^Sg  bettimmt  sind,  und  die  vierteD  Gck- 
pnnkte  der  genannten  Farailelagr&mme  bilden  eine 
Phase  S^  des  affin- verXnderlichen   rSnmlicben  Sy- 
stema  S,, 
11.  Wird    ein    in    einer    festen    Ebene   bewegtes   affin-ver- 
änderlicbes    oder   Khnlich- reränderliches   ebenes    Sy- 
stem S^   durch  eine  Ursache  in  einer  bestimmtes  Zeit 
geradlinig  in  eine  Phase  S^  nnd  durch  eine  sweite  Ur- 
sache  in    derselben   Zeit   geradlinig   in   eine    Phase  S^ 
bewegt,   so  durchlanfen,  wenn   beide  Ursachen  gleich- 
zeitig wirken,   die  Punkte  des  Systems  5^  in  derselben 
Zeit  die  Diagonalen  der  Parallelogramme,  welehe  durch 
je  drei  homologe  Punkte  Ton  S^S^S^  bestimmt  sind,  nnd 
die   vierten  Eckpunkte  dieser  Parallelogramme  bilden 
eine  Phase  S^   des   affin-verilnderliehen,   resp.  Xhulich- 
verSnderlichen  ebenen  Systems  S^. 
Nach    diesen  Slltzen  können   wir  die  Phasen   eines  afBu-vetinder- 
lichen   rXamlichen    oder   ebenen  Systems   und    die  Phasen  eines  Shnlieh- 
veränderlichen   ebenen  Systems  in   analoger  Weise   wie  ErKfte  und  Ge- 
schwindigkeiten zusammensetzen  und  zerlegen. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  Jf  (Fig. 9]  in  einem  nnendlieh  kleinen  Zeitthei!  auf 
sMner  ebenen  oder  rXnmIichen  Bahncnrirc  nm  die  nnendlick  kleine  Strecke 
Ton  JV,  nach  JV,  und  in  dem  folgenden  gleichen  nnendlieh  kleinen  Zeittheil 
«nf  seiner  Bahn  nach  ^,,  bewegt  sich  femeT  gleichseitig  mit  W  ein  Punkt  #' 
im  ersten  unendlich  kleinen  Zeittbeil  von  M^  nach  JVg,  im  folgenden  gleichen 
Zeittheil  aber  in  der  Bichtnng  tfj  #]  nach  #',,  so  dass  #,  W,  =s  JV ^ #, ,  dann 
wird  die  unendlich  kleine  Strecke  M'^  M^  die  Deviation  genannt.  Denken  wir 
uns  das  unendlich  kleine  Parallelogramm  JV,  #',Jtf,  #^  constmirt,  so  ist 
iWgtff  die  Richtung  der  Beschlennignng  des  Punktes  Jf,  und  die  Beschleu- 
nigung selbst  ist  bekanntlich  der  Deviation  proportional.*  Da  M^M^ 
=  Jf,tf  j,  SD  ist  die  unendlich  kleine  Strecke  M^M^  auch  die  Diagonale 
des  Parallelogramms  Jf,  Af,.tf,tf^.  Bewegt  sich  ein  affin -ver&nderliches 
rXnmIiches  System  A^  BjC,Dj...  in  einem  unendlich  kleinen  Zeittheil  nach 
A^B^C^D^ ...  nnd  im  folgenden  gleichen  unendlich  kleinen  Zeittheil  nach 
AgB^C^Dg...;  denken  vir  uns  dann  die  unendlich  kleinen  Parallelo- 
gramme A^A^A^A^t  B^B,B^B^,  C^C^CgC,,  D^D^D^D^  n.  s.  w.  constmirt, 
so  ist  nach  obigem  Satze  7  auch  A^B^C^D^.,.  eine  Phase  des  affin-ver- 
Soderliehen  rSumlichen  Systems  und  die  unendlich  kleinen  Verbindunga- 
Btrecken  A^A^,  B^B^,  C^C^,  ß^D^, ...  sind  beziehendlich  die  Richtungen 
der  Beschleunigungen  der  PvnkiB  A^B^C^D^ ....  Denken  wir  nns  femer 
in    diesen  Richtungen    die   Grössen    der  sugefaOrigen  Beschleunigungen 


*  Boliell,  „Tlieorie  der  Bswegtuig  und  der  Ki&fte",  Leipcig  1870,  S.  iM. 
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^t'^f,  ^i^^,  ^i^ri  ^»^v<  •-■!  welche  beziehendlich  den  nnendlich  k1ei~ 
nen  Strecken  M^A^,  B^B^,  CfC^,  D^ß^,...  proportion&l  eind,  aafgetngen, 
so  bilden  die  Endpunkte  A^Ti^C^D^  ...  der  BeBchlennignngeo  ein  mit 
A^B^C^D^ ...  «ffines  rSnmlicbeB  System  S^.  Wir  erhKlten  hiernach  den 
wichtigen  rolgenreichen  Sats: 

12.  Die  Endpunkte  der  Beschlennignagen  der  System- 
punkte einer  Plinee  eineo  beliebig  bewegten  affin-ver- 
Xnderlichen,  ähnlich-verltnderlichen  oder  starren  räum- 
lichen Systems  bilden  ein  Affines  rXumliches  System. 

Nennen  wir  du  System  S^  der  Endpunkte  der  Beschleunigungen 
die  Beschlennigungsphase,  so  entspricht  jeder  Phase  des  veränder- 
lichen TkumUcben  Systems  eine  affine  Beschleunignngspbase  und  die  Ver- 
binduDgsstrecken  der  homologen  Punkte  der  Systemphase  und  der  zu; 
gehffrigen  Beschleunigangspfaase  repräsentiren  die  Grösse  und  Richtnng 
der  Besehlennignngen  der  Systempunkte.  Diese  wichtige,  interessante 
Beiiehnng  liefert  ein  klares,  Übersichtliches  Bild  des  BeschlennignngH- 
sustandes  eines  affin-Teränderlicfaen,  ähnlich -veränderlichen  oder  starren 
räumlichen  Systems  nnd  wird  die  Grundlage  für  unsere  weiteren  Unter- 
suchungen bilden. 

Eine  Systemphase  S^  und  die  augehörige  Beschleunigungsphase  S^ 
bflsitien  als  affine  räumliche  Systeme  im  Allgemeinen  drei  im  Endlichen 
liegende  selbstentsprechende  Ebenen,  die  sich  in  drei  sclbstentsprech en- 
den Geraden  nnd  in  einem  selbstentsprechenden  Punkte  schneiden.  Diesen 
seihstentsprechendeu  Punkt,  den  einzigen,  dessen  Beschleunigung  gleich 
Null  ist,  wollen  wir  den  Beschleunigungspol  nennen.  Für  alle  in 
den  drei  selbstentsprechendcn  Kbenen  liegenden  Systempunkte  der  be- 
treffenden Phase  liegen  die  Beschlennignngsricbtnngen  beziehendlicb  in 
diesen  Ebenen  und  für  alle  in  den  drei  sei  bstentsp  rech  enden  Geraden 
liegenden  Systempunkte  fallen  die  Beschleunigungsrichtungen  resp.  in 
diese  Geraden.  Da  die  affinen  räumlichen  Systeme  Sg,  S^  durch  vier 
nicht  in  einer  Ebene  liegende  homologe  Punkte  bestimmt  sind ,  so  erhal- 
ten wir  den  Satz; 

13.  Sind  durch  A^Af,  B,  B^,  C^C^,  Dg  P^  die  Grössen  und 
Bichtangen  der  Besehlennignngen  von  vier  nicht  in 
einer  Ebene  liegenden  Punkten  AiB^cC^Dg  einer  Phase 
S.  eines  affin-veränderlichen,  ähnlich-veränderlichen 
oder  starren  r'äumlichen  Systems  gegeben,  so  ist  der 
Beaehleunignngsznstaud  derPhase  bestimmt,  nnd  wenn 
man  zn  einem  beliebigen  fUnften  Punkte  E,  der  Phase 
5«  den  entsprechenden  Punkt  £^  in  der  affinen  Beschleu- 
nigungsphase Sy  construirt,  so  repräsentirt  E^E^  die 
Gr6s«e  nnd  Richtung  der  Beschleunigung  des  Punk- 
tes E,. 
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Betrscbten  wir  ein  in  einer  festen  Ebene  bewegtes  «F6n-vnrXnder- 
liebea,  Shnlicb  -  verSuderlichAS  oder  fltarres  ebenes  SyBtem,  ao  gelten  nacb 
den  oben  abgeleiteten  Sützen  di<^  analogen  Beziebnngen  and  es  ergeben 
sieh  die  folgenden  Sätze: 

14.  Sind  durch  ^,  rf^,  fi,  ß,,  C^C^  die  Grössen  und  Rieb- 
tan  gen  der  Bescblennignngen  von  drei  nicbt  in  einer 
Geraden  liegenden  Punkten  ^x^*C,  einer  Pbase  S,  eine« 
■  ffin-TerSnderlicheu  ebenen  Systems  gegeben,  eo  ist 
der  BeBcblennigangszustand  der  Phase  bestimmt,  und 
wenn  man  zn  einem  beliebigen  vierten  Punkte  n^  der 
Pbaso  S^  den  entsprecbenden  Pnnkt  I>q,  in  der  affinen 
ebenen  Bescblenuigungsphase  S^  construirt,  so  roprS- 
sentirt  D^Dip  die  Grösse  nnd  Ricbtnng  der  Beschlenni- 
gnng  des  Punktes  D^. 

15.  Sind  durch  A^A^,  B^B^  die  GrSascn  und  Ricbtnngen  der 
Bescblennignngen  von  zwei  Fnnkten  A^B^  einer  Pbase 
S,  eines  Shnlicb-verXnderlicben  oder  starren  ebenen 
Systems  gegeben,  so  ist  der  Bescbleunignngsznstan d 
der  Pbase  bestimmt,  and  wenn  man  zn  einem  beliebi- 
gen dritten  Punkte  C,  der  Phase  S,  den  entsprechenden 
C^  in  der  ähnlichen  ebenen  Beschleun  ignngspbase  S^ 
construirt,  ho  reprSsentirt  C^C^  die  Grösse  und  Rich- 
tung der  Bescblennignng.des  Punktes  C,. 

Denken  wir  uns  fUr  alle  Phasen  des  veränderlichen  Systems  dpu 
aeltntentsprechenden  Punkt  mit  der  resp.  zugehörigen  Beschlennignngs- 
phase  bestimmt,  so  bilden  diese  selbstent  sprechen  den  Punkte,  die  wir 
Bescblennignngspole  genannt  haben,  eine  Curre,  welche  wir  die  Be- 
flcbleunigungEpolbahn  nennen  wollen;  und  wenn  wir  zu  diesen  den 
verschiedenen  Phasen  angehörenden  Beachlennigungspolen  '  die  entspre- 
cbenden Punkte  in  einer  bestimmten  Systemphase  S^  oonstruiren,  so 
erhalten  wir  in  S,  eine  Carve,  welche  wir  die  Bescblennigungspol- 
eurve  nennen.  Diese  Curre  in  dem  verSnderlichen  System  hat  demnach 
die  Eigenschaft,  dass  ihre  Punkte  Bnccessive  die  Beschleunigung  Null 
erhalten. 

Die  BeBiehuDgen  zwischen  Geschwindigkeit  und  Beacbleunigung 
erster  Ordnung  sind  dieselben,  wi^  zwischen  Beschleunigung  erster  and 
zweiter  Ordnung  u.  s.  f.  Demnach  gelten  alle  Resultate,  weiche 
wir  fUr  die  Beacbleunigung  erster  Ordnung  ableiten,  auch 
ftlr  die  Bescblennigung  zweiter  and  höherer  Ordnung. 

Beschreiben  vier  nicbt  in  einer  Ebene  liegende  Paukte  ABCD  eines 
affin -verXnderlichen  räomlichen  Systems  auf  vier  ebenen  oder  räumlichen 
affinen  Curven  affine  Punktreiben  nnd  nehmen  wir  einen  beliebigen 
fDnften  Systempankt  £  an,    legen    durch    den  Schnittpunkt  G,   den    die 
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elende  DE  mit  der  Ebene  ABC  bildet,  in  diese  Ebene  eine  beliebige 
Gerade,  welche  die  Geraden  AB,  AC  resp.  in  den  PoDkten  p,  y  trifi^, 
dftnn  bescbreiben  nach  dem  Satse  I  snch  ^,  y  auf  affinen  Cnrven  affine 
Pnnktreiben;  dasselbe  gilt  dann  ron  dem  Punkte  G  nnd  folglich  anch 
von  dem  auf  Ci>  liegenden  Punkte  E.     Hiernach  erhalten  wir  den  Satz: 

16.  Besebreiben  vier  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Syatero- 
pnnkte  eines  affin-verSnderlichen  rSnmlicben  Systems 
auf  vier  ebenen  oder  TXumtiefaen  affinen  Cnrven  affine 
Pnnktiethen,  so  gilt  dasselbe  von  allen  Systempnnkten. 

Beschreiben  iiBr  drv!  Punkte  eines  affin -verSuderiicben  rKnmlicben 
Systems  auf  drei  ebenen  oder  rKttmlicben  affinen  Cnrven  affine  Punkt- 
reihen, so  gilt  dasselbe  nur  von  den  System p n nkten ,  die  in  der  durch 
jene  drei  Punkte  bestimmten  Ebene  liegen. 

Die  Bahncurven  der  Punkte  einer  Systemcnrve  eines  bewegten  affin- 
verKnderlichen  rünmlichen  Systems  erfüllen  die  durch  die  Phasen  dieser 
Systemcnrve  gebildete  Fl Kche,  welche  wir  die  Bnhn  fläche  dieser  Syst em- 
curve  nennen  wollen.  Aus  dem  eben  abgeleiteten  Satze  16  folgt  dann 
die  Umkebrbarkeit  der  betreffenden  Bewegung. 

17.  Die  Bahncurven  der  Punkte  eioer  Systeroenrve  L  eines 
affiu -veränderlichen  räumlichen  Systems  S,  dessen 
Pnnkte  auf  affinen  Bahncurven  affine  Pnnktreihen  be- 
schreiben, können  als  die  Phasen  einer  Systemcurve  A 
eines  andern  affin-verXnderlichen  rXumlicben  Systems 
S  angesehen  werden,  dessen  Punkte  auf  den  erstarrt 
gedachten  Phasen  der  Curve^  affinePunktreiben  dnrch- 
scbreiten;  und  die  Phasen  der  in  £  liegenden  System- 
curve A  erzeugen  dieselbe  BahnflKche,  welche  dnrch 
die  Phasen  der  in  S  liegenden  Systemcurve  L  gebildet 
wird. 

Da  alle  Hyperbeln,  alle  Ellipsen,  alle  Parabeln  bezieh  endlich  affine 
Cnrven  sind,  so  ergiebt  sich  ans  16  der  specielle  Säte: 
IS.  Beschreiben  vier  nicht  in  einer  Ebene  liegende  System- 
punkte  eines  affin-veründetlicben  rSnmlichen  Systems 
affine  Punktreihen   auf  vier  Hyperbeln,   Ellipsen  oder 
Parabeln,     so     beschreiben    alle    System  punkte    affine 
Pnnktreih'en   resp.  auf  Hyj>erbeln,  Ellipsen  oder  Para- 
beln und   die  Mittelpunkte  der  Hyperbeln,   wie  die  der 
Ellipsen  bilden  ein  affines  räumliches  System. 
Diese  Kegelschnitte  kSnnen    auch   zum  Theil   in  eine  Gerade  über- 
geben.    Die  Hyperbel  kann  in  eine  ins  Unendliche  gehende,  durch  zwei 
Pnnkte   im  Endlichen   begrenzte  Gerade  ausarten;   eine  Ellipse  kann  in 
eine  gerade  Strecke  flbergeben  nnd  eine  Parabel  kann  zu  einer  einseitig 
begrenzten,  ins  Unendliche  gehenden  Geraden  degeneriren  ^. 
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lat   die  Bewegung    eines  Punktes   anf  einer  BUipse  affin   mit  der 
gl«iehfSrniigen  Bew^^ng  ^nea  Punktee  auf  einem  Kreis«,  so  wird  jene 
Bewegung  in  der  Physik  eine  harmonische,  die  UmUnfszeit  eine  Pe- 
riode  genannt,   and   bei   dieser  Bewegung  ist  die  Bescblennignng  stets 
nach  dem  Elli paen mitte Ipnnkt  gerichtet  und  dem  Abstände  des  bewegten 
Punktes  von  dem  Bllipsen  mittel  punkte  proportional.     Hiernach  folgt  der 
Sau: 
19.  Bewegen   sich  vier  nicht  in   einer   Eibene  liegende   Sy- 
stempnnkte   eines  affin-verSnderliohen  rSnmlichen  Sy- 
stems  harmonisch   gleicbperiodisch   auf  vier  Ellipsen, 
so  bewegen  eich  alle  Systempnnkte  harmonisch  gleich- 
periodisch anf  Ellipsen  und  die  H itlelpnnkte  doiselben 
bilden  ein  affines  r&nmliches  System. 
Diese  Ellipsen  können  anm  Theil  in  gerade  Strecken  aoearten,  anf 
denen  sich  die  betreffenden  Punkte  harmonisch  bewogen. 

Denken  wir  uns  sn  jeder  Phase  des  so  bewegten  veifinderlichen 
Systems  die  EUgehSrige  affine  Beschleanignngsphnse  bestimmt,  so  thülen, 
weil  die  Beschlennigung  dem  Abstände  von  dem  betreffenden  BlUpsen- 
mittelpunkte  proportional  ist,  die  Ellipsen  mittel  pnnkte  besiebendlicb  die 
Veibtn dun gastr ecken  homologer  Pnnkte  von  je  einer  Systemphase  nnd 
augehBriger  Beschlennignngsphase  in  gleiche  Verhflltuisse,  daher  ist  der 
aelbstentsprechende  Punkt  je  aweier  dieser  Phasen  identisch  mit  dem  selbst- 
entsp  rechen  den  von  der  betreffenden  Systemphase  nnd  dem  festen,  an- 
veränderlichen  affinen  liittelpnnktsystem.  Bestimmen  wir  alao  alle  Selbst- 
en tsprechenden  Punkte,  welche  die  verschiedenen  Systempfaasen  mit  dem 
festen  Hittelpnnktaystem  bilden,  so  erhalten  wir  die  Beschleunigungspol' 
bahn,  und  wenn  wir  zu  den  Beschlennignngspolen  dieser  Syatemphasen 
die  entsprechenden  Punkte  in  einer  bestimmten  Systemphaee  Sj  construirt 
denken,  so  erhalten  wir  in  S,  eine  Phase  der  Bescfaleunignngspolcurve. 
Die  Pnnkte  dieser  Cnrve  fallen  während  der  Bewegung  successive  mit 
den  Besebleunignngapolen  ausammen  und  folglich  bewegen  sich  die  Pnnkte 
der  Besehlennignngspolenrve  harmonisch  auf  geraden  Strecken,  in  welche 
die  elliptischen  Bahnen  dieser  Pnnkte  ausarten.  Da  in  den  Endpunkten 
dieser  geraden  Strecken  eine  BUckkebr  der  Bewegung  stattfindet,  so  bil- 
den diese  Endpunkte  die  Geschwind igkeitspcilb ahn  des  verKnderlichen 
Systems. 

Durch  analoge  Betrachtungen  ergeben  sich  die  folgenden  Resultate 
für  ein  in  einer  festen  Ebene  bewegtes  affin  -verXnderlichee  ebenes  System. 
30.  Besehreiben  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Sy- 
etempunkte  eines  afrin-verinderlichen  ebenen  Systems 
affine  Punktreihen  anf  drei  in  einer  Ebene  liegenden 
affinen  Cnrven,  so  gilt  dasselbe  von  allen  System- 
pnnkten.  >- 

•  * 


130  lieber  die  Bewegung  etc. 

Die  Bahncnrvec  der  Paukt«  einer  Sfstemcnrre  eines  bewegten  affin- 
veränderlichen  ebenSD  Systenu  omhUllen  dieselbe  Cnrve,  welche  von  den 
Phasen  dieser  Syatemcarve  amhülU  wird  and  welche  wir  die  Hüllbabn- 
onrve  nennen.  Ans  20)  eigiebt  sich  dann  die  Umkehibarkeit  d«r  Be- 
wegung: 

21.  Die  Bahncnrren  der  Punkte  einer  Systemcnrve  C  eines 
arrin-veränderlichen  «benen  Systems  S,  dessen  Punkte 
anT  affinen  ebenen  Bahncarren  affine  Pnnktreiben  be- 
Bcbreiben,  ksnnen  als  Phasen  einer  Systemen rve  i^ eines 
andern  affin-verSnderliclien  ebenen  Systems  £  ange- 
sehen werden,  dessen  Punkte  anf  den  erstarrt  gedach- 
ten Phasen  der  Cnrve  C  affine  Punktreihen  durchsehrei- 
ten; nnd  die  Phasen  der  in  2  liegenden  Systemearve  /' 
nmbttllen  dieselbe  HUUbnhncarve,  wiedie  Phasen  derin 
5  liegenden  Systemcarve  C. 

Femer  orgeben  sich  die  folgenden  speciellen  SKtze: 

22.  Beschreiben  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Sy- 
stempunkte  eines  affin-veränderlichen  ebenen  Systems 
affine  Pnnktreiben  auf  drei  Hyperbeln,  Ellipsen  nder 
Parabeln,  so  beschreiben  alle  Systempunkte  affine 
Pnnktreiben  resp.  anf  Hyperbeln,  Ellipsen  oder  Para- 
beln, und  die  Mittelpunkte  der  Hyperbeln,  wie  die  der 
Ellipsen  bilden  ein  ebenes  affines  System. 

23.  Bewegen  sich  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegendeSy- 
stempunkte  eines  affin-veränderlichen  ebenen  Systems 
harmonisch  gleichperiodisch  auf  Ellipsen,  so  bewegen 
sich  alte  Systempnnkte  harmonisch  gleicbperindisch 
anf  Ellipsen  und  die  Uittelpankte  derselben  bilden  ein 
affines  ebenes  System. 

Diese  Ellipsen  können  sum  Tfaeil  in  gerade  Strecken  tibergehen  nnd 
dann  bilden  die  Endpunkte  dieser  Strecken  die  Gescbwindigkeitspolbahn 
des  veränderlichen  ebenen  Systems. 

Bewegen  sich  awei  Punkt«  eines  afiSn  -  veränderlichen  ebenen  Systems 
mit  gleicher  Winkelgeschwindigkeit  in  gleichem  Sinne  anf  zwei  in  einer 
Ebene  liegenden  Kreisen,  dann  bewegen  sich  alle  Punkte  ihrer  Verbin- 
dungsgeraden mit  gleicher  Winkelgeschwindigkeit  in  gleichem  Sinne  anf 
Kreisen.  Haben  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Pnnkt«  eines  affin- 
veränderlicben  ebenen  Systems  solche  Bewegungen ,  so  gilt  dasselbe  von 
allen  Systempunkten  nnd  die  Mittelpunkte  der  Bahnkreise  bilden  .ein 
affines  ebenes  System;  bewegt  sich  aber  der  dritte  Syatempunkt  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  mit  derselben  Winkelgeschwindigkeit,  welche  die 
beiden  ersten  Punkte  besitsen,  anfeinem  Kreise,  dann  beschreiben  ausser 
diesen  drei  Punkten  nur  noch  die  auf  der  Verbindung  der  «rstgensnnten 
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beiden  Punkte  liegenden  Systempnnkt«  Kreise,  ftlle  übrigen  bevegen  sich 
humoniBch  auf  BUipeen. 

Beacbreiben  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Punkte  ABC  eines 
affin -veränderlichen  ebenen  Systems  ähnliche  Pnnktreihen  anf  drei  in 
einer  Ebene  befindlichen  Hhnlichen  Cnrven  nnd  nehmen  wir  einen  belie- 
bigen vierten  Systempnnkt  ß  an ,  legen  durch  ihn  eine  beliebige  Gerade, 
die  AB,  AC  resp.  m  ß,y  trifft,  dann  beschreiben  nach  dem  Satze  5  ancfa 
die  Ponkte  p,  y  fthnliche  Pnnktreihen  auf  ähnlichen  Cnrven  nnd  dasselbe 
gilt  somit  ancfa  von  dem  Punkte  D.     Dies  giebt  den  Satz: 

24.  Beschreiben  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Sy- 
Btempnnkte  eines  affin- veränderlichen  ebenen  Systems 
ähnliche  Pnnktreihen  anf  drei  in  einer  £beue  liegenden 
ahnlichen  Cnrven,  so  gilt  dasselbe  von  allen  System- 
pnnkt en. 

Hieraus  folgt  mit  Rficksicht  anf  die  in  dem  Satze  21  ansgeep rochen e 
Umkehrbarkeit  der  Bewegung: 

25.  Beschreiben  zwei  Punkte  eines  ähnlich-veränderlichen 
ebenen  Systems  affine  Pnnktreihen  anf  zwei  in  einer 
Ebene  befindlichen  affinen  Curven,  so  gilt  dasselbe 
von  allen  Systempnnkten. 

26.  Bewegen  sich  zwei  Punkte  eines  ähnlich  •  veränder- 
lichen ebenen  Systems  harmonisch  gleichperiodisch 
auf  zwei  Ellipsen,  so  bewegen  sich  alle  Systempnnkto 
harmonisch  gleichperiodisch  auf  Ellipsen  nnd  dieHit- 
telpvnkte  derselben  bilden  ein  jenem  ähnliches  System. 

Diese  Ellipsen  kOnnen  zum  Theil  in  gerade  Strecken  ausarten,  anf 
denen  sieb  die  betreffenden  Punkte  harmonisch  bewegen.  Die  Endpunkte 
dieser  geraden  Strecken  erfüllen  die  Geschwindigkeitspolbabn.  Denken 
wir  uns  zu  jeder  Phase  des  so  bewegten  ähnlich -veränderlichen  ebenen 
Systems  die  zugehörige  ähnliche  Beschleunignngspbase  bestimmt,  so  thei- 
len  die  Ellipsenmittelpnnkte  die  Verbin  da  ngsstrecken  homologer  Punkte 
von  je  einer  Systempbase  und  zugehöriger  fiesehleunigungsphase  in  gleiche 
Verhältniste  nnd  die  Beschleunigungsrichtung  eines  Systempnuktes  geht 
beständig  durch  den  entsprechenden  Ell ipsenmittelp unkt. 

Wenn  zwei  Punkte  eines  ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems  sich 
hannoniich  gleichperiodisch  anf  zwei  in  seiner  Ebene  liegenden  geraden 
Strecken  bewegen,  dann  laufen  die  anderen  Systempnnkte  harmonisch 
gleich  periodisch  anf  Ellipsen  nnd  auf  geraden  Strecken;  nnd  hierin 
ist  die  besondere  Bewegung  einea  starren  ebenen  Systems,  von  dem  zwei 
Punkte  sich  anf  Geraden  bewegen,  als  ganz  apecieller  Fall  enthalten. 

Ist  bei  der  im  Batz  19  ausgesprocheucn  harmonischen  Bewegung  die 
Beschlenuigung  eines  Paukles  des  afUn- veränderlichen  räamlichun  Sy- 
stems  beständig  gleich   dem  Abstände  dessetben  von   dem  Mittelpunkte 
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seiner  elliptischen  Bahn,  dann  gilt  dasselbe  von  allen  Syalempnukleu j 
die  Beschleunigungsphue  Sq,  igt  dann  starr  und  identisch  mit  dem  System 
der  Hittetpunkte  der  elUptiachen  Bahnen. 

Sind  in  Fig.  10  avei  in  einer  Khene  liegende  affine  ebene  Systeme 
Sj,  Sg  gegeben,  so  können  vir  leicht  den  geometrischen  Ort  derjenigen 
homologen  Funkte  dieser  Systeme  bestimmen,  deren  Verbin  düngest  recken 
gleich  einer  gegebenen  constanten  Slreck<^  m  sind.  Nehmen  wir  an,  es 
seien  ''i  £,  ■■.  und  A^B^...  homologe  Punkt  reihen  auf  den  entsprechen- 
den Geraden  /,,  /,  und  P  sei  der  sei  betentsp  rech  ende  Punkt  von  S^,  S,; 
dann  sieben  wir  die  entsprechenden  Strahlen  PA^,  PA^,  beschreiben  nm 
P  mit  m  als  Badins  einen  Kreis  k,  sieben  den  Kreuradins  P(i\\AfA^, 
aA\\\l'Af  und  .^,  ^j  {j  ,4|  ^, ,  so  ist  X^d^^m  und  •/,  ,^'|  sind  homologe 
Funkte  in  i9, ,  S^,  deren  Verbindungsstrecke  gleich  der  constanten  Länge 
m  ist.  In  gleicher  Weise  erhalten  wir  die  homologen  Funkte  ^,  ^j, 
indem  wir  den  Ereisrsdins  J'^||S,ß,,  ^h\\^PB^  und  Bt^^BWB^B^ 
ziehen.  Dann  bilden  die  Punkte  ^x^i  ■■■  und  a\ B\  .  .  resp.  den 
genannten  geometrischen  Ort  in  5,  und  £, .  Betrachten  wir  S,  als  Phase 
eines  affin -veründerlicben  ebenen  Systems  und  S^  als  engehörige  Ge- 
schwindigkeitsphasQ  oder  Beschleunigungsphase ,  so  bilden  J\B'j...  be- 
ziehendlicb  den  geometrischen  Ort  der  Systempunkte,  welche  gleiche  Ge- 
schwindigkeit oder  gleiche  Beschleunigung  besitzen.  Wir  wollen  nnn  heirei- 
sen,  dasa  dieser  geometrische  Ort  eine  Ellipse  ist,  deren  Mittelpunkt  mit  /' 
Eosammenmit'  Die  Verbindungsgeraden  der  homologen  Punkte  .^i^,, 
B^B^,  ...  umhüllen  eine  Parabel  x,  weil  die  Pnnktreihen  •4, ff,  ...  und 
■AfB^  ...  Abnlteh  sind.  Die  beiden  durch  P  gebenden  Geraden  A,  i, 
welche  die  homologen  Punkte  EyH^,J^^J^  verbinden,  sind  die  selbstent- 
sprechenden  Geraden  in  den  affinen  ebenen  Systemen  S^,S^;  diese  Selbst- 
en (sprechenden  Geraden^  welche  in  unserer  Figur  reell  sind  und  auch 
imaginär  sein  können,  sind  Tangenten  der  Parabel  n  und  daher  reell 
oder  imaginür,  je  nachdem  P  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Parabel  >c 
liegt.  Betrachten  wir  nun  PuA\a\  and  Pph\ff^  besiehendlicb  als  ent- 
sprechende Funkte  in  affinen  ebenen  Systemen  Z„  und  £f,  so  sind  aach 
in  diesen  Systemen  die  Geraden  h,  i  selbstent sprechende  Gerade;  denn 
als  reelle  oder  imagiuHre  Tangenten  der  Parabel  n  theilen  sie  die  Ver- 
bin dnngsslrecken  'ifA^  and  BjB^  in  gleiche  VerhSltnisse  und  folglich 
auch  die  parallelen  Strecken  a\a\  und  ß ^B\.  Betrachten  wir^^Xj).,. 
als  Phasen  eines  affin  •  veränderlichen  ebenen  Systems  1\  so  sind  in  die- 
sen die  Geraden  A,  t  und  der  Punkt  P  als  selbstentsprechende  Elemente 
fest  und  ein  Funkt  des  Systems  durchläuft  den  Kreis  k.  Nach  einem 
frtther  bewiesenen  allgemeinen  Satse*  folgt  dann,  dass  alle  Systempunkte 

*  Bnrmester,  Kinematisch -geometrische  Unt«i«uchungen  etc.,  Zeitschrift  f. 
Math.  n.  Pbjs.  Bd.  20,  3.  38t.  ^. 
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von  S  Gnrven  beschreiben ,  die  mit  dem  Kreise  k  affin  sind  und  in  affi- 
nen Systemen  liegen,  welche  dieselben  selbsten  Isprech  enden  Elemente  h, 
t,  P  besitaen.  Demnach  ist  die  Curve  ^',  ß', ...,  sowie  die  Gurre  jf^  Ö',  ... 
eine  Ellipse  mit  dem  Mittelpunkte  P.    Hiemach  ergeben  sich  die  Sätze: 

27.  Der  geometrische  Ort  der  Systempnnkte  einer  Phase 
eines  afHu  -  Teränderlichcs  ebenen  Systems ,  welche 
gleiche  Geschwindigkeit  besitzen,  ist  eine  Ellipse, 
deren  Mittelpunkt  der  Geschwindigkeitspol  ist. 

28.  Der  geometrische  Ort  der  Systempunkte  einer  Phase 
eines  affin -veränderlichen  ehenen  Systems,  welche 
gleiche  Beschleunigung  besitzen,  ist  eine  Ellipse,  deren 
Hittelpunkt  der  Beschleuntgnngspol  ist. 

Jeder  coostanten  Geschwindigkeit  entspricht  eine  Ellipse,  welch«  fttr 
die  Geschwindigkeit  gleich  Null  in  den  Geschwindigkeitspol  zusammen- 
schrumpft; und  alle  diese  Ellipsen  sind  affine  Curven  in  ebenen  affinen 
Systemen,  die  dieselben  sei  baten  tsprechenden  Elemente  beaitaen,  welche 
die  betreffende  Systemphase  mit  ihrer  unendlich  nahen  Phase  oder  mit 
ihrer  Geschwindigkeitsphase  gemein  hat.  Ebenso  entspricht  jeder  con- 
stanten  Bosch leuuigung  eine  Ellipse,  welche  f^r  die  Beschleunigung  gleich 
Null  in  den  Beschleunignngspol  ausammenschrampft;  und  alle  diese  El- 
lipsen sind  afßne  Cnrren  in  ebenen  affinen  Systemen,  die  dieselben  Selbst- 
en tsprechen  den  Elemente  besitzen,  welche  die  betreffende  Systempbase 
mit  der  zugehörigen  Beschlennignngsphase  gemein  bat.  Da  die  Strecken 
a'x^^,  fi'jfi'j,  ...  constant  sind  und  die  selbstentsprechenden  Geraden 
h,  i  die  Verhiadungsstr ecken  homologer  Punkte  der  affinen  Systeme  5,  ^ 
in  gleiche  Verbftltnisae  theilen,  so  sind  auch  die  Strecken  n^Oi,  ^w^n,  .-.■, 
welche  die  Geraden  h,i  anf  diesen  Verbindungestrecken  beatimnien,  con- 
stant. Wenn  wir  also  die  constante  Strecke  a^oi  zwischen  den  Geraden 
A,  I,  falls  diese  reell  sind)  gleiten  lassen,  so  beschreiben  die  Funkte  Ä^ 
und  ./)  resp,  die  homologen  Ellipsen  e^  und  e^.  Wir  wallen  eine  Ellipse, 
deren  Punkte  gleiche  Geschwindigkeit  besitzen,  eine  Geechwindigkeits- 
ellipse  and  eine  Ellipse,  deren  Punkte  gleiche  Beschleunigung  haben, 
eine  BeschlennignugBellipse  nennen.  Bei  einem  fibnlich-veränder- 
licben  oder  starren  ebenen  System  gehen  diese  Ellipsen  in.  concentrische 
Kreise  aber,  deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  resp.  der  Geschwindigkeits- 
pol oder  Beschlennigungspol  ist. 

Die  FuudamentalsStze  2  und  12  liefern  ein  klares.  Übersichtliches 
Bild  des  Geschwindigkeits  -  nnd  Bescblennigungszustandes  einer  Phase 
S^c  eines  affin -TerXnderlichen,  ähnlich -verKuderlichen  oder  starren  räum- 
Uefaen  Systems  S.  Der  Beseht eunignngseu stand  in  einer  Phase  S^  des 
Terknderltcben  Systems  ergiebt  sich  als  identisch  mit  dem  Geschwindig- 
keitsanatande,  der  auftritt  bei  der  geradlinigen  gleichförmigen  Bewegung 
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des  affin  -  veräaderlicheD  Systems  von  der  Pbase  S«  nach  der  sagebSrigeu 
Bescbleunignogsphase  Sq,  in  der  Zeiteinheit.  Denken  wir  nns  za  einer 
Pbase  S,  des  Teränderlicben  Systems  die  zugebSrige  affine  GeschwindiglEeitB* 
pbase  St  bestimmt,  so  gel>en  uns  die  Verbiudungsetreckeu  der  bomologen 
Paukte  der  affinen  tSamlichen  Systeme  S^,  Sp  die  Grösse  und  Riclitung 
der  Geschwindigkeit  der  betreffenden  Pnnkte  und  die  Tangenten  an  den 
Babncarven  dieser  Pnnkte;  denken  wir  uns  feiner  zu  der  Phase  S^  die 
zugehörige  affine  Beschlennignngsphaee  Sq,  constrnirt,  so  liefern  nas  die 
Verbiodungsstrecken  der  homologen  Punkte  der  affinen  räumlichen  Sy- 
steme Sm,  S,f  die  Grösse  und  Richtnng  der  Beschleunigung  der  betreffenden 
Punkte  der  Systemphase  Sz.  Hiernach  ist  das  Studium  des  Geschwind Ig- 
keits-  nnd  Bescbleunigungezustandes  eines  affin- verKndeiUchen,  Shnlich- 
reränderlicben  oder  starren  räumlichen  Systems  auf  die  Untersuchnng  der 
rein -geometrischen  Bttziehang^n  der  drei  affinen  räumlichen  Systeme  S^S^S^ 
zurückgeführt  nnd  die  durch  die  Geometrie  der  Lage  gebotenen  zahlreichen 
interessanten  fieziebungen  können  als  Sätze  über  Geschwindigkeiten,  Be- 
schleunigungen und  Bahncurven  der  Pnnkte  eines  affin  -  veränderlichen, 
ähnlich-veränderliclien  oder  starren  rSnmlichen  Systems  interpretirt  werden. 
Wir  wollen  einige  der  wichtigsten  Resultate,  die  unmittelbar  aus  dieser 
Darlegung  hervorgehen,  ableiten. 

Die  Verbindnngsstrablen  der  homologen  Funkte  zweier  affiner  räum- 
licher Systeme  bilden  einen  besondern  Strahlen  com  plex  zweiter  Ordnung 
und  zweiter  Classe,  und  die  drei  im  Endlichen  liegenden  selbst  entspre- 
chenden Ebenen  dieser  Systeme,  welche  auch  Hanptebenen  des  Com- 
plexes  genannt  werden,  bestimmen  auf  jedem  dieser  Strahlen  Strecken, 
die  im  constanten  Verhältnisse  stehen.  Dieser  besondere  Strahlencom- 
plex,  den  wir  einen  triedralen  Strahl encomplex  nennen  wallen, 
wird  auch  durch  die  Schuittgeraden  je  zweier  entsprechender  Ebenen  der 
affinen  Systeme  gebildet.  Der  triedrale  Strahl  encomplex  ist,  weil  zwei 
affine  räumliche  Systeme  stets  die  unendlich  ferne  Sbene  selbstentsprecbend 
gemein  haben,  ein  tetraedraler  Strahlencomplex  mit  einer  unendlich  fer- 
nen Hauptebene  nnd  wird  noch  mehr  specialisirt ,  wenn  die  affinen  räum- 
lichen Systeme  in  ähnliche  oder  congruente  übergehwi;  aber  wir  wollen 
jene  Benennung  auch  für  diese  beiden  letzten  besonderen  Fälle  beibehalten. 
Ferner  wollen  wir  auch,  um  Ausnahmen  za  vermeiden  und  der  Conseqneus 
wegen  von  starren  räumlichen  Systemen  sagen ,  daes  sie  einen  Geschwin- 
digkeitspol besitzen,  obwohl  derselbe  stets  im  Unendlichen  liegt.  Wir 
erhalten  hiernach  die  sich  von  seibat  ergebenden  Sätze: 

nn    r..      (Geschwindigkeits-J  „,    ,  ,       r,      .  ■ 

29.  Die   {„        ^,  .  *  }  Richtungen    der  Punkte   einer 

(Beschleunigungs-  ( 

Pbase  eines  affin -veränderlichen,  ähnlich -veränder- 
lichen oder  starren  Systems  bilden  einen  triedralen 
Strablencomplex ,     dessen     Hauptebenen     und     Haqpt- 
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punkte     die     selbstentsptechenden    Elemente    der    Sy- 

,  ,    ,        (GeacbwindigkeitH-J  _,  ,     , 

stemphaae  und  der   ( „        ,  ,         .  )  rbsse  sind. 

I  BeBcbleniiigiinge-  | 

30.  Die  Gesammtheit  aller  Geraden  in  einer  Phase  eine» 
affin-verHnderlicheD,  äbnlich-verüiiderlicben  oder  star- 
ren   Syetems,    deren    Fankte    in    einer   Ebene    liegende 

iGeschwiudigkeits-)  „.   ,^  .      .,  ,,,, 

„        ,  ,         .  >  Richtungen  besitzen,  bilden  einen 

Beacblennignugs-  \ 

triedraien   Strahleucomplez;    and    die   in    einer-  Ebene 

T  1         lGeschwindigkeitB-(_.   .,  ,„,, 

liegenden     {  „        ,,  ,  )Ricbtnnsen    nmbUlten 

(  Bescbleunignngs-  \  ° 

eine  Parabel. 

31.  Di.   !'''"':7'°''!B''"'"-|Eichl»»B"   d.,  Pnnkl,  .i  =  ., 

I  Bescbleunignngs-  ( 

Geraden  des  affin-ver&nderlicben,  ähnlich-ver&uder- 
lichen  oder  starren  Systems  erffillen  ein  hyperboli* 
Bcbes  Paraboloid. 

32.  Di,  !«""°',«'°ä;«'""-!Ri  =  ht„.g.«  d,rP.„klcj.der 

I  Begchleunigongs-  j  "  '' 

,        ,     ,         1  Gescbwindigkeits-i  „   ,        .       i        r,        3 
durch    den    i  „        .,  .  >  Pol    gehenden  Geraden 

f  Beschlennignngs-  )  " 

sind  parallel. 

Die  dnrch  einen  Fankt  in  einem  affinen  System  gehenden  Geraden, 

denen  schneidende  Geraden  im  andern  affinen  System  entsprechen,  liegen 

auf  einer   KegelflSche   zveiter  Ordnnng   and    die  Schnittpunkte   erfSllen 

eine  Baamcnrve  dritter  Ordnnng.     Daraus  folgt  der  Satx: 

33.  Der  •geometrische  Ort  der  Systempnnkte  eines  affin- 
veränderlichen,    ähnlich -veränderlichen    oder   starren 

iGescbwindigkeits-l  _.   , 
Systems,  deren    {  _        ,  ,  ,  JRicbtnngen  dnrch 

'  )  Bescblennigungs-  j  * 

einen   Punkt   gehen,    ist   eine  Ranmcurve    dritter  Ord- 

,    ,      ,.  ,,       .  .  .         (Geschwindiekeits-I 

nung,  welche  diesen  Punkt  und  den  {„        ,,  .*  ) 

"  )Beschleunigung8-( 

Fol  enthält,  und  diese  Richtungen  erfilllen  eine  Kegel 

flXche  zveiter  Ordnung. 

Zwei  entsprechende  Kbenenbilschel  in  zwei  affinen  Systemen  erson- 

gen   ein   durch  die  selbstentsprechendon  Punkte   gebendes  Hyperboloid, 

Demnach  folgt: 

34.  Der  geometrische  Ort  der  Pupkte  eines  affin-verknder 

liehen,    Kfanlich-veränderlicben    oder   starren   Systems 

iGeschwindigkeits-i  .  ^        , 

deren      }  „        1.1         ■  (Richtungen     eine     Gerade 

<  Boscblcnnigungs-  ' 

schneideo,    ist    ein    durch    diese    Gerade    und   den 
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_         ,,  ."  }rol   geheodcB  Hyperboloid  und  die 

Bescblennigungs*)  "  ■'  '^ 

GeBammtbeit  dieser  Ricbtnngen  umbiillt  eine  Ootnplex- 

flHche. 
Zvei  eotaprecbende  Parallel ebenenbüschel  in  zwei  aFliucn  SyutomeD 
h«ben  die  unendUcfa  ferne  Ebene  selbstentsp rechend  gemeinsam  und  ersseu- 
gen  demnach  eine  E%ene,  die  durch  den  im  Endliehen  liegenden  eelbst- 
entsprecbendea  Punkt  der  afBnen  Systeme  geht.  Bestimmen  wir  also 
drei  solche  Ebenen  durch  drei  Paar  entsprechende  P&raltelebenenbtischel 
in  den  Systemen  5«,  S«,  su  ist  der  Durchschnittspunkt  dieser  drei  Ebenen 
der  Gescbwindigkeitspol.  Die  Oescbwindigkeitsrichtnugen  aller  Punkte 
einer  solchen  durcb  den  Geschwindigkeitspol  gehenden  Ebene  liegen  dem- 
nach in  den  Ebenen  des  zugehörigen,  in  S,  befindlichen  Parallelebenen - 
bäscbels  oder,  mit  anderen  Worten,  sind  aeokrecbt  su  einer  auf  diesen 
Parallelebenen  normalen  Geraden.  Das  Analoge  gilt  fttr  die  Beschleuni- 
gung und  wir  erhalten  den  von  Herrn  Durraade*  analytisch  abgelei- 
teten Sats: 

35.  Alle  Punkte  in  einer  Phase  eines  affin-verituderlichen, 
Xhalich- rerfiaderlichon    oder    starren     Systems,    deren 

IGeschwindigkeitB-i  _.    ,,  l        k,  ■ 

{  _         ,,  .  /  Uichtuneea      senkrecht     zu     einer 

\  Bescbleunigungs-  ( 

„         ,  .j...  .  .        ,.        IG  es  ch  windig- 

Geraden  Bind,  liegen  m  einer  durch  den  \  ,.        ,  , 

"  f  Beschlenni- 

ketts-  I  _   ,       ,        ,        „, 

>Pol  eehenden  Ebene. 
gungs-l 

Betrachten  wir  zwei  entsprechende  ebene  atiine  Systeme  e^,  c^  in 
den  affinen  rfinmlicben  Systemen  S^,  5,,  dann  entspricht  der  Schnitt- 
geraden Ba^ü  in  Se  eine  in  der  Ebene  e,  liegende  Gerade  in  S^.  Denken 
wir  uns  von  dem  afSnen  ebenen  System  e,  eine  senkrechte  Projection  e'g 
auf  Ebene  e^  bestimmt,  dann  haben  die  aßinen  ebenen  Systeme  e*,  e'„ 
einen  im  Endlichen  liegenden  sei  baten  tsprech  enden  Punkt  und  zwei  durch 
diesen  gebende  selbstentsprechende  Gerade,  die  auch  imaginär  sein  kön- 
nen. Dasselbe  gilt  von  je  zwei  in  S,,  S^  liegenden  ebenen  Systemen 
und  wir  gelangen  demnach  zn  dem  Satze: 

36.  In  jeder  Ebene  «x  einer  Phase  eines  affin-Teränderlicbeii, 

Xbnlich-veränderlichen    oder   starren    Systems   giebt   es 

_      ,,     ,  (6eBchwindigkeits-|_.   ,,  , 

einenPunkt,  dessen  ]„        ,  ,         .  »Richtung  senk- 

(BeschleunigungB-( 

recht   zu    dieser  Ebene  e«    ist,   und    zwei  durch   diesen 

Punkt  gehende  reelle  oder  imaginäre  Gerade,  die  solche 


•  a.  a  0.,  und  Oompta  rmdus  LXXIV,  IS34. 
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„       ,  ,  IG«Bchwindigkeita-i  _.    , 

Punkte   trKcen,   deren   {„        ,,  .  )Riebtnneen 

1  Bescblennignngi-  \ 

in  senkrecht  auf  e,  stehenden  Eibenen  liegen,  updferDei 

r-        j       o-     j  u      1  .     j-     (Geschwindigkeits-J 

eine  Gerade,  für  deren  Punkte  die  {„        ,  ,         .  > 

f  BeschleunigungB-  j 

Richtungen  in  der  Ebene  e^  selbst  liegen.* 

Denken  wii  uns  zu  einer  Systemphase  S^  die  Geuchwindigkeita  -  nnd 

Beschlennignngspbaae  Sg,  iS^  bestimmt  und  legen  vir  durch  drei  homologe 

Punkte  dieser  drei  «rSnen  Systeme  eine  Ebene,    so  enth&lt  dieselbe  die 

Geschwindigkeit«-  and  Bescblennigungsrichtnng  des  betreffenden  System- 

pnnktes    in    der  Phase  Sjc   und    ist  daher  die  Schmiegungsebene  ftlr  das 

Bahncnrvenelement  dieses  Punktes.     Da   die  Ebenen,   welche  durch  je 

drei  bemologe  Punkte  von  drei  entsprechenden  Pnnktreiben  gehen,  eine 

Baumcnnre  dritter  Clasae  osculiren,  eo  ergiebt  eich  der  Sata: 

37.  Die  Schmiegungsebenen  ffir  die  Bahncurvenelemente 
der  Punkte  einer  Geraden  eines  affin-Terftudarltcheu, 
ähnlicb-verXnderlichen  oder  starren  Systems  sind  zu* 
gleich  Hchmiegungsebenen  einer  Rsumcurve  dritter 
Clasae,  der  cubiBchen  Parabel. 

Wir  nehmen  in  den  beiden  affinen  räumlichen  Systemen  S^,  S,  zwei 
eutaprechende  Gerade  g^,  St  an,  legen  eine  Ebene  e  parallel  zu  den 
Verbindnngsgeraden  der  auf  g^,  g»  liegenden  homologen  Punkte  und 
beacbreiben  um  den  Schnittpunkt,  welchen  die  Gerade  g^  mit  der  Ebene 
e  bildet,  einen  Kreis  mit  einem  Radius  m.  Betrachten  wir  nun  diesen 
Kreis  als  Directrix  einer  Cylinderfljiche ,  deren  Mantellinien  der  Geraden 
gM  parallel  sind,  so  wird  diese  Cylinderfläcbe  von  der  Geraden  jtb  in 
zwei  Punkten  geschnitten  und  die  diesen  beiden  Punkten  entsprechenden 
Funkte  auf  g^  haben  dann  eine  Geschwindigkeit,  welche  gleich  dem 
Krfüsradins  m  ist.  Es  giebt  hiernach  auf  jeder  Systemgeraden  zwei 
Punkte  mit  der  Geschwindigkeit  m,  die  auch  imaginür  sein  k6nnen. 
Geht  die  Gerade  g^  durch  den  Geschwindigkeitspol  P",  so  geht  auch 
die  entsprechende  Gerade  g,,  durch  denselben ;  dann  liegen  die  Gesehwin- 
digkeilsrichtungen  der  Punkte  der  Geraden  g^  in  der  Ebene  der  Geraden 
ffsjr*  nnd  sind  parallel.  Demnach  befinden  sich  die  beiden  auf  g„  liegenden 
Punkte,  welche  dieselbe  Geschwindigkeit  m  besitsen ,  in  gleichem  Abstände 
von  P"  und  sind  in  diesem  Falle  stets  reell.  Wenn  wir  in  gleicher 
Weise  zwei  entsprechende  Gerade  g^,  gif  in  den  Systemen  Sic,  S^,  betrach- 
ten, so  erhalten  wir  die  SXtze; 

38.  Der  geometrische  Ort  der  Systempunkte  einer  Phase 
eines  affin-vetftnderlichen  rknmlichen  Systems,  welche 


*  Hierbei  betrachten  wir  aelbstTontändlich  die  selbstentsprecIieDden  Ebenen 
,£,  und  £,^91  ^  aoigeachlonen. '  i 
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gleiche    Geschwindigkeit    besitzen,    ist    ein    Ellipsoid, 
dossRQ  Hittelpnnkt  der  Oeschwindigkeitspol  iut. 

39.  Der  geometrische  Ort  der  Systetnpnnkte  einer  Phase 
eines  affin  -  verilii der! i eben,  ähnlich -veränderlichen 
oder  starren  cänmlichen  Systems,  welche  gleiche  Be- 
schleunigung beeitBen,  ist  ein  Kllipsoid,  dessen  Hittel- 
pnnkt der  Beschlennignngspol  ist.* 

Dft  ähnliche  räumliche  Systeme  eine  reelle  selbBtentsprechende  Ebene 
und  eine  Anf  dieser  senkrecht  stehende  selbBtentsprechende  Gerade  be- 
sitzen, and  congraente  räumliche  Systeme  nur  eine  selbst  entsprechende 
Gerade  haben,  welche  zwei  congmente  Puoktreihen  trägt,  so  folgt  aus 
dem  Satze  38  der  specielle: 

40.  Der  genmetrische  Ort  der  Systempnnkte  einer  Phase 
eines  ähnlich  -  veränderlichen  räumlichen  Systems, 
welche  gleiche  Geschwindigkeit  besitzen,  ist  ein  Eo- 
tationsellipsoid,  dessen  Uittelpankt  der  Geschwindig- 
keitapol,  dessen  Aze  die  selbstentsprechende  Gerade 
ist,  welche  die  Systemphase  mit  ihrer  uaendlich  nahen 
Phase  gemeinsam  hat  und  welches  bei  einem  starren 
ränmlicben  System  in  einen  Kotationscylinder  fiber- 
geht. 

Wir  wollen  das  Ellipsoid,  dessen  Punkte  gleiche  Geschwindigkeit 
besitzen,  das  Gescbwindigkettsellipsoid  und  das  Ellipsoid,  welches 
die  Punkte  gleicher  Beschleunigung  tr^t,  das  Beschleunigungs- 
ellipsoid  nennen;  jenes  geht  für  die  Geschwindigkeit  Null  in  den  Ge- 
schwiudigkeitspol  Über  und  dieses  zieht  sich  ftlr  die  Beschleunigung  Null 
in  den  Besohl ennigungs pol  zusammen.  < 

Sind  drei  Ebenen  S/t  Ei  Et  gegeben,  welche  sich  in  einem  Punkte  /' 
schneiden,  nnd  denken  wir  nns  die  Geraden  rfaf/iffc-"  im  Räume  liegend, 
welche  diese  Ebenen  rcsp.  in  den  Paukten  J^Jt-^tt  ^h^iBi,,  CtCiCi, 
derart  treffen,  dasa 

4»4'=,4i|t=r>£t =...=„,„,. 

j4|  All  Ol  B^  Li  Cjt 
ist,  nehmen  wir  femer  auf  diesen  Geraden  die  ähnlichen  Punktrcibeu 
^iJ^A/k^^tA,  ^,ßjß*ß.fi*,  CjCjC^CiCi,  ...  an,  so  können  wir  die 
Geraden  gaStSc--  als  die  Verbind  ungageraden  der  homologen  Punkte 
J^Jf,  B^B^,  C,Cy,  ...  zweier  räomlicher  affiner  Systeme  S^,  S^  ansehen, 
für  welche  P  der  selbstentsprechende  Punkt  und  Ei,  Ei  Ei  die  drei  selbst» 
entsprechenden  Ebenen  sind.     Ist  insbesondere 

*  Dieser  Satz  wurde  für  das  sturre  System  laut  einer  brieflichen  Mittheilung 
zuerst  von  Herrn  Schell  in  Beinem  Vortrage  zu  Ctirlsruhe  im  Jahre  1871  aualytiflch 
abgeleitet,  femer  von  Herrn  Jordan  und  dann  auch  von  Herin  Liguine  (Builetm 
de  la  Societe  matlUmatique  de  France  IX'3,  T.  I  pag  146  i.t  153)  mitgetheilt. 
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^,  -*j  =  5,  Äg  =  C,  C,  =  . . .  =  conit. , 
dann  sind  die  gennntitei)  Ponktreihen  congment  and  der  geometrische  Ort 
der  Pankte  .4,  £,  l\  . . .,  welche  von  ihren  homologen  Pnnkten  gleichen  Ab- 
irtand  haben,  ist  ntich  dem  Satze  38  ein  Ellipsoid.    Hieraus  folgt  der  Sabi: 

41.  Bewegen  sich  drei  Punkte  einer  starren  geraden  Punkt • 
reihe  auf  drei  Ebenen,  so  beschreihtjedet  andere  Punkt 
dieser  Beihe  ein  Ellipsoid,  dessen  Mittelpunkt  df^r 
Schnittpunkt  der  drei  Gbeneu  ist. 

Stellen  wir  noch  die  Bedingung,  dass  ein  vierter  Punkt  dieser  star- 
ren Punktreihe  sich  auf  einer  vierten  Ebene  bewegt,  dann  schneidet 
diese  das  betreffende  Ellipsoid  in  einer  Ellipse  t, ,  der  im  andern  affinen 
System  eine  Ellipse  t^  entspricht,  und  wir  erhalten  den  von  Herrn 
Mannheim*  gegebenen  Sata: 

42.  Wenn  vier  Punkte  einer  starren  geraden  Punktreihe 
sichanfvierEhenen  bewegen,  so  beachreibt  jeder  Punkt 
dieser  Reihe  eine  Ellipse. 

Schneiden  sich  diese  vier  Ebenen  in  einem  Punkte,  dann  ist  dieser 
der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  für  alle  von  den  Pnnkten  der  Reihe 
beschriebenen  Ellipsen. 

Fällen  wir  von  den  Pnnkten  der  Bescfaleunignngsphasc  S^,  Senk- 
rechte auf  die  Verbindungsgeraden  der  homologen  Punkte  der  Geschwin- 
digkeits-  und  der  Systeniphase  >'^„  P^,  dann  bilden  die  erhaltenen  Fuss- 
pnnkte  die  Endpunkte  der  Tangentialbeschleunigungen  der  Systempnnkte 
in  der  Phase  S,.  Ziehen  wir  durch  die  Punkte  in  S,  an  diesen  Senk- 
rechten Parallelen  und  fallen  von  den  homologen  Pnnkten  in  Sq,  auf  dipse 
Parallelen  Senkrechte,  dann  bilden  die  entstandenen  FnsBpunkte.  die  End- 
punkte der  Normalbeschlennigungen ,  und  diese  Normal beachleunigiing 
wird  gleich  Nnll,  wenn  die  Besehleanigangsrichtang  mit  der  Geschwin- 
di^eitsrichtung  zusammen  fällt.  Nehmen  wir  in  den  affinen  räumlichen 
Systemen  •%  S,  S^  die  entsprechenden  affinen  ebenen  Systeme  e,  e^  e^ 
an,  HO  sind  die  Ebenen,  welche  homologe  Gerade  von  e«  und  r,  ver- 
binden ,  Schmiegungsehenen  einer  Raumcnrve  dritter  Classe.  Ebenso  er- 
zeugen die  Ebenen,  welche  homologe  Gerade  von  Ci  and  e^i  enthal- 
ten, als  Sehmiegungsebenen  auch  eine  Cnrve  dritter  Classe.  Diese  beiden 
Cnrven  haben  ausser  der  Ebene  fi  und  der  unendlich  fernen  Ebene  noch 
drei  gemeinschaftliche  Sehmiegungsebenen  t't't",  die  je  drei  homologe 
Gerade  der  affinen  ebenen  Systeme  e^egeq,  taagen.  Beeeichnen  wir  die 
in  e'  liegenden  drei  homologen  Geraden  resp.  mit  gug'vOai  dann  um- 
hüllen die  Verbindnngsgeraden  der  homologen  Punkte  von  g^g,  eine 
Parabel,  ebenso  umhüllen  die  Verbindungsgeraden  der  homologen  Punkte 
von  g'ig\  eine  Parabel.    Beide  Parabeln  haben  ausser  der  Geraden  g's  noch 


•  Bulletin  de  la  SociHi  mtühimatique  de  France  (J873J  T.  1  pag.  113,  wo  auch 
p.  114  diewr  Satz  von  Hro.  H  al  ph  en  abgeleitet  wird,  u.  Cmpt. -''«Md. ZJTXF/,  p.  057. 
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awei  gemein  acbaftUche  TA&gnnten  nnd  diese  tragen  dann  je  drei  homologe 
Punkte;  folglich  enthllt  die  in  e.  Hegende  Gerade  g  ^  zwei  Punkte,  welche 
in  ihren  homologen  Punkten  in  e,,  e^  anf  je  einer  Geraden  sich  befinden. 
Dasselbe  pU  ron  den  beiden  anderen  Geraden  g',,,  g'mt  welche  dieElwnen 
f",  i'"  beiiebendlicb  mit  e^  bilden,  und  von  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden, in  der  e,  von  der  nnendlieh  fernen  Ebene  geschnitten  wird.  Den- 
ken wir  nns  diese  beiden  unendlich  fernen  Punkte  ansgesehlossen ,  so 
giebt  es  in  der  Ebene  e^  sechs  Punkte,  die  mit  ihren  bomologen  Funk- 
ten in  if  nnd  e^  anf  je  einer  Geraden  liegen. 

In  jeder  Ebene   des   yer&nderlichen   Systems   giebt   es   hiernach   im 
Allgemeinen   seehs  Punkte,   bei  denen  die  Richtnngen  der  Geschwindig- 
keit nnd  der  Beschleanigung  susammen fallen  und  für  welche  die  Normal- 
beichleanigung  Null  ist.     Diese  Punkte  durchlaufen  also  auf  ihren  Bahn- 
eurren    momentan  Wendepunkte   dieser  Curven.     Da   in  dem  Oeschwin- 
digkeitspol  P"  als  selbstentsp rechendem  Punkte  von  S,,  S,  die  homologen 
Ponkte  Pxi  Pv  Eusammenfallen,  so  liegen  auch  diese  mit  dem  bomologen 
Punkte  P^  des  Systems  S^  in  einer  Geraden;  und  dasselbe  gilt  von  dem 
BeseUeunignngspol  als  selbstentsprechender  Punkt  vaaS^,  S^.    Hieraus 
folgt  der  SaU: 
43.  Der  geometrische  Ort  der  Pnnkte  in  einer  Phase  eines 
affln-verMnderlicbei),  abnlicb-TerHnderlicben  oderstar- 
ren  Sjrstems,    welche  keine  Normalbescbleuuignng  be- 
sitaen  und  momentan   Wendepunkte  anf  ihren  Bahnen 
durchschreiten,  ist  eine  Ranmcurve  sechster  Ordnung, 
die  durch  den  Geschwindigkeits-  und  Beschleunignngs- 
pol  geht. 
Wenn  wir  für  die  Pnnkte  dieser  Cnrre  die  Endpunkte  der  zngehS- 
rigen  Tangentialbesohlennignngen  bestimmen ,  so  bilden  diese  Endpunkte 
in  dam  System  S„  eine  jener  Cnrve  affine  Ranmenrve  sechster  Ordnung, 
die  durch   den  Bescbleunignugspol    geht.     Die   vorbin    ansgeschloBsenen, 
in  der  nnendlicb  fernen  Ebene  liegenden  Punkte  erfflUen  in-  dieser  eine 
Cnrve  aweiter  Ordnung.     Hit  Einscblnsa  dieser  Punkte  ist  dann  jener 
geometrische  Ort   eine  Ranmenrve   achter  Ordnung,    die    in    eine   Ranm- 
enrve sechster  Ordnung  nnd  in  eine  unendlich  ferne  Cnrve  zweiter  Ord- 
nung aerflÜU. 

Die  Tangentialbeschleunigung  ist  Null  für  die  Pnnkte,  deren  Ge- 
Bchwlndigkeits  -  nnd  BeBchlennignngsrichtung  einen  rechten  Winkel  bil- 
den, und  der  geometrische  Ort  dieser  Pnnkte  ergiebt  sich  durch  folgende 
Darlegungen.  Betrachten  wir  in  den  Systemen  S^S^Stf  die  anf  drei  ent- 
sprechenden Geraden  g^g^g^  liegenden  homologen  ähnlichen  Pnnktreiben 
nnd  denken  wir  uns  durch  die  anf  g^  befindlichen  Punkte  Ebenen  senkrecht 
zu  den  Geraden  gestellt,  welche  diese  Punkte  mit  den  homologen  Punkten 
anf  D»  verbinden ,  so  umhüllen  diese  Ebenen  eine  parabolische  Cylinder- 
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fiXchfl  nnd  bilden  also  ein  EbenenbOBchel  aweiter  Ordnung,  welches  knch 
zn  der  anf  gip  liegenden  Pnnktreihe  projectiviscb  ist.  Da  der  nDendlicb 
fernen  ßbene,  welcbe  die  paraboliscfae  Cj'linderflXcbe  berührt,  der  un- 
endlich ferne  Punkt  der  Geraden  ffqi  entspricht,  ao  giebt  es,  wenn  wir 
diesen  unbeachtet  lassen,  anf  der  Geraden  gtf  nur  noch  zwei  Punkte 
AipBif,  welcbe  in  entsprechenden  Ebenen  dea  Bttscbels  li^en.  Bestim- 
men wir  nun  zu  den  auf  gif  liegenden  Punkten  A^  B^  besiahendlieh  die 
homologen  Punkte  A^Bt  und  A„Bg  anf  7«,  g^,  so  sind  AtpAi,J,,  B^B^B, 
rechte  Winkel,  demnach  steht  fVr  die  Punkte  A^:,  Bx  die  Beschlenni- 
gnngsrichtung  A^Atp  und  B^B^  resp.  senkrecht  auf  der  Geschwindigkeits- 
ricbtung  ^«.4,  und  B^B^^  folglich  giebt  es  anf  einer  Systemgeraden  zwei 
Funkte  (die  auch  imaginSr  sein  kSnnen),  deren  Tangentialbeschleunigung 
Null  ist.  FUr  den  Gescbwindigkeitspol  P",  in  dem  als  selbstentsp re- 
chendem Punkt  von  Sr,  S„  die  Punkte  P^,  P,  ausammen fallen  und  dem 
in  Sq,  der  Punkt  Pip  entspricht,  ist  PipP^Pv  als  ein  rechter  Winkel  zu 
betrachten;  das  Analoge  gilt  für  den  Beschleunignngapol  ü"",  in  dem 
als  selbstentsprechender  Punkt  von  S«,  Stp  die  Punkte  17«,  n^  vereint 
liegen  nnd  dem  in  S^  der  Punkt  17,  entspricht.  Hiernach  erhalten  wir 
den  Satz: 
44.  Der  geometrische  Ort  der  Punkte  in  einer  Phase  eines 
affin-verXnderlicben,  Xbnlich-verSnderlicben  oder  star- 
ren Systems,  welche  keine  Tangentialbeschleunigung 
besitzen,  ist  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  die  durch 
den  Geschwindigkeits-  und  Bescbleunigungspol  geht. 
Denken  wir  uns  fttr  die  Punkte  dieser  FlSche  die  Endpunkte  der 
zngehSrigeu  Normalbeschleunigungen  bestimmt,  so  erßlllen  diese  End- 
pankte  in  dem  System  Sq,  eine  mit  jener  Fläche  affine  FlSche  zweiter 
Ordnung.  Diese  für  starre  Systeme  meist  bekannten'^  hier  fUr  verSnder- 
tiche  Systeme  abgeleiteten  Sittze,  welche  in  organischem  Zusammenhange 
&tu  unseren  fruchtbaren  fundamentalen  Beaiebnngen  hervorgehen,  gelten, 
wie  schon  Seite  117  betont  wurde,  fUr  Beschleunigungen  aller  höheren 
Ordnungen. 


[UNIVEHSITY  1 

^«*£i.cAi  if  ob«;LX 


1) 


,  Kleinere  Mittheilungen. 

m.    Uebei  einige  nnendliehe  Beiiun. 

ie  Werthe  zweier  Integrftie  von  den  Formen 

j1,=  -  jf(()eos«tdt,      R,  =  —  jf{t)sinnld( 


bekannt  sind,  so  lassen  sich  die  verallgemeinerten  Fonrier' sehen  SUze* 

2)  i^„  +  Z^.roÄHar  =  /-{.)  +  ZA2H«-.r)+i;A2"™  +  a;), 

3)  £B,  >minx  =  f{x)  -  £f{2nn~  w)  +  Z/(2««  +  a), 

0<a:<2«,  n  =  I,2,3,... 
als  Transformationen  aufTuaen,  dnrch  welche  iwei  periodische  Reihen  in 
andere,  meistens  nicht  periodische  Reihen  nmgnaetzt  werden.  Für  die 
Gleichung  2)  hietet  die  Annahme  /*(()  =  £-"'  ein  bekanntes  Beispiel;  fUr 
die  Gleichung  3)  mag  hier  ein  neaes  folgen,  welches  %<a  mehreren  be- 
merk ens  werthe  n  Resultaten  flllirt. 

Aas  der  adion  roehrfacli  bewiesenen  Integralfnrme)** 

0 
erhRlt  man  zunächst 

nnd  allgeiiininer  filr  i'=2nKg,  *  =  5 — 

-2  /■7>.._iLV,,„,„=2,f^J-i-,-!--)-, 


*  Man  sehe  des  Verf.  Compaodium  üi>r  höheren  Analjuia,  Bd.  11  S.  Ißh 
«  Ebendas.  Bd.  1,  §  98,  Formel  7.  >^.0(>glC 
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«0=^-1,    «.  =  ,,(^.^,_jJ_).  - 

et-l 

Die  Formel  3)  giebt  nun,  wenn  die  SnmmirQugen 

faenntzt  werden, 

eV—1         e     «      —1         c     »      -1 
Die  beiden  rechter  Hand  vorkommenden  Reiben  Iftsaen  sich  dadurch  truks- 
formiren,  duB  man  die  Entwiokelung 

j3|  =  l  +  l^  +  l'+   ■-,     S»<1 

Bowohl  für  |  =  e        '     ,  als  für  £^«        f       in  Anwendnng  bringt;  es 
wird  duin 

^    t.«-x ^    fn-k^ =  ■*— JIJS 


Beachtet  man  noch  die  identische  Gleichung 

e«  — 1  c??  — «~i? 

lo  hat  man 


e'g+c    'g  e «  — e     t 


oder  auch,  wenn  man  von  den  Beieichnnngen 

e"  +  r-"         .  e"  — e-" 

^ =  «Äpw,     g =  mAp« 

Gebrauch  macht,  mit  y^  diridirt  und  etwas  anders  ordnet, 

6)  .  .   ne 

aj  l  *         2       '^''T 

Beaeichnet  man  die  linke  Seite  dieser  Gleichnng  mit  0[x,  f)^  sp  liegti  in 
der  Tonrtehenden  Gleichnng  der  Sats 

CdlHiktn  r.  ■■Uinatih  a  tbjtlk,  XXEU,  I.  10 
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Dntch  Differentiationen  oder  Integrationen  in  Besiehnng  anf  x  oder 
(f  luBCD  sieb  ans  Nr.  6)  weitere  Besnltate  äbnlicber  Art  ableiten,  von 
denen  einige  Platz  finden  mögen.  Wird  die  Gleicbnng  6)  nach  x  diffe- 
renxirt  und  dann  mit  «^if  mnitiplicirt,  so  entsteht 

,  "P       .  o^.'V  »cosnx 

* — +  2«g^^„g_l 

4«n    2 

—     *  .  a:        p  ^     »j:«        ' 

d.  i.  wenn  die  linke  Seite  mit  <(^((i>,  e)  bezeichnet  wird. 

Nicht  ohne  Interesse  ist  der  Fall  £C  =  0,  für  welchen  periodische, 
nach  Cosinos  fortschreitende  Reihen  giltig  bleiben.     Die  Differenz 


4 

"■«'? 

4,»Vf^ 

geht 

d,.„  in  A(»  +  i) 

Ober  und 

es  wird  an« 

Nr.  7) 

8) 

i-fj^+s».!;^ 

■"»  — 1~ 

-*  +  äi 

-'-:2 

wonaeh  der  Fnnction 

die  Eigensehaft 

znkommt. 

Bezeichnet  man   femer  mit  s»  die  Snmme  der  Divisoren  von  n,  so  . 
kann  man  der  Qleichuiig  8)  auch  folgende  Form  ertheilen: 

und  darans  ei^ebt  aieb  z.  B.  fUr  p^l 

Bei  kleinen   f   convergiren   die   in  Nr.  8)   nnd  9)  linker  Hand  vor- 
kommenden   Reiben    sehr    langsam,    die    rechts    verseiehneteu    ^ihen 
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dagegen  so  rapid,  daea  jene  Gleiclinngen  als  Sammenfonneln  benntxt 
werden  kSnnen. 

Hnltiplioiit  man  die  Gleicfanng  8)  mit and  integrirt  von  ^=9 

bis  f  =  i,  so  erhfilt  man 

.0)  i.-i-.-^'O-— 5  i-i,(i)-2''(i-rT) 

odei,  entsprechend  der  Qleiclinng  9) 

")  Ä'-*"+2^"'--=BT-*'(7)+27--'"• 

Scbtiesslicb  m6ge  noob  bemerkt  sein,  dass  sieb  manche  dieser  Be- 
snitate  mittelst  der  Theorie  der  elliptischen  Fanctionen  rerificiien  lauen. 
So  ist  z.  B.,  wenn  die  Jacobi'scbe  Bezeiebnnng 

fiX' 

,  =  «-T 
angewendet   wird,   nach  den  Formeln  anf  B.  136  nnd  137  der  Fnndam. 
n.  tbeor.  fnnct.  ellipt. 

ISsst  man  biet  x'  an  die  Stelle  von  x  treten  nnd  eliminirt  ans  beiden 
Gleichnngen  x',  so  fallen  zufolge  der  Relation  l^E'-\- K'E—  KS'='\n 
alle  elUptiscben  Integrale  berans  nnd  die  Übrig  bleibende  Oleicbnng  geht 

für  r^  ^  ^  in  die  Formel  8)  über, 

(Ana  den  Sitzongabericbten  der  E.  8.  tieaellsch.  d.  Wiuenioh.) 

SOHLÖMILCH. 


IV,  üeber  die  Snmmen  von  Potenien  der  »oiproken  ntttrUehen  Sabim. 

Nachdem  ich  bereits   im  Jahre  1849  den  Zoeammenbang  awiscben 
der  Function 

nnd  der  complementSren  Function  if>(l  —  fi)  nachgewiesen  hatte,*  lag  die 
Termutbung  nahe,  dass  EWiscben  den  Fnnctionen 


•  ArchiT  d.  Matijem.  d.  Phji.,  Bd.  XII  und  Bd.  XXX,  wo  Clauicn  einen 
Bewaia  der  mitgetheUten  fielation  liefert,  femer  Zeitacbt.  t  Hatbem.  u.  Pliyik, 
Bd.  lU  S.  130. 
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nnd  9)(1  — f()  eine  ähnliche  Relation  bestehen  würde.  Auf  dem  früheren 
Wege  liess  sich  letztere  nicht  entdecken,  dagegen  ergiebt  sie  eich  sehr 
leicht,  wenn  man  das  Integral 


-/ 


auf  zwei  vereohiedene  Weisen  entwickelt. 
Krsetzt  man  zunächst  to  dnrch  22^,  ao 


^=/l=v 


mitbin  dnrch  Snbtraction 

(S'-"-!)  ü=  f\-—L—-         ^       J  xf    Ux. 

0 
Ks  ist  nun  wül«r 

1 2  _     a-'  e--" 

=  e-«  —  e-''  +  e~*'  — . . .  —  (c"  *'  —  c"  *'  +  e-"'  -...)■ 
mithin  dnruL  Snbstitntion  in  die  vorige  Gleichung  nnd  nach  Ausführung 
der  Integrationen 

(2. i)(,=  rw(l_i,  +  l_,..)-r(rt(I-i  +  i-,..) 

oder  znfolge  der  Bedeutung  von  9)(fi) 

4)  ''=2l-,'3l(l-^)''W»W. 

limine  andere,  nicht  fUr  alle  positiven  ft  geltende  Eutwickolnng  von 
U  entsteht  dadnrch,-  dass  man  in  Nr.  3)  von  der  bekannten  Gleichung 

1  1  X  XX 

ix^e'-e-'^  7i^  +  x*~  i27t)^  +  x*'^  {3it)*  +  x*~   " 
Gebrauch  macht  und  die  einzelnen  Integral werthe  nach  der  Formel 


/ 


'  +  x^      2  cos  i  f* 


bestimmt;  dies  gieht 

w  (    1  1.1 


-^(l-f.). 


Die  Vergleichung  dieses  nnd  dea  nnter  Nr.  4)  versseichneten  Werthes 
1    ü  fuhrt  nun  zu  der  Relation 

'  ,(,)         2>-f-l-  (2»)*         '     ""^^'"-'Cooglc 
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Symmetrischer  gestaltet  eich  dieselbe,  weDn  man  die  Fanction /'(^i)  dnt^ 
folgende  Gleichnng  definirt 


6)  fW  =  (2M_,)(jL_l,  +  ^_...)/_ 


e«  m  (Unn 

7)  F(l-^)  =  F(ti). 

Mittelst  eines  ganz  analogen  Verfahrens  gelangt  man  anch  rasch  su 
der  anfangs  erwSbnten  Kelation  swischen  if(f>)  and  ^(1  — ft).  Wird 
nämlich  in  dem  Integral 

y=  C- — -' a:»-"  dx 

Je'  +  c-' 

0 
die  Entwickelnug 

benutxt,  so  ei^ebt  sich  fdr  jedes  fi>0 
durch  Anwendung  der  Formel 


wird  dagegen  nntet  der  Voranssetznng  0<ft<l 

\2/     sin^fin  ' 
mithin   durch  VerglNchnng  beider  Wertbe  von   V 

»)  ^^=(^)' '"('■'"■"*'"■•  "<"<'■ 

Dm  auch  hier  eine  symmetrische  Form  berbelzn fähren,   möge  die  Func- 
tion /(fi)  durch  die  Gleichung    . 


rtrt=(^.-i+^,-...)/(!)''-w« 


definiit  werden;  die  Belation 

10)  /•(i-rt  =  Af) 

gilt  dann  fBr  die  Funcüon  f  wie  früher  für  P. 

Ans  den  Gleichungen  5)  und  8)  kann  man  darch  Differentiation 
nach  fi  weitere  Belationen  ableiten ,  die  jedoch  von  wenig  Bedeutung  sein 
dfirften. 

(Aus  den  SitEongsberichten  der  K.  S.  Üeeellscb.  d.  Wissensch.) 

SouLfiuiLoa. 


^dbvGoo^lc 
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V.  Heofl  Method«,  nm  den  Widenttind  eiiur  pdvuiiioheii  Batterie 


(Hterao  Taf.  III,  Fig.  tl.) 

Obgleich  bereits  mehrere  Methoden  bekannt  sind,  mit  deren  ffilfe 
sich  der  Widerstand  einer  galvanischen  Batterie,  antet  welchem  Aus- 
drucke  auch  ein  einziges  Element  verstanden  werden  kann,  bestimmen 
iKsst,  so  glanbe  ich  doch,  selbst  ahgesehnn  von  dem  Interesse,  welches 
die  Vergleichnng  verschiedener  Lösangen  eines  und  desselben  Probleme 
immer  erweckt,  die  von  mir  erfandene  Methode  aus  dem  Gmnde  ver- 
öffentlichen zu  sollen ,  weil  dieselbe  nicht  nur  Anspmch  auf  Originalit&t, 
sondern  auch  auf  Einfachheit  liat  und  also  ancb  in  praktischer  Beiiehnng 
nicht  ohne  Bedeutung  ist.- 

Einfach  ist  diese  Methode  deshalb,  weil  man  zu  derselben  nur  ein 
Differentialgaivanometer,  dessen  Widerstand  sogar  anbekannt  sein  kann, 
nnd  einen  Rheostaten  braucht.  Ein  geringerer  Aufwand  an  Apparaten 
ist  nicht  denkbar.  Femer  ist  zu  bemerken,  dass  der  gesuchte  Wider- 
stand direct  vom  Rheostaten  abgelesen  wird,  folglich  jede  wie  immer 
geartete  Rechnung  entfSllt. 

In  Fig.  10  bezeichnen  B  die  Batterie,  D  nnd  G  die  .beiden,  in  jeder 
Beziehnng  gleichen  Windungssjsteme  des  Differentialgalvanometers,  U 
den  Rheostaten  und  C  einen  mit  Leichtigkeit  aufzuhebenden  und  wieder- 
herz ua  teilen  den  Contact,  Die  beigefügten  kleinen  Bnchstaben  bezeichnen 
die  einzelnen  Widerstünde  und  wurde,  wie  man  sieht,  nur  der  Wider- 
stand des  Rheostaten  als  bekannt  angenommen.  Beztlglich  der  Win- 
dungen des  Diffeientialgalvanometers  ist  hervorzuheben,  dass  dieselben 
nicht,  wie  gewöhnlich,  im  entgegengesetzten  Sinne,  sondern  so  ein- 
geschaltet sein  müssen,  dass  sich  die  Wirkungen  der  dieselben  durch* 
fliessenden  zwei  Zweigstiöme  anf  die  Nadel  des  Galvanometers  summiren. 
Die  Widerstände  der  kurzen  Znleitungs drahte  können  vemachlSssigt 
werden. 

Bei  der  bezeichneten  Seh al tun gs weise  der  Umwindungen  des  Galva- 
nometers wird  die  von  den  beiden  gleich  starken  Zweigstrfimea  in  D  und 
G,  welche  bei  geschlosBenem  £7-Contacte  vorhanden  sind,  ausgehende  Ein- 
wirkung anf  die  eine  bestimmte  Ablenkung  erfahrende  Nadel  lies  Galvano- 
meters offenbar  dieselbe  bleiben,  wenn  man  einen  dieser  beiden  Zweig- 
stiöme  unterbricht  und  gleichzeitig  die  Stärke  des  andern  verdoppelt. 

Auf  diesem  Princip  beruht  die  in  Rede  stehende  Methode. 

Bezeichnet  E  die  elektromotorische  Kraft  der  Batterie,  so  hat  man 
in  GemKssheit  der  Kirchboff'schen  Formeln  für  den  mit  /  au  bueich- 
nenden  Zweigstrom  in  D  nnd  auch  in  G  die  Gleichung 


J= 


jry +  2»a;-|-»y  ' 


i^~.oi>^lc 
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Dnterbriclit  man  jetzt  den  Contact  bei  C,  was  soviel  ist,  als  wenn 
man  gleichzeitig  die  Wege  G  und  R  anterbrechen  würde,*  so  hat  man 
nur  mehr  einen  einfachen  Stromkreis,  in  welchen  die  Windungen  D  des 
DifferentialgalTanometers  eingeschaltet  sind. 

Die  nnnmehr  in  D  auftretende  StromstHrke,  welche  mit  /j  beaeich- 
net  werden  mag,  ist  durch  die  Gleichnng 

■  ^     x-\-y 

gegeben, 

£a  soll  aber  diese  Stromstärke  das  Doppelte  der  ersteren  betragen. 

Daher  mnsB  noch  die  weitere  Gleichnng  bestehen 

^!/  +  2mx  +  wy~x  +  y' 
worans  man  schliesslich  nach  einer  einfachen  Reduction 

erhlüt  "^'^ 

Wird  also  der  Widerstand  des  Bheostaten  so  regnlirt,  daas  die  Un- 
terhrechnng  und  Wiederherstellung  des  Contactes  bei  C  keinen  Einflnss 
aaf  die  abgelenkte  Nadel  des  Differentialgalvanometera  aasUbt,  so  giebt 
der  eingeschaltete  künstliche  Widerstand  genau  den  gesuchten  Widerstand 
der  Batterie  an. 

Die  Manipulation  bei  Anwendung  dieser  Uethode  ist  dieselbe,  wie 
jene  bei  der  bekannten,  auf  dem  Princip  der  Wheatstone'schen  Brücke 
bombenden  Methode  des  englischen  Physikers  Hance.  Diese  äussere 
Aehnlichkeit  ist  aber  auch  die  einzige,  welche  zwischen  diesen  beiden, 
sonst  ganz  verschiedenen  Methoden  besteht. 

Wien.  Heinkicr  Disohsr, 

k.  k.  TelasnphBDbsuntn. 


TL   Veber  einen  geometrischen  Sab. 

Wenn  um  und  in  das  Viereck  ABüD  sich  Kreise  zeichnen  lassen, 
deren  fiadie'n  r  und  q  sein  mögen  und  deren  Centrale  d  ist,  so  gilt  die 
Gleichung 

P*  =  {r+p+rf)('-+(.-rf)('— fl+'OC-— e-rf) 

oder 

Das  Tiereck  habe  ^ei  A  den  Winkel  a,  hei  C  also  180  — «;  die 
Diagonale   BD  theilt  den  Winkel  B  in   die  Theile  x   und  u  und  den 


*  Dies  gilt  jedoch  nur  bezSglich  der  BatteriestrSme  und  nicht  auch  bezüglich 
der  IndulitiouratrCme,-  Um  letztere  za  Termeiden,  darf  die  irnterbrechung  in  keiner 
andern,  als  der  eratgedochten  Art,  nach  welcher  das  rorhandeoe  System  in  zwei 
geacbloKieiie  Figuren  getheilt  wird,  erfolgen.  >_ 
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Winkel  B  in  die  Thoile  y  and  v,  bo  dase  x  und  y  im  Dreieck  ^£^ 
liegen.  Nennt  man  0  und  /  die  Mittelpunkte  der  Kreise,  aetst  x—  y=  i, 
u  —  0B=6^,  so  erhSlt  man  ans  den  Dreiecken  AOJ  nnd  COJ 

1)     ci»-s  = ,     cmJ-  = . 

Dft  AB  +  CD=JB  +  BC  iat,  80  bat  nun 

tinx  —linif^titiu  —  tmt 
oder 

.    i 
""2 

S 
Dnrcb  BHmmstion  von  4  und  dj  ans  den  Gleichnngen  1)  nnd  2)  erlillt  men 

4  r"^  «„•  i  -  [(r>  -  d^  sin- 1  +  ,■]' 

4r>,>co,'.>- [(r»-,/')  co^l  +  ^] 

nnd  endlich 

2t'(r'  +  d<)_(r'-d^'. 
Weiisenbnrg  i,  E.  Hilinowbki. 


D„ii„.db,  Google 


VII. 

ITeber  die  geometriBche  Darstellnng  des  Imaginftren 
vom  Staudpnnkte  der  AnsdelmiuigBlehre. 

Von 

V.  Schlegel. 

HiMM  Taf.  IV,  Fig.  1— 11. 


Der  Begriff  dea  IrnftginKren  wnrde  bisher  nnr  in  der  Weise  geometrisdi 
interpretirt,  dass  maii  dasselbe  als  eine  Eigenschaft  gewisser  Paakte  nnd 
Geraden  ansah,  die,  ohne  eine  reelle  Existenz  zn  besitsen,  dem  Auge 
nur  sinnbildlich  dargestellt  werden  konnten.  Es  macht  hierbei  keinen 
Unterschied,  ob  man  s.  B.  einen  itoaginHren  Punkt  durch  einen  geome- 
triseh  reellen  darstellt  (wie  USbias),  oder  durch  eine  Gerade,  d.  h. 
durch  eine  besondere  auf  der  Geraden  bestehende  Involution  (wie  Stand  t). 
Für  die  Veranschauliehnng  des  ImaginSren  lusten  beide  Darstellungen 
gleich  wenig.  Die  erste  lüBst  uns  im  Stich,  sobald  imaginXre  Punkte 
nicht  an  und  ßlr  sich  betrachtet  werden,  aondern  als  LVsnng  eines  geo- 
metrischea  Problems  erscheinen.  Die  sweite  nimmt  zwar  von  einem  sol- 
chea  Problem  ihren  Anagang,  bringt  es  aber  siebt  über  abstracte  Begriffe 
hinaus  und  macht  das  Problem  selbst  zum  Bilde  der  Ltfsung.  Denn  wie 
sali  man  es  anders  bezeichnen,  wenn  die  imaginSren  Doppelpunkte  einer 
Involation  durch  die  Involution  selber  dargestellt  werden?  —  In  beiden 
Fällen  ist  der  Zusammenhang  zwischen  der  geometrischen  Darstellung 
reeller  und  derjenigen  imaginärer  Gebilde  ein  sehr  nngentigendei  und 
namentlich  nicht  so  organisch,  wie  deijenige  zwischen  reellen  und  ima- 
ginlren  Zahlen.  Eine  Darstellung  aber,  welcbe  diesem  Zasammenhange 
nicht  in  vollem  Haasse  gerecht  wird,  kann  nicht  als  die  naturgemSsse, 
endgiltige  angesehen  werden. 

In  der  That  führen  sich  alle  bisherigen  Darstellungen  der  imaginä- 
ren Zahlen  mit  Definitionen  ein,  die  der  Geometrie  der  reellen  Zahlen 
fremd  sind,  und  verrathen  hierdurch  sogleich,  dass  man  sich  auf  ein 
fremdes,   in  sich  abgeschlossenes  Gebiet  Ijegiebt,   welches  bei  aller  Ein- 
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heit  und  Uebereinstimmang  im  laaern  doch  nicht  die  Uebenengnug 
erweoken  kaan,  dass  es  das  einEige  und  notbwendige  ist,  anf  welchem 
•die  Schwierigkeiten  des  Imaginären  völlig  gelöst  werden. 

Ich  bis  durch  meine  Beschäftigung  mit  der  Aosdehnangslehre  an 
einer  andern  Anffassnng  des  Imaginären  gelangt,  die,  wie  mir  scheint, 
die  oben  gestellte  Forderung  eines  oiganiscben  Znsamme nhangs  zwischen 
der  Geometrie  des  Reellen  und  der  des  Imaginären  mehr  zn  erfüllen  ge- 
eignet ist,  wie  die  bisherige.  Ich  betrachte  nämlich  das  Imaginäre  nicht 
als  eine  an  gewissen  unconatmiTbaroD *  Punkten  und  Linien  haftende 
Eigenschaft,  sondern  als  eine  Eigenschaft  der  gegenseitigen  Lage  zweier 
construirbarer  Gebilde,  spreche  also  nicht  von  imaginären  Punkten  und 
imaginären  Geraden  (die  sich  nicht  zur  Anschauung  bringen  lassen),  son- 
dern ron  der  imaginäien  Lage  eines  Funkte paaies**  auf  einer  Geraden, 
von  dem  imaginären  Hindurchgehen  einer  Geraden  dnrch  ein  Funktepaar 
u.  a.  w.  Als  Beispiel  sei  noch  erwähnt,  dass  eine  Gerade  und  ein  Kreis 
sich  in  den  Centralpunkten  des  dnrch  beide  bestimmten  Systems  von 
Ortb<igonalk reisen  imaginär  schneiden  (vergl.  Baumlebre  II,  S.  111). 
Diese  imai^nären  Beziehungen  erscheinen  dem  Auge  in  der  geometriachen 
Darstellung  allerdings  als  gleichbedeutend  mit  nicht  stattfindenden  reellen 
Beziehungen.  Aber  das  Nichtstattfinden  einer  reellen  Beziehung  ist 
keineswegs  immer  gleichbedeutend  mit  dem  Vorhandensein  eiser  imagi- 
nären Beziehung.     (Vergl.  den  Scfaluis  dieses  Aufsatzes.) 

Indem  ich  es  im  Folgenden  unternehme,  diese  Auffassung  des  Ima- 
ginären zu  begründen  und  durchzufühlen ,  bemerke  ich  gleich  im  Voraua, 
dass  die  hiermit  zusammenhängende  Darstellung  des  Imaginären  sich  nnr 
begrifflieb  von  der  Möbins'schen  unterscheidet,  während  dieselben 
Punktepaare,  welche  dort  als  Bilder  conjngirter  Complexzahlen  ers^ei- 
nen,  hier  Funkte  sind  mit  imaginärer  Lage  in  Bezug  auf  eine  Gerade. 
Femer  dass  die  Standt'schen  Sätze  und  Definitionen  Über  die  gegen* 
seitige  Lage  reeller  und  imaginärer  Gebilde  mit  den  hier  durch  einfache 
Anschauung  sich  ergebenden  übereinstimmen. 

Anmerkung.  Man  bemerkt,  dass  das  Imaginäre  bei  dieser  Auf- 
Fassung  nicht   ein   absoluter,   sondern  ein  relativer  Begriff  ist,   da  z.  B. 

*  Welche Bewandtniu  es  mit  der  wirklichen  Constmction  der  imaginären 
Schnittpunkte  zweier  Ereiae  hat,  die  Hankel  in  seiner  „Theorie  der  complexen 
ZahlensjBteme"  8.66  oben  erwähnt,  kann  ich  nicht  ersehen,  da  der  cweite  Theil 
seines  Werk«,  welcher  hierüber  Auskunft  geben  sollte,  nicht  ersohien  und  mir 
Weiteres  fibec  eine  derattiga  Conetmction  nicht  bekannt  ist. 

**  Wenn  es  sonst  Staudt  zum  Yerdieoit  angerechnet  wird,  dass  es  ihm  ge- 
lungen sei,  die  comples-coujugirten  Elemente  durchaus  zu  trennen  (vergl.  i.  B. 
Math.  Annalen  fid.  IV,  S.  447),  bo  sehe  ich  von  meinem  Standpunkte  ans  in  dieser 
Trennung  nnr  ein  Trennen  des  als  unsammen gehörig  Gegebenen,  also  ein  Terlaa- 
seu  des  natürlichen  Weges. 
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nicht  ein  Pnnktepaar  an  nnd  für  sich  reell  oder  imaginür,  soDdem  nnr 
seine  Lage  xa  einer  Geraden  reell  oder  imagin&r  ist.  Der  Begriff  des 
ImagiitXreD  wird  hierdurch  nnr  einer  ähnlichen  geometrischen  Anffassnng 
nntenrorfei),  wie  sie  ftir  das  Negatire,  das  Gebrochene  nnd  das  Irratio- 
nale schon  besteht.  Denn  auch  eine  Strecke  ist  nicht  an  nnd  fUr  sich 
eine  negative,  gebrochene  oder  irrationale  Grösse,  sondern  erlangt  diese 
Eigenschaft  erat  dnrch  Beziehang  auf  eine  andere  Richtung  oder  Strecke. 


1.    Das  IniaginSre  in  der  Eben«. 

A.    Stu  Imaginftre  in  Beng  auf  dl«  Gerade, 
a)  Pnnktepaar«. 

1.  Die  imaginüre  Einheit  als  Drehungsfactor  der  Strecke. 
—  £ine  Strecke  OA=a  hleiht  arithmetisch  nngeSndert,  venn  man  sie 
mit  dem  Factor  (+1)  mnitiplicirt,  geometrisch,  wenn  man  sie  um  vier 
Rechte  um  den  Anfangspunkt  0  dreht.  Man  kann  daher  die  Zahl  -|-1 
[oder  (+l)'i  wo  n  EnnKchst  eine  ganze  positive  Zahl  ist]  als  den  Factor 
ansehen,  dessen  Hins utreten  za  einer  Strecke  die  Drehung  derselben  nm 
vier  Rechte  (resp.  4n  Rechte)  anzeigt.  —  Eine  Strecke  erhält  arithme- 
tisch entgegengesetztes  Vorzeichen,  wenn  man  sie  mit  dem  Factor  (—1) 
maltiplicirt ,  geometrisch  entgegengesetzte  Kchtnng,  frenn  man  sie  um 
zwei  Rechte  dreht.  Da  nun  (— 1)*:=-|-1  nnd  eine  zweimalige  Drehung 
um  zwei  Rechte  einer  einmaligen  nm  vier  Rechte  gleichkommt,  so  ist 
(—1)  der  Factor,  dessen  Hinzntmten  zn  einer  Strecke  die  Drehung  der- 
selben um  zwei  Rechte  anzeigt.  —  Ist  x  der  Factor,  welcher  zn  der 
Strecke  a  treten  mnss,  wenn  ihre  Drehung  einen  Rechten  betragen  soll, 
•o  ist  x'  =  — I,  also  x  =  i,  d.  h.:  die  imagiuXre  Einheit  ist  der  Factor, 
dessen  Hinzutreten  zn  einer  Strecke  Drehung  der  Strecke  nm  ünen  Rech- 
ten bedeutet.  Und  allgemein  bedentet  die  HinznfBgnng  des  Factors  i" 
eine  Drehung  der  Strecke  um  n  Rechte.  (Raumlehre  I ,  S.  36  flgg.)  — 
Zn  demselben  Resultate  gelangt  man  auch ,  wenn  man  den  oben  gegebe- 
nen Ansdnicfc  (+1)*,  welcher  Drehung  um  4n  Rechte  bedeutete,  auch 
für  gebrochene  Werthe  von  n,  namentlich  fttr  ni=^  und  R  =  ^  gelten 
Usst.     Ebenso  findet  man,    dasa   einem  negativen    Werthe  von  n  eine 

.  Drehnog  in  entgegengesetztem  Sinne  entspricht. 

2.  Cebergang  von  der  Strecke  zum  Punkte.  —  Nach  dem 
oben  Gesagten  ist  in  Fig.  1 

(«,-«,)■■=(«-",),  («,-«,)(—■)=(«,—',). 

Folglich 

«  =  «,  +  (.,-e,)i  =  (l-0,',  +  i>.,     «,  =  f,-(f,-  r,),-(l  +  ?rt'-lSit. 
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AUgemeinet  sei 

R  =  {p  +  gi)e,  +  {l-p-gi)e, 
ein   aas  zwei  gegebenen  Punkten  (e,  und  e,)  mittelst  complexer  Zahlen 
(deren  Snmme  1  ist)  abgeleiteter  Paukt.    Bann  eibält  man  dnreb  Tien- 
nnng  des  Beeilen  vom  ImaginXren 

Ä=be,+  (l-p)e,]  +  ?'(es-0- 
(Fig.  2.)     Bezücbnet  mau  den  Funkt  p«j  +  (I— ^)e,   durch  P,  so  dasa 
seine  Lage  durch  die  Gleichnng 

(i>-«,)  =  p(«^-Cj) 
bestimmt  ist,  so  ist,  wenn  wir  die  Strecke  ('«  — O^^'  setzen, 

P  =  (P-e,). 
Bestimmen  vir  ferner  einen  Punkt  Q  durch  die  Gleichnng 

(0-«,)  =  ff{e,-c,), 
ao  ist 

und  folglich 

oder 

(»_i')=(p -«,)•■• 

Tragen  wir  also  auf  der  in  Cj  zn  e^e,  errichteten  Senkrechten  die  Strecke 
q  ab  bis  £>i  nnd  ziehen  durch  P  und  0,  Parallelen  zu  e^Q,  resp.  e^P,  so 
schneiden  sich  dieselben  in  R.  —  Hiermit  ist  die  Constrnction  eines  mit- 
telst complexer  Zahlen  ans  zwei  Fan daraental punkten  abgeleiteten  Punk- 
tes dargethan.  —  Setzen  wir  flberall  — t  statt  +i,  so  erhalten  wir  den 
m  R  conjn^rten  Punkt  A,,  und  da 

also 

ist,  so  ist  auch  die  Lage  von  A,  bestimmt,  indem  P  die  Mitte  zwischen 
B  und  Ä,  ist     (Baumlehre  I,  Nr,  20). 

Der  bereits  bekannten  Definition; 

„Ein  Punkt,  der  aas  zwei  Punkten  e^  und  e^  vermittelst 
reeller  Zahlen  (deren  Summe  1  ist)  abgeleitet  ist,  liegt  reell 
auf  der  durch  e^  und  e,  bestimmten  Geraden"  (vergl,  Banmlehre 
I,  Nr.  26) 

IXsst  sich  nun  die  folgende  gegenüberstellen; 

„Bin  Paukt  (A),  der  aas  zwei  Punkten  e^  und  e,  vermit- 
telst complexer  Zahlen  (deren  Summe  1  ist)  abgeleitet  ist,  liegt 
imaginär  auf  der  durch  e^  und  e,  bestimmten  Geraden.  Den 
conjngirten  Pankt  (A,)  findet  man,  wenn  man  -^J  durch  —  t  ersetz)." 

Anm.  Ersetzt  man  in  der  ganzen  Darstellung  dieser  Nnmmer  den 
Punkt  «j  durch  die  Zahl  ],  und  «,  durch  Nnll,  so  erhält  man  die  Dar- 
stellung complexer  Zahlen,  wie  sie  von   MSbins,    Gauss,   8iel)^eok 
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gegeben  ist.  Es  knUpft  sich  bieran  die  in  ninetn  folgenden  Aufsätze  aas- 
zanihrende  Bemerkung,  daes,  da  dnrcb  diese  Substitutionen  die  Sie- 
beck'scbe  Darslellnng  aas  derjenigen  bervorgeht,  die  anf  den  Anscbau- 
nngen  der  Ansdehnungslehre  berubt,  beide  Anscbauungeu  ancb  im  Punkte 
des  ImaginSren  wesentlich  Übereinstimmen. 

Folgerungen.  Ein  Funktepaar  liegt  imaginär  auf  derjenigen  Ge- 
raden,  welche  auf  der  Verbindungsstrecke  beider  Funkte  in  ihrer  Mitte 
senkrecht  Htekt.  Ein  Fanktepaai  bestimmt  nicht  nur  diejenige  Gerade, 
auf  welcher  es  reell,  sondern  auch  diejenige,  auf  welcher  ea  imaginär 
Uegt.  Anf  einer  gegebenea.  Geraden  liegen  imagin&r  alle  Funktepaaro 
der  Ebene,  deren  Verbindungsstrecke  auf  der  Geraden  senkrecht  steht 
nnd  dnrch  dieselbe  balbirt  wird.  Einer  der  Funkte  bestimmt  oebst  der 
Geraden  den  andern  Funkt. 

Betrachtet  man  alle  Punkte  einer  Geraden  als  reell  (als  Bilder  reeller 
Zahlen),  so  können  alle  Panktpaare  der  Ebene,  welche  die  eben  ei- 
wkhnte  Ergenschaft  besitzen,  in  Bezng  anf  die  gegebene  Gerade 
imaginSie  Funktpaare  genannt  werden,  indem  dadurcb  nicht  die 
reelle  Existenz  dieser  Panktpaare  bestritten,  sondern  nur  eine  Eigen- 
schaft derselben  in  Bezug  auf  die  Gerade  ausgedrückt  wird. 

3.  Anwendung  anf  Doppelpunkte  der  Involution.  —  Setzen 
wir  in  den  in  vonger  Nummer  gefundenen  Jfonneln 

B  =  c,  +  (c,-c,)i,     Ji  =  e,~(e,-e,).- 
die  Strecke 

(c,-e,)  =  e,  ' 

so  ist 

B-^e^  +  it,    (ß— e,)  =  ij, 
ß,=  e,  —  ii,    (ßj-  c,)  =  —  ie. 
Dnrch  algebraische  Multiptication  der  rechts  stehenden  Ausdrücke  erhält 
man  weiter  (vergl.  Fig.  1) 

Man  kann  nun  erstens  e,  als  Centrum  einer  Inrolntion  betrachten, 
deren  Doppelpunkte  e,  und  e^  sind.  Bann  erhält  man  der  Reibe  nach 
die  aus  Betrachtung  der  Figur  sich  ergebenden  Formeln 

(«,-e,)=-(«j-e,),   (e,-e,)  =  (c,-eg)5=i(ft,-eg). 

Dies  ist  genan  die  oben  gefundene  Formel,  nur  anders  abgeleitet;  und 
mit  Rücksicht  anf  die  angenommene  Bedentnng  der  Funkte  e,,  «j,  «j 
folgt,  dass  B,  B^  ein  imaginär  liegendes  zugeordnetes  Pnnktepaar  der 
auf  der  Geraden   bestehenden  Involntion   ist.'    In  diesem  Falle  ist  also 
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5+*j  =  2«,  oder  (fl— c,)=— (ß,  — e,). 
Usn  kiina  nna  aber  anch  zweitens  annehmen,  das, 


sei,'  Dann  sind  die  Pnnkte  B  nnd  B^  als  intaginäre  Doppelpnnkte  einer 
aaf  der  Geraden  bestehenden  InToIntion  cbarakterisirt. 

Anin.  Es  wird  hiernach  darch  ein  zq  einer  Geraden  imngirtXres 
Pnnktepaat  ebenso  eine  einzige  Involntion  anf  der  Geraden  bestimmt, 
als  ob  das  Ponktepaar  reell  anf  ihr  läge.  Es  ist  aber  nicht  nöthig,  diese 
Involution  snm  Bilde  des  Pnnktepaares  zu  machen,  wenn  man  nnr  nicht 
an  der  Forderung  festhItU,  dass  das  Paar  auf  der  Geraden  selbst  zur 
Darstellung  gebracht  werde.  Für  e^O  gehen  B  und  f ,  in  den  reellen 
(neatraUn)  Punkt  «,  Über. 

Ist  Jf  der  Mittelpunkt,  und  sind  B  nnd  D  die  Doppelpunkte  einer 
Involution,  nnd  AC,  tliCi,  A^C^,  ...  beliebige  Paare  angeordneter  Punkte, 
SQ  ist  rur  reelle  Doppelpnnkte  (Fig.  3)  (vergl.  Raumlehre  II,  S.  66) 

{B-D)  ~1{M~C) 
Wird  {M—A)  grfisser,  so  wird  (#— C)  kleiner,  folglich  ist  die  Bewegung 
(der  Sinn  derBeihe)  AA^J^-,..  entgegengesetzt  det  Bewegung  CCfC^  ... 
Zwei  zugeordnete  Punkte  liegen  in  diesem  Falle  immer  auf  derselbm 
Seite  von  M  (in  gleichem  Sinne  zn  lU). 

FUr  imaginKre  Doppelpnnkte  ist  dagegen  (Fig.  4) 
i(/lf-A)_  (D~B) 
(B  —  D)    ~2(Jtf— C) 
oder 

(.-.)(«-C_-<£=^. 

Die  numerischen  Werthe  der  Strecken  sind  dieselben  wie  vorherj  doch 
haben  jotzt  (M^A)  und  {M~C)  entgegengesetzte  Bichtnng.  Die  Be- 
wegung AJ^A^...  ist  diesmal  gleich  gerichtet  mit  CC^C^,..,  und  zwei 
zugeordnete  Pnnkte  liegen  immer  auf  entgegengesetzter  Seite  von  M. 

Noch  anschaulicher  wird  der  Gegensatz  zwischen  reell  und  imag^uKi 
liegenden  Doppelpunkten  der  Involution  dargestellt,  wenn  man  die  ia- 
volutorischen  Punktepaare  znerat  anf  der  Peripherie  eines  Kreises  dar- 
stellt  nnd  sie  dann  durch  einfache  Drehung  anf  eine  Gerade  tibertriigt. 

Ist  in  ein  Punkt  der  Ebene,   von  dem  zwei  beliebige  Geraden  aus- 
gehen, die  einen  Kreis  in  den  Pnnktepaaren  £F,  GH  schnöden 
stets  numerisch 

(JH— £).(Ä— J")  =  (Ä-C).(«-ff). 
Diese  Formel  würde,   wenn  alle  Punkte  anf  derselben  Geraden  IKgen, 
sagen,  dass  EF,  GH  Paare  einer  Involntion  mit  dem  Centmm  tf  wKren, 
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(BAOmlehre  II,  S.  66.)  Mtui  k«nn  naD  den  Begriff  der  Inrolution  er- 
weitern, indem  man  sagt,  dass  alle  Fnnktepaare  einer  Kreislinie,  deren 
Verbind nngglioien  darcb  denselben  Fnokt  gehen,  eine  inTolutorische  Keihe 
bilden.  Diese  Reibe  gebt  in  eine  gewehnliche  über,  veun  man  Sich  die 
Pankto  jede«  Paares,  nach  entgegengesetzter  Bichtung  gedreht,  aaf  der 
Geraden  (Axe)  niedergelegt  denkt,  die  in  !U  auf  dem  dnrch  U  gehenden 
Dnrchmesser  senkrecht  steht.     Nnn  sind  zwei  Fälle  zn  ttoterscheideD. 

1.  Jf  liegt  ausserhalb  des  Kreises  (Fig.  5).  —  Der  Sinn  der  Reibe 
EAG ...  ist  entgegengesetzt  dem  Sinne  der  Reibe  FCH,..,  die  Involu- 
tion also  reell.  Ihre  Doppelpunkte  sind  die  Bertihrungspankte  der  von 
M  an  den  Kreis  gesogenen  Tangenten.  Auf  die  Ase  Übertragen,  liegeo 
je  Bwei  coDJngirte  Punkte  auf  entgegengesetzter  Seite  von  M,  Daher  ist 
(Fig.  5)  «war  («-S)  =  (*-/»),  aber  («-i'i)  =  -(«- ß,)  =1(51-^1). 
Also 

(M- £).(*- ii")  .=  -(*— 5,) .'(«- i),)  =  (»- i),)>  ==  + ^^i^^. 

In  Bezug  anf  die  Aze  sind  also  in  diesem  Falle  die  tlbertragenen  Dop- 
pelpunkte der  Involution,  B^  und  D^  reell,  dagegen  die  Schnittpunkte 
der  Aze  mit  dem  Kreise,  nSmIich  P  und  Q,  imaginSr.  (Vergl.  Raum- 
lehre 11,  8. 111.) 

2.  M  liegt  innerhalb  des  Kreises  (Fig.  6).  —  Der  Sinn  der  Reihe 
BJG...  ist  gleich  dem  Sinn  der  Reihe  FCff...,  die  Involution  also  ima- 
ginSr.  Ihre  Doppelpunkte  sind  imaginär  (haben  imaginäre  Lage  zu  BD), 
da  von  M  ans  keine  reellen  Tangeuten  an  den  Kreis  gezogen  werden 
kSnnen.  Auf  die  Aze  äbertragen,  liegen  je  zwei  conjngirte  Punkte  auf 
derselben  Seite 'von  M,    Ferner  ist 

*=^,     (ß-*)  =  (Jf-/>)  =  4(B-/)), 
(«-/>)(*-»)  =  -i(B~Z>)», 
also,  wenn  wir  die  imaginSr  liegenden  übertragenen  Doppelpunkte  mit 
P^  und  Qi  bezeichnen, 

(*-J;)-Ti(»-''K.    . 
P.„«+,-.(£^),  a_»-,.<£=^>. 

Demuach  haben   die  Punkte  P^  und  ^,  die  in  Fig.  6  angegebene  Lage, 
In  B«Kag  anf  die  Aze  sind  also  diesmal  die  Ubeitragenen  Doppel- 
punkte der  Involution,  P^,  Q^,  imaginär,  dagegen  die  Schnittpunkte  der 
Aze  mit  dem  Kreise,  nämlich  B  und  D,  reell. 

Anm.  Ebenso  wenig,  wie  In  Fig.  5  die  übertragenen  Doppelpunkte 
der  Involntton,  B,  nnd  />,,  die  reellen  Beruh  ran  gs  punkte  der  ans  jH  an 
den  Kreis  gezogenen  Tangenten,  sind  auch  in  Fig.  6  die  Übertragenen 
Doppelpunkte   der  Involution,  P^  und  £*,,   die  imaginären  BerSbrungs- 
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punkte  der  sns  M  an  den  Kreis  gesogenen  Taugenten.  Die  Oonstroction 
dieser  Berührnngspankte  wird  später  gezeigt  Verden.  —  Wie  in  Fig.  5 
die  reellen  Berti hranggp unkte  B,  D  mit  den  imeginXren  Schnittpunkteii 
/',  Q  der  iu  M  zam  DnrchmesBeF  Senkrechten  anf  derselben  Kreialinie 
liegen ,  so  liefen  &nch  in  Fig.  6  die  imaginären  Berflhningspnnkte  mit 
den  reellen  Schnittpunkten  B  nnd  D  auf  derselben  Kreislinie  (vgl.  Fig.ll). 

4.  Anwendung  auf  Schnittpunkte  einer  Gnrve  und  einer 
Geraden.  —  Schneiden  ^ich  zwei  Gurren  imaginär  in  swei  Funkten, 
so  kann  man  statt  der  einen  Cnrve  anch  die  Gerade  einführen,  auf  wel- 
cher jene  beiden  Punkte  imaginäre  Lage  haben.  £s  genHgt  also,  die 
imaginär  liegenden  Schnittpunkte  einer  Cnrve  mit  einer  Geraden  zu  be- 
trachten. 

Sei  aa;"  =  0   die  Gleichung  einer  Cn  nnd  a:  =  (l  — A)a-^i6  ein  mit 
der  Zahl  1  variabler  Funkt  auf  der  durch  die  festen  Punkte  a  nnd  b 
bestimmten  Geraden.     Dann  sind  die  Schnittpunkte  der  Geraden  und  der 
Cn  bestimmt  dnrcb  die  Gleichung 
od.,  .[(I-i)»  +  »]-  =  0 

<,(l_i).„.  +  „.i.(l_l).-i„.-US  +  „.t,(l_l)— i„.-ii<i.  +  ... 
...  +  o6"l'  —  0. 
Diese  Gleichung  liet  n  Wtuzeln  in  l.    Sei  ein  imaginäres  Paar  daronter 

i(  =  f  +  (■  j,     i,  =  p  ~  iö. 
Dann  sind  die  entspiecfaeuden  Pnnlite 

«i-'(l-«-'«)''+(f  +  '«)'''=(l-f)'"  +  f»  +  '«('-«)-P +  ■•(»-'■). 
'i  =  (I-f+'«)'"  +  (f->«)»  =  (I-s)'"  +  f»-'«(»-«)  =  l'— ■«(»-°)- 
Folglicii 

»,+x,  =  2)i,     i,-/c,  =  2i.(*-«),    ?Lrf>_Xj_,  =  ,,,(6_„). 

Hierans  eigiebt  sich  die  Constmction  dieser  imaginären  Schnittpunkte 
(Flg.  7). 

Insbesondere  sind  die  imaginär  liegenden  Schnittpunkte  eines  Kreise» 
und  einer  Geraden  (^i  J^i  Fig.  5)  die  Centrilpunkte  (/*,  Q)  des  durch  den 
Kreis  nnd  die  Gerade  bestimmten  orthogonalen  Systems  (vgl.  Baumlehre 
II,  6. 111).  Blickt  M,  also  auch  die  Gerade,  in  unendliche  Entfernung, 
so  gebt  der  um  M  beschriebene,  den  gegebenen  orthogonal  schneidende 
Kreis  in  die  xat  AC  in  0  senkrechte  Gerade  Aber.  Die  beiden  imaginä- 
ren Schnittpunkte  sind  also  0  und  der  unendlich  ferne  Punkt  von  JC. 

b)  Linienpure. 
Wenn  alle  Funkte  der  Ebene,  die  nicht  in  der  g^ebeuen  Geraden 
(Axe)  liegen  (nicht  dieselbe  Lage  mit  ihr  haben),  als  imaginär  eu  der- 
selben an  betrachten  sind,  so  kann  anch  jpde  Gerade,  die  mit  der  Axe 
nicht  dieselbe  oder  gleiche  Richtung  bat,   als  imaginär  zu  derselben  be- 
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trachtet  werden.  Betrachtet  man  die  Axe  nnr  als  Repräsentanten  einer 
bestinunten  Bichtnng,  so  sind  alle  Parallelen  za  ihr  reell.  Betrachtet 
man  sie  aber  als  RepiXsentanten  einer  beetimmten  Richtung  und  Lage, 
eo  sind  die  Parallelen-  imaginKr.  Betrachtet  man  die  Parallele  als  den 
Ort  imaginSr  liegender  Punkte  (was  anch  von  jeder  andern  Geraden,  die 
Axe  ausgenommen,  gilt),  so  gelangt  man  zur  zweiten  Auffassung;  da- 
g^^D  aar  ersten,  wenn  man  nur  die  Richtung  der  Parallele  in  Betracht 
zieht. 

In  Bezug  anf  die  Art  nnd  Weise,  wie  (lie  verschiedenen  FAIls  ima- 
ginircr  BesiehuDg  sprachlich  ausgedttlckt  werden,  mag  hier  gleich  fol- 
gende Deheraicht  eingefügt  werden.  Da  der  Begriff  des  Imaginären  sich 
unserer  Annahme  gemlUs  nnr  anf  die  gegenseitige  Lage  zweier  Gebilde 
bexieben  soll ,  so  hat  man  drei  Fülle  zu  unterscheiden.  Es  kann  nSmlich 
von  den  beiden  Gebilden  das  erste  von  niederer,  gleicher  oder  höherer 
Stufe  sein,  als  das  zweite  (in  Bezug  anf  welches  die  reelle  oder  imagi- 
nftre  Lage  des  ersten  ausgesprochen  wird).  Im  ersten  Falle  sagt  man, 
dasB  das  niedere  reell  oder  imaginSr  In  (auf)  dem  hüheren  Hegt  (z.  B. 
Punkt  anf  der  Geraden,  in  der  Ebene,  Gerade  in  der  Ebene  etc.)  Im 
zweiten,  dass  die  beiden  Gebilde  sich  in  einem  der  nSchst  niederen 
Stufe  reell  oder  imaginär  schneiden  (ein  Gebilde  der  nächst  niederen 
Stufe  reell  oder  imaginSr  gemeinsaa  haben),  (z.  B.  zwei  Geraden  einen 
Fnnkt,  zwei  Ebenen  eine  G^erade);  im  dritten,  dass  das  höhere  reell  oder 
imaginär  durch  das  niedere  hindurchgeht  (Gerade  oder  Ebene  durch 
Punkt,  Ebene  durch  Gerade).  Im  ersten  Falle  ist  also  das  höhere,  im 
(reciproken)  dritten  Falle  das  niedere,  im  zweiten  eins  oder  jedes  der 
beiden  Gebilde  dasjenige,  in  Bezug  auf  welches  dem  andern  die  Eigen- 
schaft der  imaginären  Lage  beigelegt  wird. 

Anm.  Zwei  Geraden,  die  in  derselben  Ebene  liegen,  sind  in  Bezug 
anf  diese  Ebene  beide  als  reell  zu  betrachten.  Ist  aber  nicht  ihre  Lage 
zur  Ebene  massgebend,  sondern  die  Lage  der  einen  zur  andern: 
wenn  sie  nicht  beide  zusammenfallen,  resp.  parallel  sind,  die  eine  als 
imaginär  zur  andern  zu  betrachten,  in  Bezug  anf  welche  man  die  Eigen- 
schaft des  Imaginären  ausspricht.  Der  letztere  Fall  ist  der  hier  vor- 
liegende. Diese  imaginär  zur  Axe  liegende  Gerade  ist  übrigens  dieselbe, 
welche  Standt  imaginäre  Gerade  der  ersten  Art  nennt. 

Folgerungen  aus  der  Definition  der  imaginSr  liegenden  Oeradei 
1.  £Une  imaginäre  Gerade  hat  mit  der  reellen  Geraden  stets  einen  reellen 
Funkt  gemeinsam.  2.  Auf  jeder  nicht  dnrch  ihren  reellen  Punkt  gehenden 
Geraden  liegt  ein  ihr  angehSriger  complexer  Punkt.  (Vergl.  Hatb.  Ann. 
IV,  8.  424  unten.) 

8ind  a  und  6  Strecken  auf  der  Axe,  so  ist  (Fig.  8)  n  +  &i  =  «  eine 
imaginär  liegende  Strecke,  und  zwar  sind  die  beiden  Geraden 

'■—+"•   ».=■■-«  C.oogic 
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conjngirt.  Also  ist  die  reelle  Axe  sweier  sich  ichD^denden  inuginXr 
liegenden  Geraden  von  beitimmter  Richtung  die  Halbimngslinie  ihres 
Winkels  (daher,  wenn  sie  parallel  sind,  die  von  beiden  gleichweit  ent- 
fernte Parallele). 

Folgerungen.  1.  Zwü  conjngirte  Geraden  gehen  reell  dnich  einen 
reellen  Pnnkt.  2.  Zwei  imaginKr  liegende  Geraden  können  sich  in  einem 
reell  oder  imaginSr  liegenden  Punkte  schneiden.  Ihre  Conjngirten  gehen 
dann  darch  den  conjn^rten  Pnnkt, 

Eine  reelle  (mit  der  Axe  parallele)  Gerade  schneidet  swei  imaj^näre 
Geraden  stets  in  Punkten  von  gleichem  Sinne  (d.  h.  die  auf  derselben 
Seite  der  Aze  liegen).  Eine  imaginäre  Gerade  (3a)  schneidet  zwei  ima- 
ginäre Geraden  in  Punkten  von  verschiedenem  Sinne  (die  auf  verschie- 
denen Seiten  der  Axe  liegen),  wenn  ihr  reeller  Punkt  zwischen  den 
reellen  Punkten  der  beiden  auderen  liegt  (Fig.  9);  sonst  (3b)  in  Punkten 
von  gleichem  Sinne. 

Befinirt  man:  „Drei  Geraden  1,  2,  3  sind  in  gleichem  Sinne  be- 
schrieben, wenn  sie,  durch  Drehung  ans  einander  ersengt,  ebenso  anf 
einander  folgen,  wie  ihre  reellen  Punkte,  sonst  in  entgegen gesetatem 
Sinne",  so  folgt:  Die  Gerade  3  bt  in  gleichem  Sinne  mit  1  und  2  be- 
sobrieben,  wenn  ihr  reeller  Pnnkt  ausserhalh  derjenigen  der  anderen 
liegt;  in  entgegengesetstem ,  wenn  ionerhalb. 

Zwei  imaginär  liegende  Punkte  können  eine  reell  oder  '  imaginKr 
liegende  Verbindungslinie  haben.    Sei  (Fig.  10) 

x  =  a  +  bi,    Xi  =  a^  +  b^if 
■o  ist 

(x-a:,)=(«-«,)  +  (ft-6J.-, 
also  im  Allgemeinen  imaginär  liegend.  Ist  namentlich  o^o,,  so  steht 
die  Verbindungslinie  von  x  und  w^  auf  der  Axe  senkrecht.  Ist  aber 
6=6,,  so  ist  («— a!,)  =  (a— n,),  also  parallel  der  Axe,  und  da  bei  der 
hier  angewandten  Rechnung  Strecken  mit  gleicher  Länge  und  Richtung 
als  gleich  betrachtet  werden,  so  ist  {x—x,)  als  reell  liegend  ansuseben, 
was  auch  daraus  folgt,  dass  t  aus  dem  Werthe  von  {x—x^)  veiscbwiadet. 

B.  Du  Imaginäre  in  Bezug  auf  den  Punkt. 

«)  Ualenpaare. 

m)   Schneidende  Geraden. 

Da  im  Gebiete  der  Ebene  die  Gerade  und  der  Punkt  reciproke  Ge- 
bilde sind,  so  kSnnen  wir  das  folgende  nnmittelhar  einleuchtende  Beci- 
procitätsgesetz  benutzen,  um  die  imaginäre  Lage  eines  Linieupaares  zu 
einem  Punkte  näher  zu  bestimmen. 

Reciprocitätsgesetz.  Wie  zwei  Paukte  der  Ebene  eine  Gerade 
(die  in  der  Uitte  ihrer  Verbindungslinie  errichtete  Senkrechte)  bestimmen 
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mK  der  Eigenacluift,  dus  alte  auf  ihr  liegenden  Pankte  gleicben  Strecken- 
abataud  von  den  beiden  Punkten  haben ,  so  bestimmen  reciprok  znei 
Geraden  der  Ebene  einen  Fnnkt  (deu  aDendlicb  fernen  Fnnkt  der  Hal- 
birangalinie  ibrea  Winkels)*  mit  der  Eigenscbaft,  dau  alle  durcb  ibn 
gehenden  Geraden  (die  Parallelen  ear  Halbirnngslinie)  gleichen  Winkel- 
abstand von  den  beiden  Geraden  haben. 

Folgerungen.  1.  Wie  es  zn  piner  Geraden  unendlich  viele  Pnnkte- 
paare  giebt,  die  imaginKr  auf  derselben  liegen,  auch  wenn  der  Abstand 
der  beiden  Pankte  gegeben  ist,  so  giebt  es  an  einem  nnendlich  fernen 
Punkte  (einer  Geraden)  nnendlich  viele  Linienpaare,  die  imaginär  durch 
ihn  gehen,  aneb  wenn  ihr  Winkel  gegeben  ist.  —  2.  Zwei  in  endlicher 
Entfernung  sich  schneidende  Geraden  können  hiernach  nnr  in  Bezng  anf 
einen  unendlich  fernen  Punkt  conjngirt  sein.  (Da  man  den  nnendlich 
fernen  Pnnkt  durch  seine  Gerade  ersetzen  kann  und  diese  die  Hai* 
birongslinie  des  Winkels  der  beiden  Geraden  ist,  so  erkennt  man  die 
Identität  dieser  imi^nftren  Beziehung  mit  der  unter  Ab  gefundenen.)  — 
3.  In  Bezug  anf  einen  nnendlich  fernen  Punkt  (eine  Richtung)  werden 
alle  durch  ihn  gebenden  Geraden  (alle  der  Richtung  Parallelen)  als  reell, 
alle  anderen  als  imaginXr  angesehen.  Zwei  Geraden  mit  bestimmter  Eich- 
tnng  sind  in  Beang  auf  einen  nnendlich  fernen  Punkt  conjngirt,  wenn 
er  anf  der  Halbirnngslinie  ihres  Winkels  liegt.  Sie  bestimmen  ihn  dann 
vollstilndig  »nd  gehen  imaginSr  durch  ibn. 

P)  Parallele  Geraden. 

Da  zwei  parallele  Geraden  nnr  ein  epecieller  Fall  von  zwei  sich 
Mboeidenden  Geraden  sind,  so  wird  die  imaginäre  Lage  eines  Parallelen- 
psarea  an  einem  Pankte  durch  eine  entsprechende  Specialisimng  des  oben 
gegebenen  Beciprocitätsgesetzes  bestimmt  werden.     Dieselbe  lautet: 

„Wie  zwei  Punkte  mit  gleicher  Lage  (zusammenfallende  Punkte) 
unendlich  viele  Geraden  (alle  durcb  den  Doppelpunkt  hindurchgehenden) 
bestimmen,  mit  der  Eigenschaft,  dass  alle  auf  ihnen  Uzende  Punkte 
(das  sind  simmtliche  Punkte  der  Ebene)  gleichen  Streckenabstand  von 
den  beides  Punkten  haben,  so  bestimmen  reciprok  zwei  Geraden  mit 
gleicher  Richtung  (parallele  Geraden)  unendlich  viele  Punkte  (alle  Fnnkte 
auf  einer  zn  ihnen  gezogenen  Parallelen)  mit  der  Eigenschaft,  dass  alle 
dureb  sie  hindurchgehenden  Geraden  (das  sind  sSmmtlicbe  Geraden  der 
Ebene)  gleichen  Winkelabstand  von  den  beiden  Geraden  haben." 

Anm.  Zwar  haben  alle  Geraden  der  Ebene  die  Eigenschaft,  dass  alle 
ihre  Funkte  von  einem  Doppelpunkte  gleichen  Abstand  haben,  nnd  alle 
Punkte  der  Ebene  die  reciproke,  dass  alle  durch  sie  gehenden  Geraden 
ein  Parailelenpaar  unter  gleichen  Winkeln  schneiden.     Die  Speciatisirung 
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des  Gesetzes  fUhrt  jedoch  vie  im  ersten,  so  auch  im  zweiten  Falle  nur 
auf  eine  beschrünktn  Gruppe  von  Gebilden,  —  Hiasicbtlicb  des  Zustande- 
kommens dor  erwähnten  Specialbimngen  sei  noch  Folgendes  bemerkL 
Fallen  die  beiden  Punkte,  welche  die  in  der  Mitte  ihrer  Verbindungs- 
linie Senkrechte  bestimmen,  in  einen  zusammen,  so  verwandelt  sich  ihre 
imaginXre  Lage  anf  der  Senkrechten  in  eine  reelle  nnd  die  Richlnng  der 
Senkrechten  wird  unbestimmt.  Werden  andererseits  die  beiden  Geraden, 
welche  den  nnendlich  fernen  Punkt  der  Halhirnngslinie  ihres  Winkels 
bestimmen,  parallel,  so  verwandelt  sich  ihr  imaginäres  Hindurchgehen 
durch  jenen  Pnnkt  in  ein  reelles  und  die  Lage  dieses  Punktes,  d.  h.  die 
Lage  der  Halb Irungsli nie  wird  unbestimmt.  Im  ersten  Falle  kann  man 
von  allen  Punkten  der  Ebene,  jnit  Ausnahme  des  mit  dem  Doppelpunkte 
zusammenfallenden,  sagen,  dass  sie  imaginüre  I^age  an  dem  Doppelpunkte 
haben.  Ebenso  kann  man  im  zweiten  Falle  von  jedem  Punkte  der  Ebene, 
mit  Ausnahme  des  unendlich  fernen,  sagen,  dass  das  Parallelenpaar  ima- 
ginär durch  ihn  hindurchgehe.  Auf  diese  Welse  wird  die  bei  der  Spe- 
cialisirnng  des  Beciprocttätsgesetzes  in  Verlust  gerathene  imaginäre  Be- 
ziehung wiederhei^estellt.  Hält  man  im  ersten  Falle  die  ntsprttagliehe 
Bichtnng  der  Senkrechten,  im  zweiten  die  ursprangliche  Lage  der  Hal- 
hirnngslinie fest,  so  erhalten  nur  die  Punkte  dieser  Senkrechten  imagi- 
näre Lage  mm  Doppelpunkte,  und  nur  die  Punkte  der  Halhirnngslinie 
imaginäre  Lage  zu  dem  Parallelen  paare.  Man  wird  von  dieser  Beschrän- 
kung Gebrauch  machen,  wenn  die  lUchtnng  der  Senkrechten,  resp.  die 
Lage  der  Halhirnngslinie  nicht  anderweitig  bestimmt  ist. 

Die  imaginären  Beziehungen   schneidender  und  paralleler  Geraden 
zu  einem  Punkte  lassen  sich  nun  iu  folgenden  Sätzen  gegenttberetellen: 
Zwei  schneidende  Geraden  schnei-  Zwei  parallele  Geraden  schneiden 

den  sich  reell  in  einem  endlich  fer-  sich  reell  in  dem  nnendlich  fernen 
neu  Punkte  der  Halbiinngslinie  ihres  Punkte  irgend  einer  zu  ihnen  ge- 
Winkels, imaginär  in  dem  unend-  zogenen  Parallelen,  imaginär  in  ir- 
lieh  fernen  Punkte  derselben.  gend  einem  andern  Punkte  dersel- 

ben, resp.  der  gleichweit  von  beiden 
entfernten  Parallelen. 
Folgerungen.  In  Bezug  auf  einen  Pnnkt  sind  also  alle  durch  ihn 
gehenden  Geraden  als  reell,  alle  anderen  als  imaginär  zn  betrachten.  — 
Ein  Paar  sich  schneidender  Linien  bestimmt  nicht  nur  denjenigen  Punkt, 
in  welchem 'es  eich  reell,  sondern  aach  jenen,  in  welchem  es  sieh  ima- 
ginär schneidet.  —  Ein  Parallelenpaar  bestimmt  aussei  dem  unendlich  fer- 
nen Punkte,  in  dem  es  sieb  reell  schneidet,  unendlich  viele  Punkte,  in 
denen  es  sich  imaginär  schneidet.  —  Eine  Gerade  bestimmt  mit  einem 
nnendlich  fernen  Punkte  (einer  nach  L^e  und  Richtung  gegebenen  Ge- 
raden) zusammen  eine  schneidende  Linie,  mit  einem  endlich  fernen  Punkte 
zusammen  eine  lUcbtnng  als  conjugirte  in  Bezug  auf  den  Punkt. 
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IiiiftginäT  liegende  Ereistangenten.  —  Die  Tangenten  «ns 
einem  innerbalb  eines  Kreises  K  liegenden  Punkte  P  kann  man  mittelst 
des  voa  der  Lage  von  P  unabhängigen  Satzes  bestimmen,  dass,  wenn  p 
die  FoUre  au  P  ist,  die  Schnlttpunktu  von  p  nnd  K  (R  and  A,)  gleich- 
zeitig die  Beräbmngspnnkte  der  aas  P  gezogenen  Tangenten  sind.  Da 
fwner  die  Tangenten  (r  nnd  r^)  (als  imaginSr  sa  P)  parallel  sein  müssen 
nnd  ibie  Winkel  dnrch  die  Richtungen  der  Polare  nnd  des  durch  P 
gebenden  Dorchmessers  balbirt  werden,  so  stehen  sie  beide  aaf  diesem 
Dnrehmesaer  senkrecht.     (Fig.  11.) 

Backt  P  aaf  dem  Durchmesser  bis  an  die  Peripherie  des  Kreises  {V), 
80  nihert  sich  p  der  Tangentenlage,  die  imaginären  Schnittpunkte  von  p 
nnd  IC,  nämlich  R  nnd  A,,  gehen  in  einen  rellen  Doppelpunkt  (T),  und 
die  imaginären  Tangenten  r  nnd  r^  in  une  reelle  Doppeltangente  Aber. 
Backt  P  dagegen  auf  dem  Durchmesser  bis  in  den  Hittelpunkt  (^),  so 
rückt  p  in  unendliche  Entfernung,  B  und  It^  rücken  (der  letztere  Pnukt 
Aber  -(-  oo  und  —  oo)  beide  nach  S,  nnd  r  nnd  r^  gehen  in  einen  Durch- 
meuer  über,  der  hiemacli  als  iroa^inUre,  aus  dem  Mittelpunkt  kommende 
Tangente  gilt  und  beliebige  Biehtnng  hat. 

Anm.  Uan  beachte,  dass  zwei  conjugirte  imaginäre  Gebilde,  a-^-bi 
und  a  —  6i,  wenn  sie  zusammenfallen,  immer  in  ein  reelles  übergehen, 
weil  a-i-bi  nur  dann  gleich  a  —  bi  sein  kann,  wenn  b^Q  ist,  also  das 
imaginäre  Glied  verschwindet.  Da  nun  die  Tangenten  r  und  r,  nur  in 
Bezug  auf  den  Punkt  P  als  reell  oder  imaginär  angesehen  werden,  so 
werden  sie  reell,  sobald  sie  durch  den  Funkt  P  gehen,  also  in  beiden 
eben  betrachteten  speciellen  Fällen.  Die  Berührung  selbst  ist  aber  nur 
im  ersten  Falle  eine  reelle,  weil  nur  hier  die  Ber&hmngspnnkte  mit  einem 
Punkte  der  Peripherie  zusammenfallen. 

Imaginär  liegende  Tangenten  an  eine  Cnrve.  —  Da  die 
erste  Polare  eines  Punktes  £  in  Bezng  anf  eine  C„  diese  Curve  in  den 
n(n  — 1)  Berührungspunkten  der  ans  X  an  die  d  gezogenen  Tangenten 
sehneidet,  so  entspricht  einem  ima^när  liegenden  Paare  solcher  Bc 
rQhmngspnnkte  (A,  A,)  auch  ein  imaginär  liegendes  Tangentenpaar  (r,  r,). 
Es  stehen  dann  r  und  r,  auf  SB^  in  den  Punkten  R  nnd  Aj  senkrecht. 

b)  Punktepaare. 

Ist  der  Funkt,  in  Bezog  auf  welchen  die  imaginäre  Xiage  eines 
Pnnktepaares  ausgesprochen  wird,  ein  unendlich  ferner,  so  f%llt  dieser 
Fall  mit  Aa  zusammen.  Ist  er  ein  endlich  femer  (P),  so  folgt  durch 
die  zu  Ab  reciproken  Betrachtungen,  dass  jeder  andere  Punkt  zu  P ima- 
ginär liegt.  Durch  einen  imaginären  (A)  und  den  reellen  Paukt  geht 
abo  stets  eine  reelle  Gerade ,  auf  welcher  auch  der  zu  R  conjugirte  Punkt 
Bf  liegt.  Und  zwar  ist,  da  oben  die  reelle  Richtung  die  Hitte  zwischen 
den  beiden  conjngirten  imaginären  Richtungen  war,  jetzt  der  reelle  Funkt 
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P  die  Mitte  zwiBchen  den  beiden  conjngirten  imaginären  Punkten  B  nnd  A, . 
—  Durch  zwei  imagiuSr  liegende  Punkte  (A,  S)  kann  eine  reelle  (wenn  R, 
S,  P  in  derselben  Geraden  liegen)  oder  eine  imaginHr  liegende  Qeraäe 
gehen.  Im  zweiten  Falle  ist  die  Yerbindangelinie  ihrer  conjngirten  Punkte 
(ff],  5j)  die  zn  RS  conjngtrte  Gerade. 

Man  erhält,  diese  Resnltate  snch,  von  Ba  ansgehead,  durch  Betracb- 
tnngeu,  welche  reciprok  zu  denen  sind,. welche  von  Aa  zn  Ah  Albren. 
Wenn  dort  die  reelle  Gerade  nnd  ein  imaginKres  conjugirtes  Pnnktepasr 
gegeben  war,  so  erhielt  man  ein  conjugirtes  Linienpaar,  wenn  man  einen 
beliebigen  Funkt  der  reellen  Geraden  mit  den  conjagirten  Punkten  ver- 
band. Wenn  hier  der  reelle  (endlich  entfernte)  Pnnkt  nnd  ein  imaginbes 
conjugirtes  Linienpaar  (mit  gleichem  Abstände  von  dem  Punkte)  gegeben 
ist,  so  erbSlt  mair  ein  conjngirtes  Funktepaar,  wenn  man  eine  beliebige 
Gerade  durch  den  reellen  Punkt  zieht  und  ihre  Scfanittpnnkle  mit  den 
conjngirten  Geraden  bestimmt. 

Anm.  Es  mag  hier  noch  bemerkt  werden,  dass  nach  den  Gesetzen 
der  Ausdebnungalehre  ein  Fnnkt  dnrch  Mnitiplication  mit  einer  reellen 
Zahl  seine  Lage  nicht  ändert,  wohl  aber  durch  Mnitiplication  mit  einer 
imaginären  Zahl. 


II.  Das  Imagin&re  im  Baume. 

A.   Das  Imaginftre  in  Beng  auf  die  Eben«, 
a)  Panktepaare. 

Dieser  Fall  ist  ganz  analog  dem  der  Fnnktepaare,  die  zu  einer  Ge- 
raden imaginXr  liegen  ([.  Aa).  £in  Pnnklepaar  liegt  imaginär  auf  der 
Ebene,  die  in  der  Mitte  seiner  Verbindnngsstrecke  anf  ihr  senkrecht 
steht.  Das  Funktepaar  bestimmt  diese  Ebene  vollständig.  Umgekehrt 
liegen  anf  einer  Ebene  imaginär  alle  Pnnktepaare,  deren  Verbindnngi- 
strecke  auf  der  Ebene  senkrecht  steht  nnd  dnrch  sie  halbirt  wird.  Man 
erhält  diese  Resultate,  wenn  man  in  der  früheren  analogen  Betracfatnng 
die  Gerade  f^e^  (F>g-  1)  om  die  Verbindnngsstrecke  der  beiden  Punkte 
Sf  Bf  als  Axe  sich  drehen  ISsst. 

Lftsst  man  Fig.  5  sich  um  die  Axe  PQ  drehen,  so  folgt:  Eine  Ebene 
(ß, />j)  schneidet  eine  ansserbalb  liegende  Kngelflftcbe  «  imaginär  in  zwri 
Punkten  (P,  Q),  den  Centralpnnkten  des  dnruh  die  Ebene  und  die  Enge! 
bestimmten  orthogonalen  Systems.  LXsst  man  dieselbe  Figur  sich  nm 
eine  in  0  auf  -IC  senkrecht  stehende  Axe  drehen,  so  folgt:  Eine  Cylin- 
derfläche  schneidet  eine  Kngelfläche,  deren  Mittelpunkt  anf  der  Axe  der 
erstereu  liegt ,  imaginär  in  zwei  von  P  und  Q  beschriebenen  Kreisen,  — 
Dasselbe  gilt  von  einer  KegelflXche,  wenn  die  Drehung  nm  eine  andere 
durch  0  gehende  Axe  staltfindet. 
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Dreht  Fig.  11  eicb  um  die  Axe  KRi,  so  folgt:  Die  imoginäien  Be- 
itihmngspitnkte  der  von  ainem  innerbalb  der  Kngel  K  liegenden  Pnnkte 
P  gesogenen  Tangenten  sind  xwei  auf  SP  liegende  Punkte  Jl.nnd  A,. 
Hierans  lisit  sich  schon  scbliessen,  dass  der  Tangentenkegel,  der  seinen 
Scbmtel  in  P  bat,  in  ein  Ebenenpaar  degenerirt.  In  derTbat  zeigt  die 
Fignr,  dass  zwei  imaginär  berfibrehde  parallele  Tangenten  ebenen  vorban- 
den  Bind,  die  auf  £'7?,  in  R  nnd  It^  senkrecht  ateben.  —  Dreht  Fig.  11 
sieb  am  eine  in  IC  aaf  A'Aj  senkrechte  Aze,  so  folgt:  Der  ans  den  Pnnk- 
ten  eines  innerhalb  der  KngelflXcbe  liegenden  concentrischen  Kreises  be- 
schriebene imaginäre  doppelte  Tangentenkegel  degenerirt  in  einen  dop- 
pelten (von  r  und  r^  beschriebenen)  C^Under,  dessen  gemeinsame  Aze 
anf  der  Ebene  des  Kreises  senkrecht  steht.  In  derselben  Ebene  liegen 
auch  die  imaginSten  Berttbrnngskreise.  —  Dreht  Fig.  11  sich  am  eine 
andere  dnicb  K  gebende  Axe,  so  hat  man  statt  des  doppelten  C^linders 
einen  doppelten  Kegel,  and  der  von  P  beschriebene  Kreis  bSrt  anf,  con- 
eentris<di  zn  sein. 

b)  LlnleDpaare. 

Da  alle  ansserbalb  einer  Ebene  liegenden  Pnnkte  als  an  ihr  imaginSr 
liegend  so  betrachten  sind,  so  wird  anch  eine  Gerade,  welche  nicht  in 
der  Ebene  li^t,  also  imaginSie  Paukte  verbindet,  im  Allgemeinea  als 
iniaginXr  za  betrachten  sein.  Doch  sind  folgende  Fälle  ku  anterscheidea. 
Beprisentirt  die  Ebeoe  nar  eine  Seite*  (vergl.  Banmiehre  I,  Nr.  35),  so 
sind  alle  zn  ihr  parallelen  Geraden  als  reell  anzusehen,  —  Reprilsentirt 
sie  eine  Seite  und  eine  Richtung,  so  sind  nar  diejenigen  Geraden,  welche 
dieser  Richtung  parallel  sind,  reell.  —  Reprttsentiit  sie  eine  Seite,  eine 
Bicfatung  und  eine  Lage,  so  sind  onr  solche  Geraden  reell,  die  ganz  in 
ihr  liegen.  Jedenfalls  hat  eine  imaginär  liegende  Gerade  stets  einen 
reellen  Punkt  (ihren  endlichen  oder  unendlich  fernen  Schnittpunkt  mit 
d«r  Ebene).  Bestimmt  man  zu  jedem  Punkte  der  ima^uär  liegenden 
Geraden  den  conjngirten  Punkt,  so  liegen  diese  Paukte  wieder  auf  einer 
Geraden,  der  conjug^rten  Geraden.  —  Zwei  in  Bezug  auf  eine  Ebene 
eonjag^rte  Geraden  schneiden  sich  also  stets  in  einem  reellen  Funkte  nnd 
liegen  in  einer  Ebene.  —  Die  speciellen  FäUe  der  parallelen  Geraden 
sind  nach  Analogie  von  I.  Ab  leicht  aa  behandeln, 

e)  Ebenen  paare. 
Dieser  Fall  ergiebt  sich  aus  I.  Ab,  wenn  man  alle  dort  betrachteten 
G^Id«   eine  snr  Ebene   der  Zeiebnang  senkrechte  Bewegung  macben 


*  Wie  man  den  Inbegriff  aller  durch  eine  Qer&de  auBgedrückten  Lagen 
(Pnnkte}  ihre  Bichtang  neimen  kann,  lo  anch  den  Inbegriff  aller  durch  eine  Ebene 
ansgedrfiekten  Riehtongen  (Geraden)  iloe  Seite. 


Deber  die  geometrische  Darstellnng  etc. 

Ijtsst.  So  findet  man :  Jede  ima{;inKi  liegende  Ebene  Bcboeidet  die  reelle 
Ebene  in  einer  reellen  Geraden.  Die  conjn^^rte  Ebene  enlhült  »lle  zu 
den  Punkten  der  ersten  EbeAe  conjngirten  Pnnkte.  Eine  parallele  Ebene 
ist  als  teell  zu  betracbten,  wenn  die  gegebene  Ebene  nnr  Seite  nnd 
Riebtang,  nicbt  aber  die  Lage  repräseutirL  Zwei  conjn^rte  Ebenen 
schneiden  sich  in  einer  reellen  Gerade. 

B.  Das  Ima^näre  in  Bezog  anf  den  Punkt 

a)  Ebenenpaare. 

Beciprok  mit  II.  Aa.  —  In  Bezug  anf  einen  Punkt  sind  alle  durch 
ihn  gebenden  Ebenen  reell,  alle  anderen  imaginär  liegend.  Zwei  in  end- 
licher Entfernung  sich  schneidende  Ebenen  sind  conjugirt  in  Bezug  aaf 
jeden  Punkt  der  unendlich  Temen  Geraden  der  Hai  bimnga ebene  ihres 
Winkels,  zwei  parallele  Ebenen  in  Bezng  anf  jeden  Punkt  irgend  einer 
parallelen,  resp.  der  von  beiden  gleichweit  entfernten  parallelen  Ebene. 

b)  Ltnienpaare. 

Identisch  mit  I.  B«,  da  die  beiden  Geraden  mit  dem  Punkte  in  der- 
selben Ebene  liegen  mäasen.  (Denn  ist  der  Fankt  nnd  eine  Gerade 
gegeben,  so  liegt,  wie  frUher  schon  gezeigt  wurde,  die  conjugirte  Gerade 
mit  beiden  Gebilden  in  derselben  Ebene.) 

c)  Fnnktepaare. 

Identisch  mit  I.  Bb,  da  die  Punkte  stets  anf  derselben  Geraden  liegen 
mttssen  (aus  analogem  Grunde  wie  vorher). 

C.  Bas  Imaginäre  in  Bemg  anf  die  Gerade. 

a)  Ebenenpaare. 

Folgt  aus  I.  Ba,  wenn  man  alle  Gebilde  sich  senkrecht  zur  Ebene 
der  Zeichnung  bewegen  lässt. 

b)  Pnaktepaare. 

Wie  I.  Aa,  da  die  Gerade  und  das  Punktepaar  stets  in  derselben 
Ebene  liegen  mUssen. 

e)  Linienpaare. 

Wie  I.  Ab,  —  Je  nachdem  die  gegebene  Gerade  nnr  eine  Richtung 
oder  Richtung  und  Lage  darstellen  soll,  sind  alte  ihr  parallelen  Geraden 
als  reell  anzusehen  oder  nicht.  Jedenfalls  schneidet  die  imaginär  liegende 
Gerade  die  reelle  in  einem  reellen  Funkte  nnd  liegt  mit  ihr  in  derselben 
Ebene. 

Es  fragt  sich,  in  welcher  Beziehung  eine  kreuzende  Gerade  zu  der 
reellen  Geraden  steht.  Dieselbe  bat  weder  einen  reellen  Funkt  mit  ihr 
gemeinsam,  noch  liegt  sie  mit  ihr  aosammen  in  einer  reellen  Ebene,    ^ie 
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ist  rIbo  diejenige,  welche  Staadt  complexe  Gerade  zweiter  Art  nennt. 
—  Indessen  hängt  die  g^enaeitige  I^age  sweier  sich  krenzt^nder  Geraden 
mit  der  imsginären  Einheit  ganz  nnd  gar  nicht  zusammen.  Denn  sncben 
wir  die  Bediogang,  unter  der  zwei  Geraden  tm  Kaume  sich  in  demselbea 
Pnnkte  sehneiden,  so  zeigt  sich,  wenn  wir  jede  der  beiden  Geraden 
durch  zwei  in  ihr  sich  schneidende  Ebenen  ersetsen,  dass  dies  dieselbe 
Bedingung  ist,  unter  der  Tier  Ebenen  sich  in  einem  Pnnkte  schneiden. 
Analytisch  ansgedräckt :  Es  sollen  ans  vier  linearen  Gleichungen  mit  drei 
Variablen  die  Weithe  dieser  Variablen  gefunden  werden.  Da  die  ans 
dreien  dieser  Gleichungen  gefundenen  Werthe  im  Allgemeinen  der  vier- 
ten  Gleichung  widersprechen,  so  liegt  hier  nicht  eine  geometrische,  son- 
dern eine  analyUsche  Unmöglichkeit  vor.  Das  Auftreten  des  ImaginSreu, 
welches  analytisch  durchaus  keinen  Widerspruch  enthält,  gestattet,  wenn 
es  auch  stets  auf  die  Unmöglichkeit  dentet,  eine  geometrische  Aufgabe 
in  dem  beabsichtigten  Sinne  xn  lösen ,  noch  immer,  wie  wir  gesehen  haben, 
üne  geometrische  Deutung.  Dagegen  liegt  ein  analytischer  Widerspruch 
in  der  Forderung,  den  Schnittpunkt  7on  beliebigen  zwei  Geraden  oder 
vier  Ebenen  im  Baume  xn  bestimmen  j  dieser  Widerspruch  hat  mit  den 
imaginSren  Grössen  durchaus  Nichts  zu  schaffen  und  ist  offenbar  von  der- 
selben Natur,' wie  derjenige,  welcher  in  der  Forderung  liegt,  durch  drei 
beliebige  Punkte  der  Ebene  eine  Gerade  zn  legen.  Uan  sieht  also,  daes 
nicht  jede  geometrische  Unmöglichkeit  auf  den  Zusammenhang  mit  der 
imsginXren  Einheit  zur Bckzn fuhren  ist  und  dass  wenigstens  f(lr  den 
Schnittpunkt  zweier  Geraden  im  Räume  der  Name  „complexe  Gerade 
zweiter  Art"  nicht  angemessen  erscheint. 


Krtuehrill  tHaUiai*UkB.Plvilk,  XZin,  S.  t^ 


vin. 

Zur  Theorie  dreifach  orthogonaler  Flftohensysteme. 

Von 

Dr.  Th.  Kötteritzsch, 


In  einer  Programmabbandlnng,  die  jüngst  Mich  gesondert  imBneh- 
handel  erachienen  ist,  hat  der  Verfasser  das  Thema  behandelt;  „Die 
Ermittelung  der  Potentialcoordinaten  und  der  Krflmmnngslinien  einer 
gegebenen  NiTeanflIche  dnrcb  blosse  Quadrataren."  Jene  Abbandlnng 
konnte  den  überreich  im  Thema  enthaltenen  Stoff  nur  sum  genngereo 
Thcile  erschöpfen,  sie  gab  im  Wesentlichen  nnr  Boriel,  als  man  ans  den 
allgemeinen  SStsen  Lamä's  in  seinen  „Le^ont  stir  Ut  coordonndet  cwvi- 
lignet"  nnd  einigen  verwandten  nnd  bekannten  anderen  fiberhanpt  abzu- 
leiten im  Staude  ist.  Die  folgenden  Zeilen  sollen  das  oben  genannte 
Problem  nm  ein  Stück  seiner  Lfisnng  weiter  znfUhren. 

Um  an  Banm  sn  sparen,  nehmen  wir  im  Folgenden  die  Bezeich- 
nungen  der  obigen   Abhandlung  ohne   Weiteres  wieder  auf  nnd  leiten 
.  Citate,  die  steh  auf  diese  Abhandlung  beaieheD,  kurz  ein  dnrcl^ün  vor- 
gesetztes  Pg. 

Wir  beginnen  damit,  dass  wir  zu  den  in  der  Frogrammabhandlang 
aufgeführten  Relationen  noch  einige  neue  hinznfligeu,  die  theiU  bekannt, 
theils  ans  den  am  angeführten  Orte  stehenden  Formeln  lücht  abgeleitet 
werden  können. 

Zu  den  Relationen  Fg.  Cap.  IV,  $1,3  kann  man  ergSazen 
f»+a,»+V  =  M>+ö,»  +  V  =  n»  +  V  +  c.'=l, 

Zu  Pg.  Cap.  IV,  §  1,  T  kann  man  ergänzen 
„  dF      1  (.    dF        ^    8F\       dF      l  (      dF  dF\ 

»>     5^=-;rl*«^-*>^J'  d^=-;^y^i7,-'''i;r} 

Zu  Pg.  Cap.  IV,  $  1 ,  17  kann  man  hinznfSgen ,  dass  allgemein  f9r 
jede  stetige  Function  F  der  Pankte  der  gegebenen  NiveauflSche  gilt 
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Zu  Fg.  Cap.  IV,  gl,  10  ergiiue  maa 

»o,  8«, 

j^  =  «,f-'ft.     8^  =  ".'— 'f.! 

*"/  Cn,, 

Wendet  mkn  Pg.  Cap.  II,   §  1,  3  sn  Bat  die  Orthogonal  filchen  |S 
and  /,  10  argiebt  rieh  weiter 


■«,1       oL 


r'+*  8?+"  8?+^'"  ä;8i+'""  ä^äi 


+  --8-^]. 

Diese  B«l&tionen  E)  gelten  aber  effenbar  »nr,  wenn  man  lie  anf  Fnnkte 
der  gegebenen  NiveanflXche  bezieht,  da  fttr  andere  Punkte  J,  m,  n,  0j, 
&,,  <r^,  o,,  A,,  Cg  andere  nnd  swar  anbekannte  Weithe  annehmen.     Be- 

■Ändert  berrorgehoben  mag  noeh  werden,  da«*  ^ — r  dauelbe  ist,  wae 


~-B  genannt  wurde.  Wir  werden  in  der  Folge,  der  Einfachheit  der 
Schreibweise  Beehnsng  tragend,  diete  Bexeiahnnng«weise  dareb  C  nnd  H 
betbehalten,  wollen  aber,  indem  weiterhin  die  in  Fg.  Cap.  IV,  }  2  ent- 
haltenen Besnlute  dureb  einrachere  eraetat  werden,  einfach  z^^  G  and 
1 


=  B  bezeichnen. 


'^  '  n,nl,..ifcG0(>^lc 
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Weiter  haben  vir  ans  Fg.  Cap.  11,  $1,3  al»nleilen,  wenn  vir  be- 
rhckeichtigen ,  dasB  immer  (Pg.  Cap.  IV,  §  1,  II) 

jj- ■=«!  +  » 
sein  soll,  * 

Wir  bezeicIiDen  ferner  znr  AbkUrznuf 

Nach  Fg.  Cap.  U,  §  1,  33  folgt  nnn 

Dft  non  weiter  allgemein  die  Gleichung  Pg.  Oftp.  I,  §  2,  S  gilt,  so 
leiten  wir  danoB  für  die  Punkte  der  gegebeneu  NiTeufliehe  »b 

Benutzen  wir  Pg.  Cap.I,  §  2,  II,  ao  Uesen  sieb  die  Relationen  J)  ancb 
schreiben  aU 

Hit  Hilfe  der  Belationen  H)  entsteht  aber  hieraas 

Wenden  wir  auf  diese  Belationen  L)  die  C)  an,  so  findet  sich  noch 

Diese  Belation  M)  kommt  aber  anf  die  Lamd'schen  Belationen  EnrOck, 


denn  setzt  man  fdi 


AW  . 


BelaUonen  H)  ein  and  beachtet  die  Kelaüon  C)  und  Pg.  Gap.  I,  §  2,  11, 
so  erhXlt  man 

ac       „        SU       „ 

Diese  Relation  gebt  aber  ans  der  vierten  nnd  FQnften  der  Lam4*schea 
Relationen  durch  einfache  Elimination  von  GH  berror. 
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SchUeHlicli  weisen  vir  noch  besonders  daranf  hin ,  dass  die  Gleich- 
ungen Fg.  Cap.  I,  §1,1  anob  dann  noch  ein  allgemeines  erstes  Integral 

^a      S^a      il*a 
^°°  ä^'^T~*'^F~*~^   darstellen,   wenn  man   tat  ß  xiß),   für  y  xir) 

schreibt  and  nnter  x(ß)  nnd  ity)  irgendwelche  eindeutige,  endliche  und 
stetige  Fnnctitinea  von  ß  oder  Ton  y  allein  versteht. 

Diffnentiationeii  naoh  dn«. 

Die  bis  jetKt  aafgestellten  Relationen  sind  im  Wesentlichen  nur  da- 
durch entstanden,  dass  die  Differentiationen  oder  richtiger  Variationen 
nach  den  Normalenelementen  dnf  nnd  drif  verwertbet  wnrden,  Variatio- 
nen, die  wenigstens  für  Punkte  auf  der  gegebenen  Niveanfläclie  immer 
aasfBbrbar  waren.  Ein  G-leicbes  gilt  nicht  ohne  Weiteres  fttr  die  Varia- 
tionen nach  dtia,  weil  die  Gestalt  der  NiveanflScbe  sich  Sndert,  wenn 
man  ron  der  gegebenen  zu  den  nitchstbenachbarten  äasseren  Nirean- 
flSchen  übergebt,  diese  GestaltsverSudernng  aber  Tollständig  unbekannt 
iat,  insofern  man  nur  weiss,  dass  er  implicite  in  der  Gteichnng  der  ge- 
gebenen NiveanflSche  enthalten,  die  Art  des  Vorkommens  von  a  dtuin 
aber  vollständig  unbekannt  ist.  Dennoch  aber  sind  wir  im  Stande,  Re- 
lationen aufzustellen,  die  wenigstens  die  Variationen  nach  dn„  enthalten. 

Der  Weg,  auf  welchem  wir  zu  den  Relationen  Pg.  Cap.  IV,  §  1,  10 
gedüirt  wurden,  liefert  uns  ohne  Weiteres  auch  die  Relationen 


,G  =  ^^,        IB^^P-, 


Ersetzen  wir  i,  m  .und  n  durch  seine  aus  Pg.  Cap.  IV,  §  1,  3  entnom- 
menen Wertbe,  differentiiren  nach  dn^  und  benützen  die  eben  gewonae- 
nen  Gtücbnngen  1),  so  werden  wir  auf  folgende  Relationen  geführt; 


dn,' 


-a^G  —  o^B, 


j)  IS— ».«-».'. 

Ist  F  irgend  eine  stetige  Function  des  Ortes,  so  ist    r  jhzöHj  C^OOqIc 
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8f  £0 
Sß  So 


"SnfXdnJ      dn.  dnf  +»'81.,, 
Analog  erhält  man 

so  daw  wir  die  cenen  Belationen  erhalten,  die  der  früheren  Bdation  C) 
entsprechen : 

^(|£)+.|£=i-(l£)  +  „|£. 

_a_/a£\  ££ »./m,       SF         • 

£§  ist  nicht  schwer,  mit  Hilfe  dieser  Belatioaen  3)  und  C)  srns  dea  Gleich- 
ungen 1)  und  2)  nud  Pg.  Cap.  IV,  §  1,  10  die  Lam^'schen  Belationen 

abzuleiten.     Qeht  man  z.B.  aas  von  "191^=^--  und  differentiirt  beider- 
seits nach  dfla,  so  erhXlt  man 

Hieraus  wird  aber  weiter 

"■l?+"^»'+är  ("'''+"■'')-'=<'"■ '=+°>''i"'''f''' 
■"(fe+l^-^"-^')+"="+''(""-'"' 

Nun  ist  nach  der  fUnftender  Lam^'schen  Relationen 


folglich  anch,  da  a,  im  Allgemeinen  nicht  verschwindet, 

Dies  ist  eher  die  letzte  der  Lam^'achen  Belatioae^      ih  C^OOqIc 
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Eine  wichtige  Reihe  neuer  BeUtionea   beruht  aaf  der  Verwendang 
der  bekanntflu  Beziehnng  • 

■         ä^  =  Pi  +  P»- 

'  ä7~'  ' 

Analog  entsteht  anch 

än~     — 3« °\(fi  +  9a)  +  llt^> 

so  dau  vir  also  die  beiden  irichtigen  neaen  Relationen  erhalten 

Bilden    wir   wuter  t — (^ — |  mit  Hilfe  der  Relationea   3)  und  4),  so 
antoteht 

3ii„\8«y/      3By\3nJ         3n„"'"'*3ny 

Bilden  wir  in  analoger  Weise  den  Aosdnick  für  ^ — (t — )t  so  erhalten 
wir  nun  losammen  folgende  Relationen: 


5) 


^(|i)=c^,._„|a_^2(a+iJ+'f-%±ä)), 
5^(i°Wci?,.-i;gj^-c^''i+'i'+-t('''fa+ftn. 


Dieae  Gleichnngen  5)  sind  hanptiSchlicb  dadurch  bemerkenswerth ,  dass 
die  rechten  Seiten  nur  G  nnd  H  als  unbekannte  Functionen  enthalten, 
denn  alle  Übrigen  hier  auftretenden  Wertbe  lassen  sich  aus  der  Gleich- 
ung der  gegebenen  NivesafiKche  entwickeln. 

Bildet  man  in  analoger  W«se  noch  -z —  { - — )  nnd  ■= —  ( r —  1 ,  so 
erbJÜtaian 

4(|i)=^(!teL))_«(!(|±^+|l.)+..^+,,,.,,!£. 

^^i)-h  (^¥^')-»f-¥^+^)+''-'.+fe-'.'av- 
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Diese  Gleichnngen  6)  sind   nicht  so  einfach,   als  die  5),  weil  auch  die 

Vanationen  s—   nnd  z —   anf  den  rechten  Selten  Torkommen;  ele  nnter- 

scheiden  sich  aber  zn  ihrem  Vortheil  von  den  Glelchnngeo  5)  dadurch, 
daw  in  jeder  Gleichung  nur  eine  der  nnbekannten  Functionen  G  oder 

H  mit  Ihrer  Derivirten  entweder  als  t—   oder  als  ^ —  vorkommt. 
önp  dny 

Zu  einer  Reihe  wichtiger  neuer  Belationen  getaugen  wir  noch,  wenn 
wir  die  bisherigen  Ergebnisse  anwenden  auf  die  Variationen  nach  9ff«, 
die  aus  den  Lam^'achen  Belationen  entstehen.  Von  diesen  aber  und 
ohne  Weiteres  die  dritte  und  sechste  der  Lam^'schen  Belationen  hier 
zu  wiederholen  in  der  Form 

"  £,=«'<'—^''    a^-«'<»— *'• 

Die  erale  und  zweite  und  ebenso  die  beiden  letzten  der  Lam^'scben  Be- 
lationen eignen  sich  aber  hier  nicht  zur  weiteren  Discusslon,  well  sie  die 

Variationen  t— ^  nnd  ~-  entweder  als  neue  unbekannte  Functionen  ein* 
dttg  ön, 

führen  wärden  oder  schon  enthalten.  DifTerentilrt  man  ferner  die  dritt- 
letate  der  Lam4'schen  Relationen  nach  dn„,  so  ist  das  Ergebniss  die 
Summe  der  mit  f^  mnltiplicirten  vorletzten  nnd  der  mit  ^  mnltiplicirten 
letzten  Lamd'scben  Relation.  Es  bleibt  also  hier  allein  die  Behandinng 
der  vierten  nnd  ßlnften  Lam^'scben  Relation  Übrig,  die  vir  jetzt  schrei- 
ben In  den  Formen 

Stty  ötlß 

DifTerentilren  wir  nun  diese  beiden  Gleichungen  nach  dia,  so  entsteht 
,8C  , 


i.\dnf)  an. 


Ersetzt  man  hier  die  linken  Seiten  durch  ihre  Wfirthe  aus  5)  nud  wen- 
det auf  die  rechten  Seiten  die  Relationen  4)  nnd  7)  an,  so  erscheinen 
die  beiden  Gleicliiingen 

n  (H9i+i,)\     a(g,+«,) 

äii,\      8n,      I      '       Süß       • 
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venu  man  noch  bedenkt,  daas  nach  den  beiden  ersten  Lam^'gchen  Re- 
lationen 

Diese  eben  erlangten  beiden  Qleicbnngen  sind  aber  Tollkommen  identiicb, 
denn  ibre  linken  Seiten  stimmen  obne  Weiteres  überein  nnd  die  rechten' 
Swten  werden  ttbereinsdmmend,  wenn  man  die  Belation  C)  beachtet. 
Setzen  wir  alao  nocb  snr  Abkttrsong 

M   können   wir  die  obigen  beiden  Gleichungen  zusammen  fassen  in  die 

weiter 

dnf\d>if/~di>y\a  dnß)'^  a  dny\Bnp/      dn^dn^' 
so  können  wir  die  eben  erlangte  Gleicbang  anch  umformen  in 


Da  nnn  weiter 


dnyXSnp)     dftfidny     *"  dny 
lieh  in 

L         dtiß         ff    -"-         ony         a   J 


dnyXdnß)      duß 
oder  aacb  sebliesslich  in 


^1  _    _ 

Diese  Gleiohnng  9)  ist  deswegen  ▼od  ganz  besonderer  Wichtigkeit,  weil 
sie  neben  durchaus  bekannten  Fnnctionswerthen  die  unbekannten  Func- 
tionen G  nnd  H  ohne  ihre  Derivirten  enthält,  so  dass,  wenn  die  eine 
derselben,  etwa  C,  bekannt  wXre,  ans  ihr  H  durch  eine  einfache  Auf- 
lösung einer  linearen  Gleichung  folgen  wUrde. 

Der  Vollstlndigkeit  wegen  möge  hier  noch  die  Gleichung  Pg.  Cap.  I, 
§  2,  13  Platz  finden,  die  wir  jetzt  schreiben  in  der  Form 

apoj  '         '  otif     dfiy 

nnd  der  wir,  da 

dß  dy^dnpXdnJ      *" dny~ dnyXdnf)      ^ d«ß* 
aacb  die  Formen  geben  können  XjOOqIc 


166  Zur  Theorie  dreifuch  orihogonalet  FlftcbenayBteme, 

8   (dllt\        dli     ,.       .,„       ,      /«» j^  Sr  \ 

im      ^"f^V        '"r  «»f     "»r  •* 

§2- 
Anwtt&dunjeii  dar  biihongen  SMoltatei 

Dnrcb  die  Qleichnngen  9)  nnd  10)  des  Torigen  FaragripheD  sind 
die  Beenltate  von  Pg.  Cap.  IV,  §  3  in  wesentlich  weitergehender  nnd 
erfolgreicherer  Weise  ersetzt;  es  ist  daher  such  möglich,  jetst  in  dent> 
licherer  Weise  dnrch  Verwendung  der  eben  gewonnenen  Besnltate  der 
Lösang  des  gansen  Probleme  nKher  zn  kommen.  Abgesehen  oämlicb  Ton 
einem  Ansnahmefalle,  sind  wir  nnn  im  Stande,  den  Beweis  dnrch  den 
Erfolg  der  Rechnung  selbst  zn  liefern,  da«8  M,  Ar,  V  nnd  V  dnrch  ein- 
fache Qaadratnieu  gefunden,  alse  anch  das  ganze  rorliegende  Problem 
dnrch  einfache  Quadraturen  gelfist  werden  könne,  wenn  man  in  den 
Besitz  von  nur  einer  der  beiden  Functionen  G  oder  H  gelangt  ist. 

Der  erwSbnte  Ansn^mefalL  tritt  dann   ein,  wenn   eine  der  beiden 
Functionen  G  oder  H  der  Null  gleich  wird.     Betrachten  wir,  um  diesen 
Ausnähmefall  TollstXndig  au  erschfipfen,  zuerst  den  Ausnahmefall 
G  =  B=Q. 

Dann  folgt  wegen  G  =  |^=ü^,  ff==|l^=,P^,   weil  ö  .nd   V 
artf  cp  ottf  ffy 

nicht  Terscbwinden  können,  dass  auch 

_  =  Onod^=0. 

£e  kann  folglich  IM  nur  Function  von  a  sein  und  ist,  da  a  für  alle 
Punkte  jeder  einselnen  NiTeanfikche  constaut  ist,  selbst  ein  constanter 
Werth  für  diese  Punkte. 

'^"^""^^  dlM  BIM 

ebenfalls  nur  ahhKngig  von  a  sein  kann,  so  folgt,  dass  für  alle  die  Fli- 
ehen, fQr  welche  G=ff=0  sein  kann,  Qi  +  q^  ein  u D vertu derlicher  Werth 
sein  musB. 

Weiter  ei^eben  die  beiden  letzten  Lam^'sohen  Relationen 

^.    *"   äS    *»• 

Dnrch  Addiüon  dieser  beiden  Gleichungen  erhalten  wir 

ä7_  («,+«■)-*,■+?,• 


odii.Googlc 


Von  Dr.  Tb.  KexTaRiTzecB.  167 

D&  nan  ahm  tod  der  linken  Seite  dieser  Olelchnng  bereits  bewiesea  ist, 
dass  sie  nnr  Fnnetion  von  a  sein  kann,  also  constant  ut  für  alle  Punkte 
einer  und  derselben  NiTeaoflllche,  so  folgt,  da«s  ein  Oleickes  ancb  mit 
der  rechten  Seite  der  Fall  sei.     Setzen  wir  also 

Pi  +  ft^".   ?!*+?»'='''.    alflo  eiP»  =  — 2" > 
80  ergiefat  sich  hierans 

f. -f.  =  +»'2»'^^'. 
ea  muBB  also  auch  sowohl  fj,  als  auch  f^  tüx  alle  Punkte  der  gegebenen 
NiveanflSdie  constant  sein. 

Hiermit  folgt  weiter  ans  den  beiden  ersten  Lam^'schen  Belatioaea 
'■(?i-ft)  =  0.     ?(Pi  — ft)^**. 
Diese  Bedingungen  verlangen  aber  entweder,  dass  tt,  =  Qs  oder  dass  gleich- 
zeiUg  r  =  p=0. 

Betrachten  wir  znnJlchst  den  ersten  Fall 
ffj^  f^  =  CoHsl. 

näher,  ao  ergiebt  sieb  aas  ^ —  =Pi  +  fi  ^»d  p~^  =  ?i' 

folglich  dorch  Integration 

wenn  lii  die  Integraüonsconstante  bezeichnet. 
1 

hieraus  aber  durch  Integration 

«  =  — ^Pi+ß, 
wenn  B  die  neue  Integnttionsconstante  bezeichnet. 

Da  nun   für  die  unendlich  entfernte  Niveanfläche  a  and  ^  gleich- 
zeitig zu  Null  wird,  so  folgt,  dass  auch  fi^O  sein  mnss,  dass  also 

tt  =  -J|f^^, 
danüt  ist  aber  die  Niveaufl&chenschaar  charakterisirt  entweder,  wenn  ^^ 
vom  Kall  verscbiedon  ist,  als  canoentrische  Kugelflüchen ,  oder,  wenn  q^ 
gleich  Null  ist,  als  Schaar  paralleler  Ebenen.  Das  bietber  gehSrige  Po- 
tentialcoordinatensfstem  ist  genngsam  bekannt  and  bedarf  hier  keiner 
weiteren  Worte. 

Ist  aber  zweitens  ^  ^fn  olso  rcs^  =nO,  ao  folgt  nnn  aus  der  dritt- 
letzten .der  Lamä'schen  Belationen  auch  9|Ci  =  0;  aetzen  wir  also  etwa 
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wenn  iJ  die  neue  Integrationaconstante  yertritt,  nnd  aas  ö~'^9i*  folgt 
jetzt  —^Qi-^  =  9*,  «lao  durcli  Integration 

wenn  lEf  die  nene  Integrationiconstante  vertritt  Hiermit  ist  aber  die 
zugehSrige  Niveanflilchenscliaar  charakteriürt  als  Scliaar  concentrischer 
gerader  KreiHcylinder,  deren  entsprecliendeB  ^PotentialcoordinatenByatem 
ebenfalls  IXngst  bekannt  ist. 

Wir  kommen  jetzt  zar  genaueren  Untersnchnng  des  Ansnahmefallea, 
dass  nur  eine  der  beiden  Functionen  G  oder  B  der  Nnll  gluch,  die 
andere  aber  davon  verschieden  ist.     Setzen  wir  also 

Es  folgt  jetzt  ans  der  Lam4'Bcheu  Belaüon  z — =^G{B--(i),   dass  auch 

9  =  0,  dass  folglich  die  Flächen  y^^Consl.  dnrchaos  die  Erfimmnng  0 
besitsen ,  d.  h.  Ebenen  sind.  Die  eine  Bchaar  der  Krttmmnngslinien  der 
zugehörigen  Niveauflächen  rnttsBen  also  ebenfalls  ebene  Curveu  sein;  es 
sind  dies  diejenigen,  zu  denen  die  Ertlmmung  (i,  gehört. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  genaueren  Untersuchung  der  andern 
Schaar  von  KrUmmangslinien ,  von  denen  wir  also  irgend  ein  Element 
durch  dnj  darstellen  k&nnen. 

Nach  der  Lam^'schen  Relation  9(f|-*ft)  =  ~^  folgt  wegen  ^  =  0, 

dass  auch  ^  =  0.     Längs  jeder    ünselneu  der  Krdmmnngslinten  der 

zweiten  Schaar  ist  also  f,  von  unveränderlicher  Grösse.     Deswegen  nnd 

wegen  H=  0  folgt  weiter  aus  der  Belation  4,  §  1 ,  -^  =  0.    Längs  jeder 

einzelnen  der  KrUmmungalinien  der  zweiten  Bchaai  ist  also  auch  ^  von 
unveränderlicher  Grösse.     Weiter  gilt  Auch  die  Lamä'sche  Relation 

"  ß 
Wir  differentüren  diese  Relation  nach  dn^,  wenden  dabü  auf  die  Unke 
Seite  die  Relation  C)  an  und  beachten  die  eben  gewonnenen  Reenltatfl, 
SB  erscheint 


(»>-»■' FJr,"»- 


Da  nun  im  Allgemeinen  9%  — 9i  nicht  verschwindet  (der  Fall  9,=  pi  fuhrt 
auf  den  bereits  behandelten  Fall  concentrischer  KngelflXchen  anrUck),  so 
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mosa  3 —  =  0    sein,     LängB  jeder  einzelnen  der  Krilmmnii gelin ien   der 

Bweiten  Scbaar  ist  also  anch  r*  von  uuverKnderlicher  Oröase. 

Denken  wir  nns  irgend  eine  dieser  KrAmmungslinien  als  iKnmIicbe 
Cnrre,  so  ist  nach  bekannten  LehrtStzen  der  Geometrie  deren  Ertim- 
mnng  P  gegeben  durch  die  Relation 

p' -''■¥(,: 

DifFerentiiren  wir  anch  diese  Qleiobnng  nacli   dn^  und  beachten,   dass 

■= —  =  ^-^  ==  0 ,  so  folgt ,  dass  auch  r —  =  0.    Hiermit  aber  ist  gesagt :  jede 

einBeine  der  Ertimmnngslinien   der  zweiten  Schaar  ist  von  nnverSnder- 
licher  KrOmmnog. 

Wir  bilden  nun  noch  die  Qlmchnng  der  Schmiegnngsebene  oder  der 
oBcnlirenden  Bbene,  die  der  dnrch  den  Punkt  xyt  gehenden  Erttmmnngs- 
linie  der  aveiten  Schaar  angehört  und  dnrch  diesen  Fnnkt  xyz  hindurch- 
geht    Wir  legen  also  eine  Ebene  durch  die  drei  Punkte 
a:,  y,  r, 

»+|7/""  '*t,'"'-  •+£;'"'■ 

Fahrt  man  die  Rechnung  ans,  indem  man  beachtet  Pg.  Cap.  T,  §2,6; 
Cap.  I,  S  2 ,  S}  Cap.  IV,  §1,4  und  Cap.  IV,  §1,3  und  die  Relationen 
D),  so  erhllt  man  für  die  Schmiegnngsebene  die  Gleichung,  wenn  die 
variablen  Coordinaten  mit  |>  q,  £  bez^chnet  werden: 

{/r  +  a,p,)(a:-|)  +  (».r  +  6jft)(,~i,)  +  («r  +  c,ft)(t-j;)  =  0. 
Beieiehnen  wir  kurz  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Normale  dieser 
Ebene  mit  den  Coordinaten axen  bildet,  durch  1,  fi,  v,  eo  ist  bekanntlich 
1^  •  ^^  +  °i<'» 

KC'- +  «,  e.)" +  («•■  + 6,  e.)* +  (>"■+ c,  Pi)" ' 
„_ '"'^  +  ^Pt 


Legt  man  ebenso   dnrch  den  Pnnkt  x-\- t — 9n_,  y  +  =— ^n.,  i+s— 9«r 

eine  Scbmiegnnpebene  an  dieselbe  Er&mmnngslinie ,  so  bildet  deren  Nor- 
male mit  den  Coordinatenaxen  Winkel,   deren  Cosinus   der  Reihe  nach 
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Nnn   findet   man,  wenn  man  Pg.   Cap.  IV,  §  1,  10  heachtet  und 
anaserdem  bedenkt,  daas  im  jetsigen  Fall«  5—  =3  *=0, 

Es  Ut  daher  auch 

ü=.£j;=ii:=o. 


Irgend  zwei  an  fein  and  erfolgen  de  Sobmiegnngsebenen  einer  KrQmmnngs- 
linie  der  zweiten  Schaar  fallen  also  Kusammen,  d.  h.  anch  die  zweite 
Schaar  der  KrUmmungslinien  lind  ebene  Onrven. 

Nnn  haben  wir  bereits  gefunden,  das«  die  Krtimmnng  jeder  einsel- 
nen  der  EriimmnngBlinien  der  zweiten  Schaar  nnTerSnderlich  ist;  wir 
kommen  daher  jetzt  ZQ  dem  Beanltate:  Die  sweite  Schaar  derKrSm- 
mnngBÜnieD'besteht  entweder  ans  geraden  Linien  oder  aus 
Kreisen. 

Um  diese  beiden  Fälle  hier  weiter  noch  gemeinsam  behandeln  an 
können ,  fassen  wir  die  Gerade  als  Kreis  mit  nnendlich  grossem  Radius  auf. 

Irgend  zwei  nicht  zusammenfallende  Ebenen  der  Schaar  y  =  ConMt, 
treffen  alle  diese  Kreise  in  gewissen  Funkten  derart,  dasa,  wenn  man 
in  den  Treffpunkten  Tangenten  an  die  Kreise  legt,  diese  Tangenten 
senkrecht  stehen  auf  der  zugehSrigen  Ebene  y  =  Conti,  Dies  ist  aber 
nur  möglich,  wenn  die  beiden  Ebenen  y  =  Conti,  auch  die  Mittelpunkte 
e&mmtlicher  Kreise  enthalten.  Da  nun  die  beiden  Ebenen  y^Consl.  äoh 
in  einer  Geraden  schneiden,  so  folgt,  dase  auch  die  Mittelpunkte  aämmt 
lieber  Kreise  in  einer  Geraden  liegen  mtlssen.  In  derselben  Geraden 
müssen  sich  anch  alle  anderen  Ebenen  y  =  Conti,  schneiden  und  da  auch 
diese  Ebenen  normal  von  den  Kreisen  getroffen  werden  müssen,  so  folgt, 
dass  die  Gerade,  welche  die  Mittelpunkte  sXmmtlicher  Kreise  entbXlt, 
normal  auf  allen  Ebenen  der  Kreise  stehen  mnss  oder  dass  die  Kreise 
seihst  in  parallelen  Ebenen  liegen,  die  senkrecht  sind  zu  den  Ebenen 
Y  =  Conti, 

Hierdurch  aber  sind  die  hier  in  Frage  kommenden  Hiveanflichen 
genug  charakterisirt,  man  erkennt  sie  aU  Cylinderflfichen  oder  als  Bota- 
tionaflSchen,  je  nachdem  die  Gerade,  welche  die  Kreismittelpnnkte  ent- 
hält, in  nnendlicbeT  oder  in  endlicher  EnlfemuDg  liegt. 

Da  in  diesem  Endresultate  auch  der  Fall  Cssi^=0  mit  euthalteii 
ist,  se  fassen  wir  unser  Endresultat  in  die  Worte  zusammen:  Der  Aus- 
nahmefall, wo  die  Gleichungen  9)  und  10),  gl,  keine  Ver- 
wendung finden  kOnnen,  tritt  nur  dann  ein,  wenn  die  ge- 
gebene Niveau  fl  Sehe  entweder  eine  Cylinderfltcbe  oder  eine 
RotationsflXche  ist 
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D»  die  Bdiandlong  der  CjÜDder-  nnd  Botations flächen  als  gegebene 
Nireftoiyichfln  anf  eine  rein  mathematiBche  AnwenSnng  fHhrt,  die  für  die 
Folge  VOD  Werth  ist,  so  betnuhten  wir  diese  FUcben  gleich  hier  genauer 
und  wenden  nns  da  zuerst  an  den 

CylinderflKcben  als  gegebene  NiveanflKchen,  ITelunen  wir 
die  Z-Axe  nnaerea  rechtwinklig  rSomlichen  Coordinatensystems  der  xgt 
parallel  einer  Cylinderseite  an,  so  hat  die  Gleichung  der  gegebenen 
mreanflScha  die  Fonn  f{x,  y)  =  0  und  tVs  die  OrthogonalflXchenBcbaar 
)'  =  Cim(L  können  wir  ohne  Weiteres  setsen 

1)  z  =  y,     —<x<y^  +  <x. 

Dann  geben  die  Gleichungen  Pg.  Cap.  I,  §  1,  I 

'  dx        dy'    dy  8x'    dx 

Weiter  folgt  aas  1) 

Dm  femer  nach  E)  auch  f='0,  so  folgt  ans  L)  fttr  die  gegebene Nivean- 

„ — =0  oder  auch  -:;-  =0. 
dfty  dy 

Es  ist  also  k  unabfaXngig  von  j,   nnd  da  Überhaupt  It  auch  nnafahSngig 

▼on  a  sein  mnis,  so  ergiebtsich,  dass  im  vorliegenden  Falle  it  oder  auch 

K  nar  Function  von  ß  sein  kann.     Nach  der  Scblussbemerknng  der  Ein- 

Iritnng  dieser  Arbeit  kSnnen  wir  aber  anstatt  der  Gleichungen  2)  auch 

,  »X  dß  Zy'    8y  dß  8x'    dx 

Da  nan  If  sowohl,  wie  auch  die  noch  nnbesümmte  Function  z  »nr  ^on 
ß  abhSngig  ist,  so  kOnnen  wir  uns   j  inuner  so  gewählt  denken,   dass 

S~'=i,  so  dass  wir  xa  dem  Besnltate  kommen:  Ist  die  gegebene  Niveau- 
aß 

fliehe  eine  CylinderflSche,  so  kann  man  als  allgemeines  erstes  Integral 
der  Differentialgleicbung  ^-^  +  ^— l+r-|  =  0  immer  benataen 

'  8s     dff'   dg  dx' 

Gesetat  nun,  es  sei  ,<ff  fttr  die  gegebene  NiveauflJtche  bekannt,  so 
finde  man  jetst  auch  vermittelst  der  Gleichung 

die  Function  IM  selbst  durch  eine  blose  Quadratur.    Da  nXmlich  wegen 
E)  nnd  1)  ff=t),  so  ist  auch  ^ — <=0,  abo  M  nur  abbSogig  von  a  und  ß. 
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Da  aher  a  f(tr  die  gegebene  NiveaaflKcbe  ebenfalls  constant  ist,  ao  ist 
M  ftlr  Pnnkte  der  gegebenen  Niveaafiftcho  nur  abhKDgig  von  der  einen 
Variablen  ß.    Qleicfaes  lltoBt  sieb  auch  von  G  dartbnn,  da  eine  der  Lamä- 

=  ff(G  —  r),  also,  wegen  J7=0  im  voiliegeaden 

Falle,  ancb  ^  =0  sein  mnss.     Ist  aber  G  nnabhKngig  von  y,  so  kann 

es  wegen  I)  nnr  als  Function  von  a  nnd  y  gegeben  sein.  Da  nun  fer- 
ner auch  diese  Variablen  x  und  g,  weil  G  für  Paukte  der  gegebenen 
Niveanfläcbe  bekannt  sein  soll,  die  Gleichung  der  gegebenen  NiveauflXcbe 
f{x,y)^0  erftlllen  mtissen,  so  kann  man  mit  Hilfe  dieser  Gleichung 
eine  der  Variablen  x  nnd  y,  etwa  y  eüminiren,  so  dass  G  als  Function 
von   X  allein   bekannt  ist.     Weiter  ist  nach  Pg.  Cap.  IV,  $  1   ancb  all- 

Snf  "'  8x         '  3y      ''^  8z' 

Nun  haben  wir  bereits  gesehen,  dass  IM  nnabhXngig  iat  von  y,  also 
nach    1)  auch  von  z,  folglich  ist  einfacher 

dt>p  ~      "^  dx         »   dy  • 
Ebenso,  wie  in  der  Function  G,  haben  wir  uns  aber  auch  in  IM  die 
Variabein  x  und  y  noch  an   einander  gebunden   sn  denken   durch  die 
Gleichung  der  gegebenen  Niveaufläche  /'(i',  y)  =  0.     Denken  wir  nus  also 
X  all  nnabbingige,  y  als  abhängige  Variable,  so  ist 
d!M_BlM      31M  dy  ^dlM      l  ZIM 
dx  ~  dx       dy    dx^  dx      nt   dy' 
Da  ferner  im  jetzigen  Falle  aus  der  allgemein  gilügen  Relation  /n,  +  "i^i 
+  nr,  =  0  wegen  n^O  wird  la^-^mh^^ü,  so  kann  nnn  der  obige  Wertb 
dlM 


■  auch  geschrieben  werden  als 


'  m\"  dx  Sy /" 

Aus  4)  entsteht  demnach 

'  dx  fli 

Durch  einfache  Quadratur  findet  man  hie 

Gdx, 


dlM 


M^lA~-p~Gd 


wenn  lA  die  Integrationscon staute  bezeichnet,  die  im  Allgemeinen  als 
Function  von  «  zu  denken  ist.  Geht  man  in  6)  noch  von  den  Logaritb- 
men  zu  den  Zahlen  tiber,  so  entsteht 

7)  M^A.rf '<"'".  ^  . 

ns,i,z.db>Ct.OOgle 
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Es  tat  somit  M  gefasdea  fHr  die  Fnnltte  der  gflgebenen  NiveauflScIie  bis 
auf  eineo  eonstanteu  Factor  A.  Dieser  Factor  A^  der  von  Knll  verschie- 
dea  sein  moss,  kano  beliebig  gewählt  werden,  flo  lange  nicht  von  anderer 
Seite  ber  gewisse  Bedingnngen  auftreteo ,  wie  z.  B.  wenn  verlangt  würde, 
dass  u  tÜT  die  Paukte  der  gegebenen  NiveauflSche  einen  bestimmten 
gegebenen  Werth  haben  solle. 

Da  femer  aus  den  Gleichungen  3)  folgt,  dass  M=ü,.eo  hat  man 
mit  M  zugleich  V  gefunden  fUr  die  Punkte  der  gegebenen  NiveanflSche. 
Ausserdem  haben  vir  gesehen,  dass  V=k  =  \.  Es  ist  somit  das  ganze 
ftir  Cylinderfl Scheu  vorliegende  Problem  durch  bloBe  Qnadraturen  auf 
dem  eben  angegebenen  und  dem  in  Fg.  Gap.  II  und  III  mitgetheilten 
Wege  lösbar,  sobald  die  Function  G  für  die  Punkte  der  gegebenen 
NiveanäJtehe  bekannt  ist 

Wir  wenden  uns  weiter  zu  den 

Hotationsfläcben  als  gegebene  Niveanflächen.  Nehmen 
wir  die  Rotatiunsaxe  der  gegebenen  NiveanflXche  zur  ^-Axe  unseres 
rinmlichen  Coordinatensjrstems  der  x,  y,  z,  so  hat  die  Gleichung  der 
gegebenen  NiveanflSche  die  Form /'(a7,y*+«')^0  oder,  wenn  vit  y*+z* 
^l*  setzen,  die  Form  f{x,x)  =  fi  nnd  FUr  die  Orthogonaläächenschaar 
y=  Conti,  treten  die  MerJdianebenea  der  gegebenen  Niveauflficfae  auf, 
deren  Gleichung  wir  schreiben 

&)  arcfng~  =  y,     0^y^2n. 

Hieraus  erhalten  wir 

9)p  =  0,     B=0,     V=-,     Js(y)  =  0,     o,  =  0,     6.=  -,     <■,  =  — ^. 
Anch  jetzt    folgt,   ganz    wie  im    vorigen   FallO   der  Cylinderfläcben, 
dass  -rr-  ^0,  dass  man  also  k^l  setzen  kann,  so  dass  aus  den  Oleich- 
ungen  Pg.  Cap.  I,  §1,1  sich  ergiebt 

'       dx~t'Vdy'^    3iJ'    dy~      i«  0a;'    dz  x*  dx 

Nehmen  wir  nun  auch  jetzt  wieder  an,  dass  G  für  die  gegebene 
NiveanflSche  bekannt  sei,  so  kann  man,  ähnlich  wie  im  vorigen  Falle, 
beweisen,  dass  G  nnd  IM  nur  Function  von  x  nnd  r  sein  könne  und 
daaa,  weil  x  nnd  r  zugleich  auch  der  Gleichnug  der  gegebeneu  Niveau- 
flScbe  genügen  m&ssen,  IM  sieb  durch  eine  blose  Quadratur  finden  lässt 
und  M  selbst  dadurch  fttr  die  Punkte  der  gegebenen  NiveanflSche  bekannt 
ist  bis  auf  eine  multiplicirende  Constante.    Da  ferner  allgemein  M=sk.  U.  F 

nnd  im  jetzigen  Falle  /c  =  l,  Vs=—,  so  bat  man  jetzt  auch  17  s=^t^  ge- 
funden nnd  musB  somit  wiederum  durch  blose  QaKdraturf>n  anr  Lösnng 
des  allgemünen  Problems  gelangen. 

ZriMokilff  t.  MkUwBiUk  •.  Phnfk,  XJCm,  S.  IS 
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Die  oben  angedeatete  rein  mathematiflche  Änwendnng  des  eben  be- 
handelten Problems  cylindriacher  (oder  Botations-)  NiTeanfiKchen  bemht 
anf  folgender  Deberlegang.  Irgend  eine  gewöhnliche  Differentialgleich- 
nng  erster  Ordnang  <p{x,y)dx-\-it){x,y)dj/s=0  kann  entweder  entstaa-  . 
den  gedacht  werden  ans  der  ihr  sngeh6rigen  Integralgleichung  f{x,  y)  =  r, 
wenn  ^  =  ip(x,y),  ^  =  iC(a.,y),  also  wenn  3^  =  gV  ■  °^w 
ans  der  Integralgleichung  flx,y,c)^0,  indem  man  annimmt,  dass  naeb 
geschehener  Bildung  von    — ~—^ —  nnd   ^— ^ —  die  Coaetante  c  eli-- 

minirt  wurde  mit  Hilfe  der  Gleichung  f{x,  y,  c)  ^  0.  Die  letster«  Her- 
leitung der  Differentialgleichung,  die  echliesslich  auch  auf  die  Theorie 
des  integrirenden  Factors  führt,  ist  es  aber  aach,  welche  in  dem  vor- 
liegend behandelten  Problem  der  cytindriscben  Niveauflilchen  enthalten 
ist,  weil  dieses  Problem  Bcblieailich  darauf  fllhrt,  die  für  die  gegebene 
NiveauflKcbe  Constante  a,  die  in  der  Differentialgleichung  der  gegebenen 
NiveanflSche  ldx  +  mdt/'=0  implicite  in  f  nnd  m  enthalten  ist,  au  ermit- 
teln. Hau  kann  daher  erwarten,  dass  das  Problem  der  cylindrisehen 
NiveanflSchen  auch  auf  die  Integration  gewSbnIieber  Differentialgleicb- 
uDgen  erster  Ordnung  durch  Quadraturen  führen  wird  nnd  damit  auch  auf 
die  Integration  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  awischen 
drei  Variablen.  Wir  abergehen  hier  mit  der  kurzen  AndentuDg  dieses 
Problem,  weil  es  uns  von  dem  vorliegenden  Stoffe  zu  weit  abführen  würde. 

Wir  wenden  uns  endlich  zu  denjenigen  gegebenen  Niveau- 
flitchen,  die  weder  Ebenen,  noch  Engel flXcbeu,  nochCylin- 
derflSchen,  noch  .BotalionsflScben  sind.  Die  Gleichung  einer 
solchen  Niveaufl&cbe  sei  gegeben  in  der  Form,  bfzogen  auf  ein  recht- 
winklig rSnmliches  Co  ordinaten  System  der  x,  y,  z  als 
11)  ax,y,z)  =  0. 

Gesetzt  nun,  es  sei  eine  der  beiden  Fnnctionen  G  oder  ff,  etwa  G, 
bekannt  für  die  Punkte  der  gegebenen  NiveauflSche,  also  als  Function 
von  X,  y  und  z,  wo  nun  diese  drei  Variablen  noch  der  Gleichung  11) 
genügen.  Wir  eliminiren  eine  dieser  Variablen,  etwa:,  mit  Hilfe  von 
II)  aus  C,  so  dass  G  als  Function  der  beiden  nnabhSngig  Variablen  x 
und  y  gegeben  ist.  Die  Gleicbnng  9),  §  1  liefert  nun  auch  in  bestimm- 
ter und  eindeutiger  Weise  die  Function  H,  ans  der  wir  ebenfalls  mit 
Hilfe  von  11)  :  eliminiren,  so  dass  nun  ancb  ff  als  Fanction  von  x  und 
y  bekannt  ist. 

Nun  gelten  weiter  die  Gleichungen 

otip  dny 

oder,  nach  Pg.  Cap.  IV,  §  1,  14,  die  OleiebaugsD  r^jnzöHnC^OOQlc 


Von  Dr.  Th,  KöTTEsiTsacH.  j*  -.     _"'13ff^ 

dx        n  n      '       dy         n  n 

Diese  beiden  GleichnDgen  lassen  sich  aber  sofort  darob  blose  Qaadratn- 
ren  iategriren,  nscbdem  man  in  ibnen  aacb  in  den  Wertben  von  a, ,  o^, 
ff,,  ij  and  n  die  etwa  mit  vorkommende  Variable  :  mit  Hilfe  von  11) 
elimtnirt  bat.  Es  ist  die  Integration  aämlicb  möglieb,  weil  in  der  Tbat 
die  Gleicbung 

dy\n  n      /      dx\n  n     J 

besteht.  FQhrt  man  nilmlich  nach  Massgabe  der  Relationen  B)  in  diese 
Gleiebung  für  die  Differentiationen  nach  x  nnd  y  die  nach  dn^  und  diiy 
ein,  beachtet  man  ferner  die  Relationen  D)  und  Pg.  Cap.  IV,  §  1,3  und  10, 
so  formt  sich  die  vorstehende  Gleichung  um  in 

Diese  Gleichung  ist  aber  immer  erftlllt,  denn  sie  ist  das  Subtractions- 
resultat  der  beiden  Lam^'scbeu  Relationen 

drty  dnp 

von  denen  wir  auch  ansgingen,  nm  durch  Differentiation  nach  dtia  die 
Gleichung  9J,  §  ]  abzuleiten,  die  uns  vorhin  die  Function  B  lieferte. 

Bezeichnen  wir  nun  den  ans  13)  durch  Quadratur  entstebenden 
Werth  von  IIH  durch  ff'  nnd  nennen  die  In tegrationscon staute  M,  wo 
nun  A  im  Allgemeinen  auch  Function  von  a  sein  kann ,  so  finden  wir  also 

also-  auch 

14)  .  M=Ae^. 

Es  ist  somit  M  fQr  die  Punkte  der  gegebenen  NiveanflAcbe  gefunden  bis 
auf  einen  constanten  mnltiplicireodeu  Factor  A,  der  offenbar  von  Null 
nnd  Unendlich  verschieden  ist  und  so  lange  unbestimmt  bleiben  muss, 
als  nicht  von  anderer  (für  vorliegendes  Problem  im  Allgemeinen  fremder) 
Seite  her  eine  Bedingnug  znr  Bestimmung  von  A  gegeben  ist. 


—~ .     Da  die  Ermittelang  dieser  beiden  Functionen  auf  ganz  analogen 
Wegen  zu  erfolgen  hat,  so  wollen  wir  hier  genauer  nnr  die  Ermittelnng 

3'A    .  .  .    3  ,    ,  :..  ^'* 

der  einen,  etwa  -z —   betrachten,  indem  alsdann  die  von  -r—   von  selbst 
klar  ist.     Bezeichnen  wir  zur  Abküncnng  t—  =  w,  so  giebt  die  erste  der 


Gleichungen  10),  §  I 
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in  welcher  Oleiehnng  die  recht«  Seite  als  FuDCtion  der  beiden  nnab- 
bXngig  VariKblen  x  and  y  TolUUndig  bekannt  ist.  Wir  lerlegen  w  in 
da«  Frodnct  )■•,»',,  so  dass  die  Gleichung  15)  fibergeht  in 

•«)'.(l?-'-.)+-.l5-('=-^H«-"+(l^,+S,-")="- 

Diese  Oluchnng  16)  verlegen  wir  in  die  beiden 

.7,  -;-.,-o. 


:  17)  IXsBt  sieb  i 

19)  -^i 


Die  GlMchoDg  17)  IXsst  sieb  scbreiben  in  der  Form 

Ist  nnn  weiter  ^,  (x,  y)  =  Cj  die  Integralgleicbnog  zn  der  gewShn- 
liehen  Differentialgleichung 

b^dx  —  a^dy  =  G,* 
so  behttnpten  wir,  dass  die  Bestimm  nngen 

20)  ^n>^  =  — y  —  da:  +  C,  oder  /w,  =  -f~dy-\-C^ 

die  Gleichung  17)  integtiren,  wenn  man  in  ~  y  oder  in  r-  o:  mit  Hilfe 

der  Integralgleichung  /'i(^itf)  =  c,  eliminirt  denkt  und  wenn  Cj  und  C^ 
die  Integration Bconstanten  bezeichnen ,  die  anch  als  Functionen  von  c^ 
gedacht  werden  können.  Nach  geschehener  Integration  ist  die  Integra- 
tionscon staute  c^  wieder  durch  /^(j;,  y)  zu  ersetzen. 

Um  unsere  Behauptung  zu  rechtfertigen ,  weisen  wir  zunächst  nach, 
dass  man  fUr  C,  oder  C^  jede  beliebige  reelle,  von  0  und  cxi  verscble- 
dene,  stetig  verlaufende  Function  setzen  kann,  die  uuabbKogig  von  ß 
ist.  Da  nSmlicb  C^  oder  C^  nur  Function  von  Cj  =  fiix,t/)  sein  soll,  so 
kSnnen  wir  setzen 

Hieraus  folgt,  da  das  totale  Differential  von  if>,  und  ^^  offenbar  Null  sein 
muBS, 

Aus  jeder  dieser  beiden  Gleichungeo  ergiebt  sich 

*  Tergl.  die  Bemerknng,  welche  am  Schluue  der  Betrachtimg  ülier  cytind- 
riacbe  und  Rotations -NiveaoBächen  in  Bezug  auf  die  Integration  derartiger  Dif- 
fecentialgleichungen  gemacht  wurde.  ^, 


Von  Dr.  Tb.  Köttbritzsou. 


Da  naa  f^  ancli  der  Differentialgleicbnug 

ft,  da:  —  a,  dj  =  0 
genügen  sollte,   so  nrnss  nothwendig,    weoQ-p  irgend  einen   noeb   un- 
bestimmten Factor  bezeichnet,  sein 

Bildet  man  nnn  mit  Hilfe  von  Pg.  Cap.  IV,    §  1 ,  7  ^  ,  so  folgt 

folglich  ist  auch 

"     dnf,     ""dß'  dß     "■ 

£8  ist  somit  /'i(x,y)  nnabbängig  von  ß,  also  ancb  ^^  nnd  ipj,  und  damit 
ist  bewiesen ,  dass  C■^  oder  C^  für  die  Funkte  der  gegebenen  NireauflXcbe 
nur  eine  Function  Yon  y  allein  beseicbnea  könne;   wir  setzen  deswegen 

21)  c,  =  iri,    c,  =  irj. 

Sollen  nun  die  Bestimmungen  20)  der  Differentialgleichung  17),  die  wir 
auch  in  der  Form 

'  •  da:         '    dy 

Bohreiben  können,  genUgen,  so  haben  wir  also  dies  nur  noch  nachzuwei- 
sen ^r  die  ersten  .l'hcile  der  Bestimmiingen  von  Iwj.  Wegen  der  Art, 
wie  C|  in  diesen  Theilen  vorkommt,  ist  aber 

dlw^  r         d      fr  ^     fd/jl  3      A  ^    r<'/il 

^=    -  ^  T-d  r^i-_-!i ^  i'üd  r^i 

dj  äc^Joi    "^LdffJ  ^>^       acjjft,     ^LdyJ" 

Uientos  eipebt  sich  aber 
dlm, 


•    ds  ^\'dx^^d!/Jdc,J  a. 


dasfl  beide  Bestimmungen  20)  ftir  lm^  ergeben 
d/w. 

Zugleich  ist  «neb  hieraus  eraichtlieb,  dass  die  beiden  Bestimmungen  20) 
fttr  twy  sich  Dar  nm  eine  Function  von  j  allein  unterscheiden;  dass  wir 
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also    aach    beide   BeBtimmangen    znaammen fassen   können  in   der  einen 
Form 

23)  /»,  =  ?.,(«,!/)  4- 'fl, 

wenn  <pi  (x,  y)  diejenige  Function  vertritt ,  die  ans  den  Bestinunnugen  20) 
durch  Ansfäbning  der  Qaadratnr  und  Ersetzung  von  o,  durch  /^  erscheint. 
Aus  23)  erhalten  wir  weiter 

24)  n'^=^^^.eV^^''l'K 

Wir  wenden  ans  jetzt  zur  Integration  der  Uifferentialgleichnng  IS), 
indem  wir  fdr  dieselbe,    da  I\  von  ß  aoabhängig  ist,   schreiben  können 


26) 


.rr,»,«[(C-r)(ff-,)-(^+^-r,)]. 


I^iese  DifferenUalgleicbung  kann  aber  ganz  so,  wie  die  17)  integrirt  wer- 
den, indem  allein  für  1»^  jetzt  Fw^,  für  r  jetzt 

'---"[<^-"(''-"-(^/Ä;-^')] 

zu  setzen  ist. 

Es  miisa  daher  auch  das  Integrationsergebniss  ein  ganz  analoges  sein. 
Wir  schreiben  fttr  dasselbe  sofort 

26)  r.w,  =  v,(x,y)  +  r, 

w«   nun   ebenfalls  9>|(^,  y)  eine  vollatSndig  bekannte  Function  ist,   die 
sieb  durch  eine  blose  Quadratur  ergiebt,  wXbrend  F  eine  Function  von 
f  allein  (fllr  die  Punkte  der  gegebenen  Niveaufltehe)  bezeichnet. 
Weiter  erhalten  wir  aus  24)  und  26) 

und,  da  "'^^    *'"'i  sehliesslich 

In   ganz  tthnlicher  Weise,   wie  sich  eben  ans  den  Gleichungen  10), 
§  1  ^ —  ergeben  bat,  finden  wir  jetzt  auch  aus  der  zweiten  jener  Oleich- 

nngen  = —  in  der  üorm 

dnfi 

28)  |^*=e^'<*'»»[if,(«,y)  +  ß], 

für  die  Punkte  der  g^ebenen  NiveanflScbe,  indem  B  eine  reelle  ein- 
deutige und  stetige,  von  Null  und  Unendlich  verschiedene  Function  von 
ß  allein  bezeichnet.  Man  findet  dieses  Resultat  ebenfalls  durch  Integra- 
tion der  Difi'erentialgleichung 

.    b^dx  —  a^dy  =  0 
und  tlbrigens  durch  blose  Quadraturen. 

n.i,z.dbvG00gle 
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Za  den  in  27)  nnd  28)  enthaltenen  Resultaten  fUgen  wir  noch  be- 
sooden  folgende  Bemerknngen  binsn: 

1.  Die  Functionen  B  nnd  V  kttnnen  «ne  keiner  von  dem  vorliegenden 
Problem  direct  «bleitbaren  Bedingung  weiter  bestimmt  werden;  ei 
liegt  hierin,  wie  sicli  weiter  genauer  aeigen  wird,  die  factiBcbe  Be- 
stätigung der  Bemerkung,  die  nnmittelbar  vor  §  1  gemacht  wurde. 

2.  Die  Herleitnng  der  Seenitate  in  27)  nnd  28)  setzt  die  Kenntnim 
der  Integration  zweier  gewSbnlicber  linearer  Differentialgleichungen 
enter  Ordnnng  voraus,  die  freilich  noch  nicht  auf  Quadraturen 
zurttckgeftthrt  ist. 

3.  Die  in  27)  und  28)  enthaltenen  Beanltate  erfüllen,  weil  sie  aus 
den  Gleichnngen  10),  §  1  hergeleitet  wurden,  die  Bedingung 

Nachdem  ^—    nnd  -jr—    für  die  Punkte  der  gegebenen  Niveauflitche 

gefanden   sind,   so  kann  man  nun  auch  U  und   F  ftir  dieselben  Punkte 
durch  blose  Quadraturen  finden. 

Die  Gleichungen  Pg.  Cap.  I,  §  2,  11  und  K)  ergeben  nKmlich  für 
U  nnd  F  die  Bedingungen 

^JJL=G—  -— *    £££_ 

Sowohl  die  ersten  beiden,  wie  auch  die  letzten  beiden  dieser  Gleich- 
nngen können  aber  ganz  ähnlich  integrirt  werden,  wie  die  Gleichnngen 
12),  wenn  noch  die  entsprecbenden  Integrabilitätsbedingungen ,  nämlich 

erfillU  sind.     Diese  GleicboDgen  lassen  sich  aber  anch  sclireibeu  in  der 

a   /»lk\        dik      dG  t»l'   .''■\ 

Beaclitet  man  aber,  dass 

|^  =  c(fl-p).  t£=^(c_.). 

so  sind  diese  Integrabilitätsbedingnngen  gerade  die  Gleichungen  10),  §  1, 
ans  denen  die  Werthe  von  ^ —  v^d  t—   heiveleitet  wurden ,  also  erfüllt. 
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Wie  ans  den  Gleichungen  12)  M  in  14)  durch  blose  Quadraturen 
gefunden  wurde',  so  finden  wir  also  auch  jetzt  aus  den  Gleichungen  30) 

31)  U=A^e^',     V=J^e'^' 

für  die  Punkte  der  gegebenen  NireanäSche ,  wenn  J^  und  .*,  Integra- 
tion sconstanten  bezeichnen,  die  im  Allgemeinen  auch  Functionen  von  <■ 
sein  können. 

Nachdem  somit  lU,   V  und  V  für  die  Funkte  der  gegebenen  Niveau-  - 
fläche  ermittelt  sind,   so  ergiebt  sich  noch  ans  Fg.  Cap.  I,  §2,2  dnrch 
Substitution  der  gefundenen  Wertbe  von  Hf,  ü  und   F 

hieraus  aber  Bchlieaslich 

32)  A=_l-c'^-('*'.+  '^J 

ebenfalls  fHr  die  Fankte  der  gegebenen  NiveauflHcbe. 

Ss  bSngt  also  die  Lösung  des  ganzen  vorliegenden  Problems,  ab- 
gesehen von  dem  in  der  zweiten  Bemerkung  Gesagten,  allein  noch  ab 
von  der  Beschaffung  der  Fnnction  G. 


§3. 
Beispiel. 

Lamö  hat  in  seinen  Lefons  sur  ks  coord.  eure,  gezeigt,  dass  die 
drei  Hittelpnnktsflächen  zweiten  Grades  so  beschaffen  sind,  dass  man  das 
sich  orthogonal  schneidende  liomofocale  System  derselben  so  umformen 
kann,  dass,  wenn  sie  unsammengefasst  werden  in  den  Formen  a=CongL, 
jS  =  Cons(.,  y  =  Coml.,  man  ^,{^)  =  ^^(y)  =  0  setzen  kann.  Wir  werden 
ans  dieser  letzteren  Bedingung  allein  die  zugehörige  Function  G  ermit- 
teln und  damit  ztu  Lösung  des  Problems  gelangen,  soweit  es  in  den 
vorangehenden  Zeilen  genauer  besprochen  worden  ist. 

Wir  stellen  jede  der  drei  in  Rede  stehenden  Flächen  allgemein  dar 
dsrcb 

ax*  +  b!/*  +  cz*=l,     a>b>c. 

Wir  schreiben  als  Gleichnng  der  gegebenen  NiveanflScbe 

Wir  erhalten  hieraus  für  die  Werthe  /i,  ß  nnd  C  in  Pg.  Cap.  II,  §  1, 
wenn  wir  noch  dem  dortigen  /  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  geben 
und  anstatt  a  f  geschrieben  denken, 

1)    ^  =  <i«{6+()(':  +  ').    Ö  =  fcjf(c  +  0(a-|-/),    C  =  ci(<i+0(6+0- 
Da  nun  überhaupt  sein  muss 


IIb,  Google 
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»>■=•»"■ -77-' («+'.)(»+«(«+',)■ 

Für  die  CoBinas  der  Heigangawinkel  der  Nonnalen  der  beiden  Or> 
thogonalfläcben  im  Punkte  xy  z  der  gegebenen  Niveanfl&che  erhalten 
wir  sIbd 


^h 

'C 

(«  +  /,)(&  + 

,)('^+M 

ah 

rfl 

'i  — 

j 

'  C- 

-a 

{b+lt)(c+ 

)(«+',) 

ab 

cD 

h- 

, 

a- 

-b 

(c+/,){"+/.)(6+g 

ab 

ci) 

'*- 

1 

b 

-c 

(a  +  /i)(6  + 

,)(c+/,) 

ab 

cD 

i,— 

t 

c- 

-fl 

{h+t,)(c+l 

)("+« 

al> 

r/> 

(,— 

r     abcD  li—l. 


Wii   wollen    nun   weiter  die  Derivirten  von  /,  nnd  l^  nach  dn<  und 
Siij   herstellen.     Hierzu  benutzen  wir  die  Gleichnngen   3),    indem  wir 

nnd  —  nach  x,  y  nnd  z  daraus  ableiten. 


zunächst  die  Derivirten  von  ■• 
Wir  finden  anf  diese  Waise 

9/,     tax   1*1^  „   ,  ,  ,    \      ^h     2*!/   /,V,   ,,   ,      , 

dz      ab  ;,-//>^  ^  '' 

be    }.' 


9) 


Nun  ist 


dt^  ab   l,  —  L 


dl. 


dl. 


dl. 


{1,+0+ij). 


dl. 


„ ^_     £4_.... 

dtty  *  Zx       *3y        *2a'      3ny 

Setzt  man  die  enUprechendeu  Wertbe  aus  den  Gleichungen  9)  ein 
nnd  bentitzt  flii  die  ZShIer  von  c,,  b^,  ...  noch  die  obigen  auB  1)  abzu- 
leitenden Weithe,  die  also  noch  X,  y  und  z  enthalten,  nnd  eliminirt  als- 
dann diese  Variabein  mit  Hilfe  der  Gleichung  5),  so  findet  man 


1^  — 27V /,-%(.+«(»+',)(-+'.),   |i=o, 

Off  j/abcr     'a  —  'i  g"r 
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Wir  wollen  nnn  noch  die  KrttminTingen  pj,  ^,  r  und  q  durch  /,  und 
l^  darstellen. 

Die  Gleichungen  3)  geben  sofort 

n,-  ,..,^,     ,.^,& 

yahc  yabc 

Ferner  ist 

^^     1     ge,_     1    /^pj  £?,     a^  ^\_ \_  9p»  ^ 

**— fi  9"?      *s-*i^9'i   ^'V      2^   ^»^-^      Ps  — *i  ^^1   ^''?' 

(»i— ?»  ^"r     Pi  — Pi  9'i  ^V 
Wir  fioden  also  weiter 

üsch  diesen  Vorbereitungen  gehen  wir  nun  dazu  ttber,  die  eigent- 
lich gesuchten  Werthe  von  G,  H,  M,  V,  V  und  k  zu  heetimmen,  indem 
wir  den  in  §  2  angegebenen  Weg  einschlagen,  nnr  mit  der  Hodification, 
dass  wir  jetzt  l^  und  l^  als  Variable  benutzen  anstatt  der  in  §  2  benutz- 
ten X  und  y. 

Als  diejenige  Bedingung,  aus  der  wir  G  zu  ermitteln  haben ,  nehmen 
wir  an,  dass  J^(ß)'=(i  sein  soll.  Dann  ergiebt  sich  ans  der  ersten  der 
Relationen  L)  . , , 

Differentitren   wir  tliese  Gleichung  nach  Sti^,   indem  wir  beachten,   daes 


Hilfe  Ten  3)  und  7),  §  1 

_2rf,  =  -2,,(r-C). 
HieTana  folgt  aber 

13)  0=r.      ^^     _^__^-^___. 

Uie  Function  ff  hestimmen  wir  ana  d) ,  §  1 ,  indem  wir  im  j'etaigen  Falle 
haben 

J_ß_l£\.     »£_"     /■     1  1       \  i"i    9£, 

8n,  \a»,/"*"''8n,~\*i,+(,     (l,+i,)V  »n,,  8»,' 
a£, 
a£o  «^n,»  _    __]_ /_1_        I  \  8/,    8^ 
8n,     i    '~'/,  +  l,Vi,  +  (,"''2V8n^8»,' 

8£, 
8/0  8»,^     _l_/_l_       _l.")8i   8i, 

8  gl  8eg 

8na  9/1«      „       1         8(,   8/.  ,-  . 

~V  *Ä+«'  8V,  8V,-  r  .„„„.,C,0(,glc 
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Die  rechte  Seite  der  Gleichnug  9),  §  1  wird  also  im  vorliegenden  Falle 

Wüter  finden  wir 

Die  GleichuDg  9),  §  1  wird  &|80  jetzt 

bientos  erhalten  wir 

Ans  13)  und  14)  folg^  nun 

dlM _  \_  3/j^     dlM^      \_  a^ 

oder,   da  wir  ancb  IM  als  Fnnctioa  von  f,  and  2g  su  betrachten  haben, 
dlM  dl^^     dlM  dl^_  1_  SJi     djM_  Si,      dlM  dl^  _  J^  £^ 

a;,  a«^"*"  a^  aM^""2/,  an^,'    a/,  a^»,"*"?^  Sn^^ai,  av 

HieranB  wird  aber  mit  Hilfe  der  Gleicbnngen  10) 
dm     J_     Bin  _  1 

dii  ™2(i'    aij  T2V 

Hieraus  ergiebt  sich  schliesslich  

15)  jn=jylj,= ^^^ 


wenn  M  die  Integrationscoostante  beEeiehnet. 

Die  Gleicbnngen  10),  §  1  werden  im  vorliegenden  Falle,  da 

(«-'■"«-•)  =  -4W'lil^- 

8»,"     »(l,-(,|'8.,  8»,'    8«,,         »(l,-;,)>8»,  8,,' 
1        1        81,    8/, 
'■'  — *5=tfä^,5S;• 
.  8n^\8ny/     '^8iiy     (/,  —  /,)*  8n^  3n,' 
^/81t\_    8ilt_       1        81,   81, 
8n,\8n^/     *'8nj,™((,  — /,)*  8»i^  8«, * 
Von  diesen  GleicliDngen  16)  lutben  wir  blos  die  erste  zn  benfitzen,   da 
wir  bereits  wissen,  dass 

!-  =  -2r. 


haben,  so  kSnneo  wir  mit  Hilfe  det  Gleicbangen  10)  und  der  Kelation 
C)  die  liake  Seite  der  ersten  der  Gleichungen  16)  weiter  amfonnen. 
Es  ist 


dik 


Die  erste  der  Oletcbnngen  16)  giebt  daber 

Wir  erbalten  hieraus  darcb  Integration 

»JJ! !_+f 

wenn  L^  eine  Fnnction  von  I,  beEeichnet,  die  wir  willkfirlicb  mnehmen 
kfinnen. 

Wir  wollen  Zj  =  — -r-  setzen,  so  dwa  entsteht 
m__l \_ ^  _\_ 

HnltiplicireD   wir  diese  Gleichnog  mit  s-^  und  beachten,  dass  ^    ~ 
=  T —   and  die  Gleichnagen  12),  to  entsteht  anch 

Vergleichen   wir  dieses  Kesnltat  mit  den  Relationen  L),  so  e^ebt  sich 
noch,  duB  ancb  ^,(7)  =  0. 

Aas  den  Gleichungen  30) ,  §  2  folgt  weiter  für  den  jetsigen  Fall 

diu    ^  ,        diu 
dir  ^'^    T, , 

cnp  äity 

Da  anch  tO  und  tV  nnr  Functionen  von  /,  nnd  I,  sein  können,  so  folgt 
ans  diesen  Gleicbnngen  19)  sofort  weiter 
diu 


») 


20) 


Hietaas  finden  wir  CjOOqIc 
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21)  "       -      '<''*  F= 

wenn  M,  nnd  lA^  die  Integrfttioasconst&nten  bezeichnen. 
Endlicb  ei^iebt  aich  noch  ans  M^kV.V 


22)  *  =  - 


I,- 


Hiermit  sind  die  Werthe  gewonnen,  di«  nun,  wie  in  Fg.  gezeigt 
wnrde,  der  Losung  des  ganzen  vorli(<genden  ProbleiDs  zu  Grande  gelegt 
werden  miUsen^ 


^dby  Google 
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TIL   Eine  neue  Heisangimethode  d«r  Conitonten  optiioh  ein-  nnd 
zweiaxiget  Krystalle. 

Ein  vorzügliches  Mittel,  leicht  und  sicher  die  optischen  ConstftDten 
äfissiger,  weicher  nnd  fester  Körper  zu  messen ,  bietet  das  bekannte  Re- 
fractometer  von  Prof.  Abbe  in  Jena  dar.  Das  Frinctp  des  Inatniments 
beruht  anf  der  Benutsang  der  totalen  Beflexion  des  Lichtes  an  der  zu 
an  t  ersuch  enden ,  zwischen  den  Spal  tan  gs  flächen  eines  Flintglasprismas 
ein  geschlossenen  dünnen  Flüssigkeitsschicht.  An  d«r  Grenze  der  totalen 
Reflesion,  welche  sich  als  sogenannte  A  uslöschnngsgrenze  marfcirt, 
gehen  die  Lichtstrablen  stets  parallel  den  Begrenz ungsflichea  durch  die 
FlÜBSigheitsschicbt  und  es  wird  somit  stete  die  Geschwindigkeit  der  Licht- 
wellen  oder  Lichtstrahlen  in  dieser  Richtung  gemessen. 

Ich  benutzte  zuerst  das  Instrument  zur  Hessnng  der  Brechungsindices 
sämmtlicher  brechender  Angenmedien  und  zwar  nicht  bloB  der  flUssigen, 
sondern    auch    der   festweicben    Linsenscbicbten    nnd   Hfiate.      Die   Mes- 
sungen  ergaben    fUr    das   normale  menschliche  Auge  folgende  Resultate: 
Brechungsindex  des  destillirten  Wassers  von  12,5"  C.  1,3326, 

der  Hornhaut 1,3750, 

des  Kammerwassers 1,3351 , 

der  vorderen  Linsenkapse)    ....  1,3750, 

der  Corticalschicht 1,3867, 

der  mittleren  Schicht'. 1,4075, 

der  Kernsubstanz 1,4154, 

der  hinteren  Linsenkapsel    ....  1,3600, 

des  OlaskSrpers 1,3348. 

Hiernach    ISsst   sich   die    Ourve   der  Brechungsindices    innerhalb   der  ge- 
schichteten Krystalllinse  nahezu  durch  die  parabolische  Gleichung 

«  =  1,4150-0,0400(1-) 

ausdrHcken ,  wo  &  die  halbe  Aie  der  Linse  in  der  Acoomodation  für  die 
NXhe,  y  den  Abstand  irgend  einer  Schicht  vom  Kemcentrum  bezeichnet.* 


*  Hau  vergl.  HatthiesBen,    Qrundriss  der  Dioptrik  geschichteter  Linsen- 
systeme,  SS  »t-87.    Läpiig  1817. 
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SpSter  veTBachte  ich,  das  genanate  Eefractometer  enr  MeHsang  opti- 
ecliei  Constanten  sehr  dflnner  fester  Körper  aasawenden.  Dies  gelang 
w^en  der  daswischentretenden  Luftschichten  am  dadurch,  das«  eine 
FtOsBigkeit  tou  heliehigem  grösserem  BrecfaungsTemiögen  eingeschaltet 
wurde.  Nimmt  man  nSmlich  eine  Flüssigkeit  von  geringerem  Brechnngs- 
vermögen  als  dem  der  su  untersuchenden  Substanz,  so  erhSlt  man  nar 
den  BrechnngHindex  der  Flüssigkeit.  In  dem  ersten  Falle  hat  das  abao- 
Inte  Brechnngsvermögen  auf  die  Messung  keinen  Einfluss.  Um  mich  hier- 
von zn  vergewissern ,  wurden  unter  meiner  Leitung  von  Herrn  8tud. 
Frank  znnächt  die  Indices  von  geeigneten  Flässigkeiten  von  veiscbie- 
denem  Breohnngsv ermögen  gemeBsen.  Es  ergaben  sich  folgende  Re- 
sultate : 

nj,: 

Destillirtes  Wasser.  1,3326, 
Salmiakgeist  .  .  .  1,3357, 
Kegstivlack  . 


1,4003, 
1,4392, 
-1,4452, 
,  1,5407, 
1,5532, 
1,5925, 


Petroleum 

Glycerin   .    . 

Styrol    .    .    . 

Nitrobenzol  . 

Cassiaöl    .    . 

Schwefelkohlenstoff.   1,6265, 

Bromphosphor  PBr^  1,6950. 
Das  Brechnngs vermögen  des  P  Br^  konnte  nicht  mit  Sicherheit  be- 
stimmt werden,  da  sich  dasselbe  an  der  Luft  rasch  anter  Bildung  von 
BfB  zersetzte  und  sich  schon  etwa  nach  20  Secanden  ein  Zersetznngs- 
prodnct  von  dem  Brechnngsindex  1,4770  bildete.  Die  Indices  der  Übri- 
gen Substanzen  sind  bis  auf  einige  Einheiten  der  vierten  Decimale  genan^ 
Es  wurde  nun  zur  Prtlfung  einer  bestimmten  Sorte  gläserner  Deck- 
plSttehen  ftlr  mikroskopieohe  PrXpatate  mit  Styrol,  Nitrobc^nzol ,  Cassiaöl 
nnd  Schwefelkohlenstoff  in  das  Befractometer  gebracht.  Als  Orenswerthe 
einer  Reibe  von  Messungen  ergaben  sich  folgende  Resultate: 

1,5216  —  1,5221  durch  Styrol, 

1,5218  —  1,5219       „       Nitrobenzol, 

1,5210  —  1,5215      „      Cassiaöl, 

1,5203  —  1,5214  „  Schwefelkohlenstoff, 
l,443d  „  Glycerin. 
Durch  diese  Beobachtungen  ist  also  die  Annahme  vollkommen  be- 
atittigt,  die  kleinen  Abweichungen  liegen  innerhalb  der  Fehlergrenze  der 
Messungen.  Der  Versuch,  diese  Methode  auch  anf  doppeltb  rechen  de 
Subatanaen  anzuwenden,  gelang  vollkommen.  Die  Methode  bietet  Hber- 
dies  den  Vortheil,  dAss  man  mit  Hilfe  eines  Nicol  oder  einea  Tnrmalin- 
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krjitftlla  Bofori  den  extraordinären  Lichtstrahl  von  dem  ordinKren  zn 
anterscheidea  im  Stande  ist.  Stellt  man  nKmlich  die  Aie  des  Tunnalina 
senkrecht  znr  Anslöschnugsgrenze  oder,  was  dasselbe  ist,  parallel  znr 
B rech nng sehen e  der  Strahlen,  so  erhKlt  man  stets  den  ordinären,  in  der 
darauf  senkrechten  Stellnng  stets  den  extraordinären  Strahl.  Da  man  Gyps 
and  Glimmer  in  beliebig  dännen  Platten  sieb  verschaffen  kann,  so  varden 
zunächst  an  diesen  die  Wellenflächen  optisch  zweiaxiger  Hedien  gemessen. 

1.  Gyps  (klinorhom bisch).  Derselbe  ist  parallel  der  Ebene  der 
optbchen  Axe,  also  in  der  Ebene  der  grSasten  nnd  kleinsten  Elasticität 
vollkommen  spaltbar,  ziemlich  deutlich  nnd  zwar  faserig  parallel  den 
Abatump^ngsfläcfaen  der  vorderen  und  hinteren  stumpfen. Sänlenkanten, 
■oirie  den  hinteren  schiefen  Endflächen ,  so  dass  man  rhomboidische  Ta- 
feln erhält,  deren  schmale  Seiten  oder  Flächen  der  dritten  muscheligen 
Structur  einen  Winkel  von  65*^36'  mit  den  Flächen  der  zweiten  fase- 
rigen Stmctur  bilden.  Ausserdem  bilden  die  vorderen  nnd  hinteren 
EDdxnschärfnngskanten  eines  Winkel  von   llS'^Se'. 

Es  wnrde  nun  die  Fläche  der  iweiten  Structur,  also  die  Hsnptaxe 
des  Krystalls  in  die  Refractionsebene  der  Prismen  des  Refractometers 
gelegt,  diese  Lage  mit  0''  bezeichnet  und  wurden  dann  bei  succesaiver 
Drehung  der  Platte  folgende  Indicee  des  extraordinären  Strahles  mit  Hilfe 
von  Cassiadl  gemessen: 


0" 

1,5201 

0,6678, 

24"  24' 

1,5224 

0,6569, 

57«  12' 

1,5283 

0,6541, 

90« 

1,6283 

0,6643, 

114"  24' 

1,5258 

0,6664, 

147"  12' 

1,6207 

0,6576, 

180" 

1,6200 

0,6579, 

204»  24' 

1.6227 

0,6667, 

237"  12' 

1,5278 

0,6645, 

270" 

1,6287 

0,6542, 

294"  24' 

1,5254 

0,6666, 

327" 12' 

1,6204 

0,6577, 

360» 

1,6202 

0,6578. 

Der  BtechangBindex  des  a 

rdinaren  StrsLles  w 

im  Durchschnitt  von  16  MesauDgen  gleich  1,52184.  Durch  die  recipro- 
ken  Werthe  r  der  Indices  »e  sind  nun  die  Radii  vectores  der  Wellen- 
fläehe  bestimmt.  Die  beiden  Uaxima  und  Minima  liegen  ungefähr  14'' 
(Neumann)  von  den  rechtwinkligen  Axen  entfernt  and  bestimmen  die 
Hanptaze  der  elliptischen  Welle.  Bezeichnet  man  den  kleinsten  Brech- 
nngsindex  mit  a,  den  mittleren  mit  ß,  den  grössten  mit  y,  so  ist  f^r 
Strahlen  mittlerer  Brechbarkeit,  genauer  für  D: 

ErftaAim  t  MMLnutlk  B.  IVlk,  XZni,  3.  1^ 
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a=I,5195,     |3  =  J,5218,     )'=1,5283. 

Die  grBsate  Axe  der  elliptischen  Welle  weicht  am  oberen  Ende  des 
ErTstallblSttchens  etw«  nm  14**  nach  totd  von  der  kiTstallographiachen 
Hanptaxe  ab;  sie  ist  die  Axe  der  kUinston  Elastidtftt.  Die  Axe  der 
grßssten  Blaaticit&t  steht  senkrecht  znr  rollkomniensten  Spahnngsebene, 
sie  iat  zugleich  die  Axe  der  Symmetrie. 

Ans  den  drei  Hauptbrechnngsexponenten  a,  ß,  y  berechnet  sich  nns 
der  Winkel,  welchen  die  optischen  Azen  mit  der  Axe  der  kleinsten 
Elaaticität  einBchliessen ,  nach  der  Formel 


o,  b=^l:ß,  c  =  l:y  zu  setzen  ist.     Demnach  ist 

-jLiJL 
-  !  re  0 1 


St 


woraus  man  erhUt  i  =  30°  47' 30".  Die  kleinste  Axe  der  Elasticität  ist 
also  hier  die  erste  Mittellinie,  der  Gyps  optisch  -  positiv  nod  der  Winkel 
der  optischen  Axen  gleich  61"  35".  Die  eine  der  beiden  optischen  Axen 
Bteht  nahezu  senkrecht  zur  zweiten  StmcturfiKcbe  mit  einer  Neigung  von 
82**  23',  die  zweite  optische  Axe  nahezu  senkrecht  zur  dritten  Stractur- 
flXcbe  mit  einer  Neigung  von  ebenfalls  820  23'.  Der  Winkel  der  opti- 
schen Axen  bildet  demnach  mit  dem  Winkel  der  vorderen  und  hinteren 
EndBuschSrfiingskante  genau  einen  Winkel  vod  ISO"  und  die  kleinste 
Elasticitätaaxe  halbirt  jenen  Winkel  nahezu. 

Der  Winkel  der  secnndKren  optischen  Axen  oder  der  optischen  Azen 
der  Strahlen  mit  der  Axe  der  kleinsten  Elasticität  ist  gemiss  der  GleichuDg 


'    '    ■-(f)' 


-i    1- 


«   »'   «* 

oder 

■-(-)" 

'7(7) 
Darans  findet  man  ^  =  30°4ri0"  und  den  Winkel2C,  den  die  beiden 
secundfaen  Axen  mit  einander  bilden,  gleich  61*' 22' 20".  Aus  dem  Um- 
stände, dass  der  mittlere  BrecbnngscoefiGcient  ß  coaaUnt  ist,  folgt  noch, 
dasB  die  Ebene  der  optischen  Axen  mit  der  Symmetrieebene  coincidirt. 
Nach  AngstrBm  ist  o  =  I,52056,  |J  =  1,52267,  j'  =  l,52975,  woraus  folgt 
2r  =  57'>30'50".     (Pogg.  Ann.  Bd.  86,  3.206  — 234,) 
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2.  Qlimmer  (rhombisch).  Seine  SpaltUDga ebene  ist  znr  Ebene  der 
optischen  Axen  senkrecht,  parallel  dem  dnrcb  die  Axe  der  mittelsten 
and  kleinsten  Elosticitfit  gelegten  Hanptschnitte  der  ElaeticitätsflXche. 

Ee  wnrde  innäcbst  an  einem  GlimmerbUlttcheii  im  Polar iaations' 
mikroekop  die  Lage  der  Ebeoe  der  optischen  Axen  bestimmt  nnd  das- 
selbe so  in  dss  Refractometer  gebracht,  dass  die  Ebene  der  optischen 
Aze  mit  der  Refraction sehen e  coincidirte,  nnd  bei  fortgesetzter  Drehung 
des  Bl&ttcbens  der  Index  bestitiimt.  Fdr  den  ordiuilren  Strahl  ergab  sich 
im  DnrchBchnitt  ans  22  Uessnngen  der  constante  Wertb  n/)^  1,5692, 
ferner  Hir  den  extraordinären  Strahl  bei  einer  Neignug  der  optischen 
Axen ebene 

«*:  l;n/=r: 

von    0"      1,6049      0,6231, 
„   45"       1,6070      0,6223, 
„   90»       ],61I7       0,62045; 
«,:  , 

1,5692       0,63725. 
Durch   diese  Constanten    ist   die  Wellenflacbe   in    dem   Qlimmerbltttcken 
Tollkommen  bestimmt     EHr  den  Strahl  />  ist 

«=1,5692,     ^=1,6049,     y  =  l,6117. 
DarsoB  berechnet  sich  z  =  81''6'10";   der  Kristall  ist  also  optisch  nega- 
tiv, die  Aze  der  grössten  ElasticitKt  die  erste  Mittellinie  and  der  spitze 
Winkel    der    optischen    Axen    gleich   17°  47' 40",    der  Winkel    der   seonn- 
dären  optischen  Axen  gleich  1S''37'20", 

Rostock,  10.  Jnli  1877.  Prof.  Ludw.  Matthibssbh. 


Tnz.   Bemerknngfls  ftber  das  rollsUndige  Viervek. 
{Hierzu  Taf.  IT,  Fig.  18  nnd  13.) 

Es  bat  dem  Unterzeichneten  immer  scheinen  wollen,  als  ob  der 
Gauss'sche  Satz,  dass  die  Mittelpunkte  der  Diagonalen  eines  vollstftn- 
digen  Vierecks  in  einer  Geraden  liegen,  eide  sehr  isolirte  Stellung  habe 
nnd  vielleicht  nur  ein  Bruchstttck  aus  einem  Complexe  zusammengehöri- 
ger SStze  bilde.  In  der  That  bestätigt  sich  diese  Vermuthnng,  wenn 
man  den  Gauss 'sehen  Satz  nicht  als  eine  Eigenschaft  des  Vierecks 
ansieht,  sondern  als  Eigenschaft  eines  Dreiecks  ^0C,  dessen  Ecken  mit 
einem  beliebigen  Punkte  R  verbunden  sind,  der  ebensowohl  ausserhalb, 
als  innerhalb  des  Dreiecke  liegen  kann  (Tafel  IV,  Fig.  12  nnd  13).  Sind 
nämlich  0,  V,  W  die  Punkte,  in  welchen  die  Verbindungelinien  AR, 
BTt,  CR  den  Gegenseiten  SC,  CA,  Aß  begegnen,  so  liegen  nach  Gansa 
in  einer  Geraden 

die  Mittelpunkte  von  BV,  AB,   Vif,  CklD^lc 
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nnd  hier  lehrt  eine  blosse  cyttlieche  Bucfastabenvertanschang,  dass  dieser 
Satz  das  Dritttheil  eines  nm fassen  deren  Satses  ausmacht,  wornach  ferner 
die  Uittelpaokte  von  CA,   BR,    WU 
nnd    „  „  „     AB,  CR,  ÜV 

in  geraden  Linien  liegen  mflssen.  Diese  drei  Geraden  verbinden  die 
Mitten  der  Gegenseiten  nnd  der  Diagonalen  des  einfachen  Vierecks  CA  BR 
nnd  schneiden  sich  daher  in  einem  Punkte  0. 

Dieser  Sata   IBsst   sich    wieder  dnrch  perspectivische  Projection  ver- 
allgemeinern.   Beachtet  man  nXmHch,  dass  Anfang,  Mitte  nnd  Ende  einer 
Strecke    nebst   dem   nnendlich  entfernten  Punkte  derselben  Geraden  ein 
System  harmonischer  Punkte  bilden    nnd  dass  die  Projection  einer  har- 
monisch  getheilten  Geraden  wiederum  harmonisch  gethoilt  ist,    so  erhält 
man  folgenden  Sats,    worin  der  Durchschnitt^ zweier  Geraden  PQ  und  s 
mit  {,PQ)t  bezeichnet  ist:    Die  in  der  vorigen  Figur  enthaltenen  Geraden 
BC,  CA,  AR,  AR,  BR,  CR,   VfV,   Wü,   UV  seien  bis  an  ihren  Durch- 
schnitten mit  einer  beliebig  gewählten  Geraden  s  verlängert,  dann  Itegen 
jedesmal  in  einer  Geraden  die  vierten  harmoniscben  Punkte 
zu    B,  C,  (BC).;     A,  R,  {Äfi),-,      V,    »',  (»'»').; 
„     C,  A,  (CA),;      B,  R,  (BR),;      W,  tJ,  (WG),; 
„     A,   B,(AB),;       C,   R,    (CR),;       ü,    V,   (VF),; 
diese  dre^  Geraden  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

Die  Figur  enthält  jetzt  ausser  den  festen  Punkten  A,  B,  C  einen 
beliebigen  Punkt  R  und  eine  willkürliche  Gerade  s;  es  liegt  dabei  nahe, 
den  letzteren  Gebilden  irgendwelche  Bewegungen  zu  ertbeilen,  z.  B,  bei 
feslgebaltenem  i  den  Punkt  ü  auf  einem  Kegelschnitte  bemmzufäbren, 
oder  bei  fest  bleibendem  R  die  Gerade  s  einen  Kegelschnitt  nmhttllen  zu 
lassen.  Wie  sieh  dann  die  drei  vorhin  bezeichneten  Geraden  und  ihr 
Durchschnitt  bewegen  werden ,  verdiente  wohl  eine  nähere  Untersnchnng. 

Zu  dem  obigen  Satze  lässt  sich  nun  leicht  der  reciproke  Satz  auf- 
stellen, wobei  der  Durchschnitt  zweier  Geraden  />  nnd  q  mit  (/>?)  nnd 
die  Gerade  zwischen  dem  Punkte  (pg)  nnd  einem  andern  Punkte  S  mit 
)pg)g  bezeichnet  werden  möge.  Der  betreffende  Satz  lautet:  Die  Seiten 
a,  b.  c  eines  Dreiecks  werden,  nöthigenfalls  verlBngert,  von  einer  be- 
liebigen Transversale  r  in  den  Punkten  (ar),  (Or),  (rr)  geschnitten  and 
diese  Pnnkte  mit  den  gegenüberliegenden  Ureiecksspitzen  (l>c),  (cn),  (ab) 
durch  Gerade  verbunden,  welche  «,  v,  ro  heisaen  mögen;  wird  nun  noch 
ein  willkUrticbcr  Punkt  5  binzugennmmen ,  so  schneiden  sich  jedesmal  in 
einem  Punkte  die  vierten  harmonischen  Strahlen 

zn  b,  e,  (Sc),;     «,  r,  (.r),;     ,,  »,  (.»j^; 

„   c,  n,  {crt)^;     6,  r,  (ft^jj     w,  «,  (w«)^; 

..    •>,»,("»)»;      •■.■•,  (■■■■)..i      ".   »■  ("•'),! 

diese  drei  Punkte  liegen  in  einer  Geiadei 
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Hier  wiederholt  sieb  die  frfibere  Bemerknng,  dftss  zwei  willkUrlicbe 
Gebilde  t  und  S  vorhiinden  sind,  deren  Bewegungen  gewisse,  nocb  bd 
nntersncbende  Bewegungen  der  drei  vorigen  Punkte  nnd  der  sie  entbal- 
tenden  Geraden  berrorrnfen  werden, 

Lüast  man  den  Pnnkt  S  ins  Unendliche  wegrdcken ,  so  getitngt  man 
zn  dem  Correlate  des  Gaass'scben  Satzes,  welches  sich  von  dem  vori- 
gen Satze  dnrch  den  Parallelismns  aller  nach  5  gezbgenen  Geraden  nnter- 
scbeidet.  Hierbei  möge  jedoch  eine  Besonderheit  erwähnt  sein,  welche 
ihren  .Grnnd  darin  bat,  dass  es  nar  eine  anendlicb  -  ferne  Gerade,  aber 
beliebig  viele  anendlich -ferne  Punkte  giebt.  Das  nraprUngliche  Ganss'scbe- 
Theorem  enthält  nur  eine  willkärlicbe  Grösse,  nämlich  den  Pnnkt  B,  in 
dem  Correlate  bleibt  ansser  der  Transveirsale  r  nocb  die  Richtung  der 
Parallelen  nach  dem  anendUch  entfernten  Pnnfcte  S  willkärlicb;  man 
kann  demnach  r  festhalten  nnd  die  Richtung  der  Parallelen  stetig  ändern, 
worans  dann  specielle  Bewegungen  der  vorkommenden  drei  Punkte  nnd 
der  sie  enthaltenden  Geraden  hervorgeben  werden. 

Dem  Unterzeichneten  fehlt  in  seiner  jetzigen  Stelinng  die  Zeit  zu 
anefflhrlicberen  mathematisch ea  Untersnchnngen,  er  theilt  daher  das  Vo- 
rige als  eine  Anregung  mit,  die  vielleicht  einem  Geometer  Anlass  zu 
weiterer  Verfolgung  der  Sache  giebt.  Schlömilch. 


IX.  TTeber  doppelt- oentriH&e  Tierecbo. 

Diejenigen  Vierecke,  welche  einem  Kreise  umschrieben  und  zugleich 
einem  andern  Kreise  eingeschrieben  sind,  scheinen  bisher  noch  wenig 
Beachtung  gefunden  zu  haben;  dass  sie  aber  eine  solche  verdienen, 
mSgen  die  folgenden  Aufgaben  und  Lehrsätze  zeigen,  die  ich  hier  zur 
Anregung  mittheile. 

I.  Tos  einem  Kreise  sind|drei  Peripherie|mnkte  A,  B,  C  gegeben; 
man  sucht  einen  'vierten  Peripberiepunkt  von  der  Beschaffenheit,  dass 
das  entstehende  Sebnenviereck  zugleich  ein  Tangentenvieieck  ist. 

Mit  Üebergehung  der  leicht  zu  findendeu  Lösung  dieser  Aufgabe 
sei  Folgendes  bemerkt.  Je  nachdem  BC  oder  CA  oder  AB  als  Diago- 
nale des  gesuchten  Vierecks  betrachtet  wird,  entstehen  drei  verschiedene 
doppelt -centrieche  Vierecke,  welche  ABA^C,  BCB^A,  CAC^B  beisaen 
mögen;  der  umschriebene  Kreis  ist  allen  gemeinsam,  die  eingnschriebe- 
nen  Kreise  dagegen  sind  verschieden.  Man  kann  daher  fragen,  wie  die 
Hittelpunkte  dieser  Kreise  gegen  den  Mittelpunkt  des  umschriebenen 
Kreises  und  wie  sie  gegen  einander  liegen,  also  z.  B.  unter  welchen 
UmstMnden  sie  die  Spitzen  eines  gleichseitigen  Dreiecks  bilden  u.  dergl. 

Da  femer  AB^  CA^  BC,  ein  Sehnensechscck  ist,  so  liegen  die  Durch- 
schnitte A,,  Bf,  C^  der  Gegenseiten  £C,  und  B^C,   CA,  nnd  C^A,    AB^ 
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nnd  /f^B  in  einer  Geraden  J^B^C^i  diese  möge  als  Polare  dea  nm  das 
Sechseck  besebriebenen  Kreisea  angeaefaen  und  der  entsprechende  Pol 
mit  0  btzeiohnet  werden.  Dnrcfa  dicEen  Punkt  geben  ftnch  die  Sechs- 
eckdiagonalen  '^'4,,  BB^,  CL\,  nnd  daher  iKsit  sich  in  das  Sechseck  ein 
Kegelaehnitt  beschreiben,  welcher  gleichfalls  0  snm  Pol  fVr  J^B^C^  als 
Fol*re  hat.  Der  hiermit  bestimmte  Kegelschnitt  wftre  nnn  weiter  Eu 
nntersachen. 

II.  Von  einem  Kreise  sind  drei  Tangenten  gegeben,  welche  zu- 
sammen ein  nmschriebenes  Dreieck  ^BC  mit  den  Seiten  BC^a,  CA^b, 
'  JB=-c  bilden;  man  sucht  eine  vierte  Tangente  von  der  Beschaffenheit, 
dass   das   entstehende  Tangenten  vi eteck   zugleich   ein  Sehnenviereck  ist. 

Die  AnFgabe  hat  drei  Auflösungen,  je  nachdem  man  a  oder  b  oder 
c  als  eine  Seite  dea  gesuchten  Vierecks  betrachtet;  im  ereten  Falle  müge 
die  Gegenseite  von  a  der  Geraden  6  in  Ai  nnd  der  Geraden  c  in  Jg  be- 
gegnen also  A^Ac  heissen;  fdr  die  übrigen  F&Ile  gelte  eine  aoaloge  Be- 
seichnnng.  Es  entstehen  unn  die  drei  doppelt-centrischen  Vierecke 
BCA^Ag,  CABeBf,  ABC^C\,  velche  denselben  eingeschriebenen  Kreis, 
aber  verschiedene  umschriebene  Kreise  besitzen;  die  gegenseitige  Lage 
der  Mittelpunkte  dieser  vier  Kreise  wäre  nKher  zu  untersuchen. 

Da  AiAaB,BtCaCt  ein  Tangentensechgeck  ist,  so  schneiden  sich  die 
Diagonalen  AiB^,  BcCt,  C„Ae  in  einem  Pnnkte  0,  welchem,  als  Pol  des 
eingeschriebenen  Kreises  betrachtet,  die  Polare  p  entsprechen  möge. 
Auf  dieser  liegen  auch  die  Durchschnitte  der  Gegenseiten  B^C^  und 
AiAe,  CiAt  und  BeBg,  A^Bt  und  CaCt,  mithin  Igsat  sich  nm  das  Sechseck 
ein  Kegelschnitt  beschreiben,  welcher  gleichfalls  p  zur  Polare  nnd  0  sunt 
Pole  hat. 
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X  Üeber  eiaen  du  SehnenfUnfeek  betreffenden  Sati. 
(Hierin  Taf.  IV,  Fig.  u.) 

Wfihlt  man  auf  zwei  sich  in  B  schneidenden  Geraden  die 
beiden  beliebigen  Strecken  BA  und  BC,  und  errichtet  auf 
den  besflglichen  Uitten,  m^,  und  m,,  dieser  Strecken  die  bei- 
den Lothe  DE  nnd  PF,  von  denen  ersteres  die  Gerade  BC  in 
E  nnd  letzteres  die  Gerade  AB  in  F  schneidet,  so  liegen 
die  fünf  Pnnkte  B,  A,  B,  F  und  C  auf  dem  Umfange  eines 
Kreises. 

Da  sich  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  dreimal  zn  je  einem  Paare 
aniTassen  lassen,  so  liefert  die  Construction  auch  drei  verschiedene  Kreise 
—  deren  Mittelpunkte  Mg,  M^  nnd  M^  beissen  mSgen  — ,  velche  alle 
dnrch  D,  als  den  Mittelpunkt  des  ABC  nmbeschri ebenen  Kreises,  gehen 
nnd  deren  jeder  eine  Seite  des  Dreiecks  als  Sehne  enth&lt. 
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Diese  drei  Kreise  stehen  in  ansgezeiclineter  Weise  in  BeiiebtiBg  zn 
denjenigen  Dreieck  PQR,  deBsen  Seiten  in  becfiglicli  A,  B  nnd  C  den 
nm  JBO  beschriebenen  Kreis  bertthren.  ZnnMchst  sieht  mui  leicht,  daaa 
Dreieck  W^JU^M^esi  PQR  und  awar,  dass  die  Kbnlichen  Seiten  das  Ver- 
hkUnits  1 :  2  zn  einander  haben. 

Han  wird  indess  bald  femer  bemerken,  dass  ansser  dem  Dreieck 
ABC  —  als  in  dem  Kreise  liegend,  welcher  Dreieck  PQR  von  anasen 
berührt  —  noch  drei  andere  Dreiecke  in  Ähnlicher  Beaiehang  zu  PQR 
stehen ,  welche  nimlicb  in  analoger  Weise  denjenigen  Kreisen  einheschrie- 
ben  sind,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  PQR  ansserdem  noch  bertlhren. 

Erst  nachdem  man  diese  alle  gefunden  hat  —  welches  indeas  ziem* 
lieb  leicht  ist  —  nnd  zn  jedem  die  erstgenannten  drei  Er^e  Jfg,  tf, 
nnd  üfg  anf  die  dabei  angegebene  Art  constrairt  hat,  erhxlt  man  eine 
vollständige  Figur,  aas  welcher  sich  sehr  mannigfaltige  Sätze  —  der  ele- 
mentaren Geometrie  angehörend  —  ableiten  nnd  viele  schCne  Constnic- 
tionsanfgahen  fUr  Schfiler,  die  das  Gebiet  der  Elemente  einigermassen 
beherrschen ,  aufstellen  lassen. 

Da  die  AnsfUhrnng  der  TollstKndigen  Fignr  sieb  nach  den  gegebenen 
Daten  ziemlich  einfach  gestaltet,  so  beschränke  ich  mich  anf  diese  Uit- 
theilnngen.  Gern  möchte  ich  Indess,  dass  einer  der  verehrten  Mitarbuter 
dieses  Jonmals  —  da  mir  leider  die  Zeit  sehr  gebricht  —  einmal  eine 
ToUstSndigere  Bearbeitung  dieses  Gegenstandes,  lieferte,  als  wozu  ich 
hente  im  Stande  bin. 

Blsfleth.  W.  H.  Pbkd«9. 


XL    Veber  das  dem  Carteaitoben  leoiproke  Coordinateiuyttem. 

(HieMn  TaE  IV,  Fig.  16  nnd  18.) 

In  Bd.  XXI  dieser  Zeitschrift  (S.  278flgg.)  theiUHerr  Schwering 
ein  LiniencoordinatensjTstem  mit,  welches  den  Zweck  hat,  sn  den  metri- 
schen Eigenschaften  der  Cnrven  einen  ebenso  bequemen  Zngang  zn  er- 
sten, wie  das  Caitesiscbe  Panktcoordin&tensystem  Theoretisch  betrach- 
tet, kann  dieser  Aufgabe  nur  ein  Ooordinatensystem  genügen,  welches 
■fem  Carteeischen  streng  reciprok  ist,  so  zwar,  dass  Punkt  and  Linie  in 
beiden  Systemen  sich  Überall  gegenseitig  entsprechen.  Ans  der  folgen- 
den Zusammenstellnng  geht  nun  hervor,  dass  das  Von  Herrn  Schwe- 
ring aufgestellte  System  in  derThat  dieser  Forderung  voll- 
kommen   genfigt,    also   das  dem  Cartesischen  reciproke  8y- 
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CwtesiBOhe  PanktooordiB.  (Fig.  15.) 

1.  Das  STStem  besteht  sas  zwei  Ge- 
raden {x,  y),  die  dnrch  einen 
Pnnkt  (0)  gehen. 

2,  Zwei  «nf  den  Axen  x  nnd  y  lie- 
gende Pnnkte  A  nnd  B  (die  nn- 
endlich  fcmeD  Punkte)  liegen  auf 
der  aneadlieh  fernen  Geraden. 


SehwerliiK'Bahe  Liniencoordin.  (Fig.  tE.} 

1.  Das  System  besteht  ans  zwei 
Punkten  (J",  Y),  die  durch  eine 
Gerade  (o)  verbunden  sind. 

2.  Zwei  durch  die  Anfangspunkte 
X  und  Y  gehende  Geraden  a  nnd 
b  (die  parallelen  Axen)  schnei- 
den sich  in  einem  unendlich  fer- 
nen Pnnkte. 

3.  Um  die  Coordinaten  einer  Ge- 
raden p  zu  finden,  bestimmt  man 
die  Schnittpunkte  X,  nnd  F,  die- 
ser Geraden  mit  den  Parallelen 
a  und  b. 


3.  Um  die  Coordinaten  eines  Punk- 
tes P  zu  finden,  verbindet  man 
I  diesen  Pnnkt  mit  den  beiden  un- 
endlich fernen  Punkten  A  und  B 
(d.  h.  zieht  dnrch  P  Parallelen  zn 
den  Axen)   durch  die  Linien  x^ 

Diese  Reciprocität  der  Ausdehnnugsgebilde  (Punkt  und  Gerade)  wird 
vervollständigt  durch  diejenige  der  Zahlgrössen  (Entfernungen).  Es  ent- 
sprechen sich  nämlich : 


4.  die  Coordinaten  des  Punktes  P, 
d.  h.  die  Abstände  der  Geraden 
X  nnd  Xj,  sowie  y  nnd  y, ; 

5.  der  Abstand  der  unendlich  fernen 
Punkte  A  nnd  B,  d.  h.  der  Win- 
kel der  Geraden  x  und  y. 


.  die  Coordinaten  der  Geraden  Py 
d.  h.  die  AbstXnde  der  Funkte 
^nnd  ^,,  sowie  F  und  F,; 

.  der  Abstand  der  Geraden  a  und 
6,  d.  h.  der  Abstand  der  Pnnkte 

Ä  und  r. 


Zn  Nr.  5  ist  zn  bemerken,  dass  die  nnendlich  fernen  Pnnkte  A  nnd 
B  gleicbbedentend  sind  mit  Strecken  anf  den  zugehörigen  Geraden  (vergl. 
mein  „System  der  Raumlehre"  Tb.  II,  Nr.  2  und  3),  dass  also  der  Ab- 
stand zweier  nnendlich  fernen  Punkte  durch  den  Winkel  dieser  Strecken 
oder  den  der  zugehörigen  Geraden  gemessen  wird. 

Waren,  April  1877.  V.  Schlmei,. 
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IX, 

Uaber  die  Theorie  der  Reflexion  und  Befiraetion 
des  lichte«. 

Ton 
H.  A.   LOREKTZ.      ' 


Dritte  M ittboilung. 

%  1.  Nach  der  elektrom^^etiBchen  Lichttheorie,  deren  Anwendang 
auf  isolirende  Körper  ich  frQher  besprochen  habe,*  maesfin  die  Hetalle, 
ibT«m  LeitnngBvermttgen  zafolge,  eigepthümliche  optische  Eigenschaften 
besitzen.  Zn  nutersnchen,  ob  auch  in  dieser  Hinsicht  die  Theorie  mit 
der  Erffthmng  fibereinstimme ,  üt  der  Zweck  der  gegenwärtigen  Uit- 
theilnng. 

Um  die  Bewegnngegleichnngen  der  Elektricitit  für  leitende  Medien 
aafEnstellen ,  haben  wir  znnSchst  den  Leittinggatrom  zu  hetrachten,  der 
in  denselbeD  anter  dem  Einflnsee  einer  elektromotorischen  Kraft  geweckt 
wird  nnd  dessen  IntnnBitfit,  so  weit  nnsere  Erfahrung  reicht,  dnrch  das 
Ohm 'sehe  Gesetz  bestimmt  wird.  Nehmen  wir  vorlänfig  die  nnbeachrJInkte 
Gilügkeit  dieses  Gesetzes  an  nnd  beschränken  wir  ans  anf  isotrope  Me- 
dien, so  hiJ)en  wir  ftlr  die  Componenten  des  Leitnngastromes  zn  setzen 
^.  X  T  Z 

WO  JT,  F,  Z,  wie  frtlher,  die  Componenten  der  elektromotorischen  Kraft 
Tontellen  nnd  mit  x  der  Widerstand  dea  Medinms  bezeichnet  ist.  Lete- 
tere  Grdue  IKast  sieb  dnrch  Messungen  bestimmen;  nur  ist  dabei  zn 
beachten,  dass  man,  wenn,  wie  wir  frfiher  annahmen,  die  Laft  die 
Fähigkeit  der  dielektriscben  Polarisation  besitzt,  dnrch  Messiin^en  in  der 
Lnft  nicht  den  wahren  Werth  von  x  erhält.  Es  ist  vielmehr,  wenn  a' 
den  gemessenen  Wertb  vorstellt,  der  wahre  Werth 


2) 


"l+4»(; 


•  Diese  Zeitschrift  Bd.  XXn,  8.  1  nnd  S06.  Cis,i,z^db>  CjOO^Ic 

n  n  MatiwBMih  n.  nr>ik,  xxm,  4.  tft 
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Ansser  der  erwähnten  Wirknng  einer  elektromotoriecben  Kraft  ist 
es  aber  nicht  unwahrscheinlich,  daes  anch  in  leitenden  Medien  dnrch 
eine  solche  Kraft  eine  Polarisation  der  Theilchen  hervorgernfen  M-ird, 
nnd  wir  wollen  annehmen,  daaa  diese  den  nämlichen  Gesetzen  fulge,  wt« 
die  in  dielektrischen  Körpern  geweckte  Polarisation.  Sind  demnach,  wie 
in  der  ersten  Hittheilnng,  £,  «),  i  die  Componenten  dieser  PolarisatioD, 
Bo  setzen  wir  anch  für  einen  Leiter 

3)  •     S^t-r,     ,,  =  .r,     £=«2 
oder  nach  1)  '      _ 

4)  S=ixt(i,     t)  =  uni,,     £=(Kni,. 

Die  Aendemng  dieser  Polarisation  bildet  nun  wieder  einen  (dem 
dielektrischen   analogefl)  Strom  mit  den  Componenten  ö})  ?7<  ?;    oder 

tx~,  tx-T^,   £x-~.     Für  den   Gesammtatrom ,  dessen   Componenten 

dl  di  Ol 

wir  in  der  ersten  Uittbei lang  mit  u,  t>,  w  bezeichneten,  haben  wir  somit 

§  2.  Ea  bleiben,  nun  die  Gleichnngen  28)  and  29)  nnd  ebenso  such 
I)  nnd  II)  der  ersten  Hittheilu;ig  nngeändert  beBtehen.  Beachten  wir, 
dasa  das  Medinm  isotrop  ist,  nnd  setzen  wir  fDr  |,  t),  £  die  Werthe  4), 
so  werden  die  letztgenannten  Gleicfanngen 

j       dwy     3t'^_l  +  4w# 


Bei  der  Ableilang  der  01eichang< 

dl'  ■'    dl  ""  ""' 

dy       dz  \JoxOt  Ol  *J 

dL      dN        rd*^      ^        ^"r      *      ^ 
dz      dx        \Jydi  dt  'J 

—  -—=^[-^-4        ^-4    m^ 
dx      dy  Vdzdt  "'"  dl         "    >J 

Aach   die  Gleichungen  IV)  aud  23)  der  ersten  Mittbeilnng  bleiben 

ingeKndert;  eliminirt  man  aus  ihnen  wieder  %,  so  ergiebt  sich 


Von  H.  A,  LoRHHTz, 


Schliesslich  ist  diesen  Belationen  noch  die  Gleichung  7)  der  erwKhn- 
teti  Mittheilnng  hinznzn fügen.     Benutzt  man   dabei  die  Werthe  5)  und 

setzt  man  zur  Abklirznng  t— '  +  5"*  +  "5"*  = ''i  '<>  ^ir^ 

ex     dy      dz 

§  3.  Um  zauächst  zn  antersnchen ,  wie  sich  in  einem  anbegrenzten 
leitenden  Medium  transversale  elektrische  Schwingungen  mit  ebenen  Wel- 
len anebreiten  kSanen,  gehen  wir  ans  von  den  symbolischen  Ausdrücken* 

6)  w=o,   K]  =  ar'T"-»+",   M=o, 

wobei  vorausgesetzt  ist,  dass  die  Fortpflansnügsrichtung  der  x-,  die 
Sehwingungsricbtung  aber  der  ^-Axe  parallel  Unft.  Da  nnn  P=i(i  ist, 
Tvird  den  Gleichungen  b)  und  e)  genügt,  wenn  man  auch  <p  =  0  nimmt. 
!Ebflnao  werden  die  Formeln  a)  befriedigt  durch 

[.1=0,  [»1=0.  m__jjji^,.r'V""— +", 

welche  Ausdrucke  auch  der  Relation  d)  Qenäge  leisten. 

Bringt  man  schliesslich  diese  Werthe  in  c)  Aber,  so  gebeo  die  erste 
und  dritte  dieser  Gleichungen  0  =  0;  die  zweite  aber  liefert  die  Be- 
dingung 

') 

Ge  ist  also  B  eine  complexe  Grösse.  Setzt  man  dieselbe  ^g-\-ri,  so 
kSqnen  g  nnd  r  ans  den  Constanten  des  Mediums  uod  der  Schwingangs 
daner  bestimmt  werden  und  wir  gelangen  zn  folgender  particnUrer  Lösung 
der  Bewegungsgleichungen : 


hl= 


*-«-jr('  — !«+P> 


Nimmt  man  blos  den  reellen  Theil ,  so  findet  man  für  die  wirkliche 
Bewegung 

v^  =  ae    ^      cos  y  ('  —  ?«  +  p). 

§4.  Es  erhellt  ans  diesem  Ansdmcke,  dass  bei  der  Fortpflanzung 
der  elektrischen  Schwiagnngen  im  leitenden  Medium  die  Amplitude  in 
der  Fortpflanznngsrichtnng  immer  kleiner,   dass  also  das  Liebt  absorbirt 

JMIVERSIT 


■  VergL  die  zweite  Mittheilong,  S  8. 
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wird.  Dies  war  Torhetznselien ,  da,  wie  man  weiss,  in  einem  Leiter  die 
£nerpe  der  elektrischen  Bevegnagen  immer  theilweiee  in  WXnne  aro- 
gesetzt wird- 

Wirklich  sind  alle  metallischen  Letter  sehr  wenig  dnrchsichtig,  and  sind 
die  meisten  Körper,  welche  das  Licht  nngeschwächt  dsrchlaseen,  Isolatoren. 
Eine  Ausnahme  bilden  die  Elekttolyte,  deren  viele  fast  vollkommen  durch- 
sichtig siad,  nnd  welche  jedenfalls  viel  mehr  Lii^t  durchlassen,  als  es 
nach  obigen  Oleicbnngen  der  Fall  sein  müsste.  Aach  für  die  Metalle 
scheint  dies  za  gelten;  wenigstens  hat  Maxwell,  der  zaerst  anf  den 
Znsammenhang  zwischen  LeitangsfXhigkeit  and  Undarchsichtigkeit  anf- 
merksam  machte,  die  Dnrchsichtigkeit  eines  dflnnen  OotdblXttchens  viel 
grösser  gefnnden ,  als  man  es  nach  der  Theorie  erwarten  dürfte.* 

Ohne  Zweifel  liegt  der  Grand  dieser  Abweichnngen  in  der  Uangel- 
haftigkeit  unserer  Anschauungen  Über  das  Wesen  des  elektrischen  Stro- 
mes. Nor  wenn  die  Wissenschaft  in  dieser  Beziehung  viel  weiter  fort- 
geschritten ist,  darf  man  auf  eine  rölUg  befriedigende  Uebereinatimmnng 
der  Theorie  mit  den  Tbatsachen  hoffen.  Indess  iHsst  sich  wenigstens  ein 
Umstand  angeben,  der  vielleicht  als  die  Ursache  der  erwähnten  Ab- 
weichungen zu  betrachten  ist. 

Das  Ohm'sche  Gesetz,  dessen  allgemeine  Giliigkeit  wir  oben  vor- 
ansselzten,  ist  nur  fUr  stationXre  Ströme  mit  voller  Gewissheit  bewiesen. 
Für  veränderliche  Ströme  aber  ist  es  sehr  gut  möglich,  dass  dieses  Gesetz 
einer  Modification  bedarf,  wie  dies  denn  aach  bereits  von  *  We her, 
Kirchfaoff  nnd  Lorberg  angenommen  worden  ist. 

Es  ist  nämlich  nicht  unwahrscheinlich ,  dass  bei  dem  Auftreten  einer 
elektromotorischen  Kraft  der  elektrische  Strom  nicht  nnmittelbar  entsteht 
mit  der  vollen,  durch  das  Ohm'sche  Gesetz  bedingten  Intensität,  son- 
dern eine  gewisse  Zeit  braucht,  nm  bis  zu  dieser  Intensität  anzuschwel- 
len.** Diese  Zeit  mag  sehr  kurz  sein,  so  dass  fUr  unsere  Beobachtnngs- 
mittel  die  Intensität  augenblicklich  ihren  grössten  Werth  zn  erreichen 
scheint;  dennoch  ist  es  möglich,  dass  bei  raschen  periodischen  Aende- 
rnngen  der  elektromotorischen  Kraft,  wie  bei  den  Lichterscbeinnngen, 
der  erwähnte  Zeitraum  nicht  mehr  verschwindet  gegen  die  Zeit,  während 
^velcher  diese  Kraft  in  der  nämlichen  Richtung  wirkt  Dies  wird  zur 
Folge  haben,  dass  die  Stromintensität  in  jedem  Augenblick  kleiner  ist, 
als  sie  nach  dem  Ohm'scben  Gesetze  sein  müsste;  die  Bewegung  wird 
also  etwa  so  vor  sich  geben,  als  wäre  der  Wideretand  für  rasch  oacil- 
lirende   Ströme  grösser   als    flir   stationäre.      Dann   mass   aber,   wie   man 

*  Maxwell,  Electricity  and  Magnttimt,  %%  T98  — 800. 
**  Dieses  Auschwetlen  ist  wohl  za  unt^racbeiden  von  der  beobachteten  Br- 
HcheiauDg,    doM  beim   Scfalieasen  einer   galvamschen  Kette  in  einem  Punkte   des 
Schlieasim gebogen B   die  elettroinotomcbe  Kraft  und   dadurch  der  Strom  eine 
gewisse  i£eit  braucht,  nm  in  voller  Stärke  au&utreten. 


Von  H.  A.  LoBBMTz. 

leicbt  findet,  anch  die  Absorption  geringer  sein,  als  venu  das  Ohm 'sehe 
Gesetz  ftllgemein  giltig  wilie. 

Natürlich  kfinnte  dieser  Gegenstand  nnr  dann  tn  röllig  befriedigen- 
der Webe  behandelt  werden,  wenn  man  mehr  tlbet  das  eigentliche  Wesen 
des  elektrischen  Stromes  wflsste.'  Indessen  hat  man  ans  der  Yorstellnug, 
daas  bei  dieser  Erscbeinang  ein  Stoff  sich  in  Strömung  befinde,  dessen 
Bewegung  dnrch  einen  der  Reibung  ähnlichen  Widerstand  gehemmt  wird, 
Gleichongen  abgeleitet,  welche  anch  die  Abweichnog  vom  Ohm'schea 
Gesetz  wiedergehen.  Es  sind  dann  nSmüch  die  Fonneln  1)  umzngestat- 
tea  in  folgende:* 

8)      ^=...+5^,    r=..,+/-^.   2=»»,+«^', 

WO  g  ein  Coefficient  ist,  der  mit  der  Masse  des  bewegten  Stoffes  zu- 
sammenhängt. Je  kleiner  diese  Hasse  ist,  um  so  kleiner  wird  auch  g, 
um  so  geringer  werden  folglicb  auch  die  erwähnten  Abweichungen. 

Allerdings  muss  bei  den  Elektrolyten  g  einen  merklicben  Werth 
haben,  da  sich  hier  bei  einem  elektrischen  Strome  auch  die  gewSbnliche 
Materie  mit  bewegt.  Es  ist  möglich,  dass  hierdurch  bei  diesen  Körpern 
die  Abweichung  rem  Obnt'schen  Gesetze  so  beträchtlich  wird,  dass  das 
Lieht  fast  nicht  absorbirt  wird. 

§  5.  Viel  genauer,  als  die  Absorption  des  Lichtes  in  den  Metallen, 
bat  man  die  Eigenpchaften  des  von  denselben  reflectirten  Lichtes  mes- 
send verfolgt.  Es  soll  nun  nntersncht  werden  ■  wie  nach  der  elektro- 
magnetischen Lichttheorie  diese  Reflexion  vor  sich  gehen  mnas. 

Daan  branchen  wir  zanächst  die  Formeln  für  eine  schwingende  Be- 
wegung, welche  sieb  in  einer  Richtung  fortpflanzt,  die  in  der^Kt-Ebene 
liegt  und  gegen  die  x-Axa  anter  einem  beliebigen  Winkel  o  geneigt  ist. 
Steht  dann  die  Richtung  der  elektrischen  Schwingungen  senkrecht  zu  der 
genannten  Ebene,  so  findet  man  ans  der  Untersuchung  des  §  3  ftir  den 
BeweguDgsznstand  leicht  folgende  symbolische  Ausdrücke: 

[,,]=.,-«■, 

'V=  -=r  {l~ xRcosu  —zRaina  +  p). 

Liegt  dagegen  die  Schwingnngsrichtung  in  der  x;>Ebene,  so  ist  zu 
setzen 

[t/,]=  — n  sina.e-'l',     [wj  =  a  coso.e-'*, 

*  Vergl.  Weber,  Elektrodynamische  Massbeatimmungen,  Abb.  d-  h.  iftelu. 
GcMiUsch.  d.  .Wissenach.  Bd.  VI,  8.  Ö93-597.  »^.OO^^Ic 
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irol>ei   iff  wieder  die  nSmliclie  Fanction  ist,  wie  in  den  vorhergekenden 
Formeln. 

Die  hier  angegebenen  Wertbe  genflgen  den  Bewegnngegleichnngen 
fttr  jeden  Wertli  des  Winkels  u  und  sogar  auch,  wenn  a,  sm«,  cota 
complexe  Grössen  sind. 

§6.  Es  müssen  weiter  die  BedingaDg«n  gesucht  werden,  welche  an 
der  Grense  von  einem  isotropen  Nichtleiter  und  einem  Metalle  gelten. 
Es  sind  dies  die  Gleichungen  A),  B),  S)  und  24)  der  ersten  Hitthel- 
lung;  nur  sind  diese  noch  etwas  zn  vereinfachen.  £s  möge  dabei  wieder 
angenommen  werden,  dass  die  GrenzflXche  mit  der  yz-Ebene  des  Co- 
ordinalensystems  zusammen  falle;  aosserdem  sei  der  Isolator  das  erste,  der 
Leiter  das  sweite  Medium,  so  dass  die  Accente  hei  denjenigen  Grössen, 
welche  für  beide  mit  denselben  Buchstaben  bezeichnet  sind,  sich  anfdas 
Metall  beEiehen. 

Es  werden  dann  die  Gleichungen  A)  und  B) 

10)  -  =  xi.,,     -  =  *ti>., 

12)  M=M\    H=N'. 

In   der  Formel  8)   der  ersten  Mittheilnng  ist  für  u,  v,  m  zn  setzen 

^^  ^  L£ 

w,  +  s'k  -^.     Es  folgt  mithin 

'  dl      4»8l\8»y       '^81      iitdlKdx)' 

Endlteh  giebt  24) 

H,  «_1|1=<,T-1(|1Y. 

4«  dx  Attxdx/ 

Es   Iftsst  sich  nun  ans  11)  und  14)  %  wegschaffen;    setzen  wir  auch 
hier  (l-|-4n#']:(l  + 4nd)i=l,  was  nur  bei  den  magnetischen  Metallen 
einen  erheblichen  Fehler  verursacht,  so  ergiebt  sich 
15)  L  =  L'. 

Wenn  man  9)  nach  t  differenzlrt ,  hanu  man  aus  dieser  Gleichung 
mittelst  13)  9)  eliminiren;  man  erh&lt  dadurch 

welche  Gleichung  man  statt  9)  nehmen  kann.  CiOOqIc 


Von  H.  A.  LoRKNTZ. 

Für  den  Isolator  ktinnen  wir  nun,  wie  früher,  —  gegen  die  Ein- 
heit vernachliUsigen ;  man  darf  somit  im  ersten  Oüede'von  16)  die  Grösse 
- —  ^  fortlassen.  Ueber  die  Zahl  t  wissen  wir  vorlXnfig  Nichts;  indess 
ist  «8  leicht  zu  zeigen,  dass  im  zweiten  Gliede  der  Gleichung  die  Grösse 

^ ^  so  klein  ist  gegen  Hj,  dass  sie  vernachlässigt  werden  darf.    Denn 

noch  2)  Usst  sich  diese  Grösse  auch  so  schreiben: 

17)  _1__.JL^., 

'  l+4wfo  4»   dt' 

and  wenn  man  nun  berücksichtigt,  dass  hei  den  Lichteraeheinnugen  [Uj] 
durch  eine  Exponentialgrösse,  wie  im  vorhergebenden  Paragraphen,  dar- 
gestellt  wird,  findet  man  aus  den  Werthen  von  k'  und  T  leicht,   dass 

bei  den  Metallen  bereits  t—  -^  sehr  klein   gfgen  u,  ist.     Um  so  mehr 

ist  dies  mit  dem  Ausdrucke  17)  der  Fall,  da  noch  Iq  eine  sehr  grosse 
Zahl  ist. 

Die  Gleichung  16)  gestaltet  sich  demnach  znr  folgenden  um: 

.8,  £|  =  ,^.-3. 

und  die  Bedeutung  hiervon  ist,  dass  auch  an  der  Grenze  keine  As- 
hSnfung  Tou  ElektricitSt  entstehen  kann, 

Es  mnss  dann  weiter,  wie  auch  ans  13)  folgt. 


'»)  l-:-(^:y 


sein. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  mau  auch  hier  den  Greozbediagungeu 
genügen  kann,  wenn  man  blos  Tiansvcrsalschwingnngen  in  die  Rechnung 
aufnimmt.  Da  bei  diesen  überall  9>  =  0  ist,  haben  wir  nur  die  Gleich- 
ungen 10),  12),  15)  und  18)  zu  berücksichtigen. 

$  7.  Ist  zunächst  das  einfallende  Licht  in  der  Einfallsebene  [xz- 
Ebene)  polarisirt,  so  kann  man  es  vorstellen  durch  die  Gleichungen* 


Ebenso  schreiben  wir  für  das  reflectirte  Licht 

47tA 


*  VergL  die  beiden  ersten  Uittheilungen.  Oftoolp 
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und  für  die  Bewegung  im  Uetalle  (§  5) 

V  »=-=■  ('  — arÄ'co««  — aÄ'»öio'+p). 

Eb  kann  nna  den  Orensbedingnngea  genagt  werden,  wenn 
20)  Rsinu  =  Iftinu 

ist,  welch«  Glaichnng  dem  Brechangsgesetse  bei  nichtleitenden  Medien 
entspricht. 

Es  wird  dann  nKmIich  an  der  GrenEfllehe  (x  =  0)  ifo  =  *f'  =  K''  nnd 
man  erhJÜt  ans  der  ersten  der  Gleichungen  10) 

Der  Gleichnag  18),  der  zweitei)  von  10)  und  der  eisten  von  12) 
wird  durch  die  angegebenen  Werthe  genflgt.  Die  zweite  der  Formeln 
12)  liefert  aber  die  Relation 

4«^,,       ,  xÄ*  ,        , 

-ß-^^-"' ""  =  7(1+4^^*"^""' 
welche,  wenn  man  sie  mit  ^{l+4nd)  =  ^(l  +  4n#')  mnlüplicirt,   fol- 
gende Gestalt  annimmt: 

R COta  =  K*a  CO»  a 

I 
oder  nach  20) 

22)  tmacota  =  naamacoia'. 

Schliesslich  ergiebt  sich  ans  15) 

-g-Cl  +  «)««.  =  -^^^-j-j^^«m« 

nnd  dies  führt  nach  einiger  Umformung  wieder  auf  21)  anrUck.     Aus  21) 
und  22)  folgt  aber 

sin  («  —  «') 

and  man  hat  demnach  für  das  refiectirte  Liebt 

§  9.  Ist  Bweitens  das  einfallende  Licht  senkrecht  aur  Einfallsebene 
pnlariairt,  so  kann  man  fär  die  einfallende,  reflectirte  nnd  darchgelassene 
Bewegung  der  Reihe  nach  setzen 


R 


Von  H.  A.  LoRBHTZ. 


(y  =  -.»..  ,-•*.,   [u=    ■»««.  ä-i».,   [*,i  — 

[I]  =-»mi,.«,^'»,      [t]  =-co««.-it-'»,      («]:- ^'^       ne-l", 

WO  tfo,  if),  i>   die  nftmliclie  BedeutDDg  baben,  wie  oben. 

Um  den  Greuzbediugnngen  genttgeu  zu  können,  muBs  man  auch  hier 

die  Relation   20)  nnd  die  daraas  för  a:  =  0  folgende  Gleichheit  von  ifo, 

^f,  ^'  annebmen. 

Ans  der  zweiten  der  Gleichungen  10)  erhftlt  man  dann 

23)  i^Ca^.JcoS.. 

Elynso  auB  der  ersten  von  12) 


oder  nach  einiger  Cmfonnang 

24)  —^—Stntt=xastna. 

Endlich  gieht  die  Gleichung  18),  wenn  man  sie  durch  ie~"f  dividirt, 

(l  +  o)  y-«"i«  =  ««''«  [tx-Y+'J- 
Aus  den  Werthen  von  R  and  R'  folgt  nun  aber 

S^>=i»tJ*{l  +  4b#')  +  i.  —  .  ^(1  +  4n#') 

and  man  kann  demzufolge  ohige  Gleichung  auch  so  schreiban: 

(l  +  a)  !ma  =  asmu' .  -^Kt, 

waa  vennfige  der  Relation  20)  mit  24)  identisch  ist. 

Da  auch  alle  übrigen  Grenzbedingnngen  befriedigt  sind,  haben  wir 
es  nnr  noch  mit  23)  nnd  24)  zn  thnn.     Man  findet  darans 

<»(.-■■•) 

nnd  man  hat  folglich  ßlr  die  totale  dielektrische  Polarisation  im  reflec- 
tirten  Lichte 

§  9.  Die  symbolischen  Ansdrtlcke  A)  und  B)  baben  genau  die  gleiche 
Form  wie  diejenigen,  welche  fttr  das  an  isolirenden  Körpern  refiectirte  Licht 
geltes.     Sobald  man  aber,  um  die  wirkliche  Bewegung  zu  eihatten,  nur 
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den  reellea  Theil  nimmt,  hört  die  Uehereinstimmnug  aaf;  denn  hä  den 
Uetalleu  wird  /^,  mithin  anch  a  complex,  während  diese  Grösse  bei 
Nichtleitern  reell  ist. 

Um  nnn  für  die  Metallreflexion  den  reellen  Theil  von  A)  and  B) 
zu  bestimmen,  lässt  sich  eine  Rechnung  anwenden,  welche  Eisenlohr* 
bei  der  Ableitung  der  von  Cauchy  für  die  Metallreflexion  angegebenen 
Gleichungen  benutzt  bat  Eisenlohr  erhJUt  n&mlich  diese  Gleichnageo, 
indem  er  in  den  Formeln,  welche  t&r  iaoliren de  Körper  gelten,  Tür  den 
Brechaugsexponenten  eine  complcxe  Grösse  #e'*  setzt.  Nnn  ist  aber 
nach  der  Gleichnng  20)  in  der  Tbat  das  Verb ältniss  stn«:«)'»«' eine  con- 
stante,  aber  complexe  Grösse.  Setzen  wir  dieselbe  =ae^*,  so  werden 
die  Constanten  «  and  t  mit  den  von  Eisenlohr  eingeführten  Grössen 
&  und  {  Übereinstimmen. 

Wir  haben  also  -  ,      sinu 

sma  's^ e—" 

and  demzufolge 


/„■„»„ 
1 ^«-»"=»e'«, 


wobei  e  und  m  lücht  aus  «r,  i)  und  t  zu  berechnen  sind. 

Durch  Sabstitution  der  Werthe  von  sina   und  cosa   wird  nun 

1  +  2m  cosi^T  +  e»)  +  «'  '  1  +  2ffl  co»(t  +  »)  +  «»'  cosu  ' 

_  1  — m**  ,  2m'sin(T—m)  ,_öroso 

"  l  +  2m'cos(T-a>)+m'"    '  ~ \  +  2m' cos{z—ii,)  +  m'*'      "*  ~ 

ist. 

Bringt  man  diese  Werthe  in  A)  und  B)  über,  ao  ei^ebt  sich  fttr  den 
reellen  Theil  dieser  Ausdrücke 

^  =  yb^-\- b'*  cos {i>  —  df) ,     fi=yc*+c'*  cos{t(,  —  d,), 
wenn  ^,  ^, 

dp  =  arctg  —  ,     d,=  arctg  — 
gesetzt  wird. 

Eine  leichte  Rechnung  ergiebt  dann  Rir  die  Intensität  des  refiectir- 
ten  Lichtes,  wenn  das  einfallende  Licht  in  oder  senkrecht  zu  der  Ein- 
fallsebene polarisirt  ist, 

25)  Jp  =  b'+b'*  =  lg(f~^„),     /.  =  c'  +  e'»  =  (ff{?-i«), 

26)  cotf=  cos(r+ m)  nw  (2  arccotm) ,     colg  =  cos  (t  —  a)  siit  {2 arctgm') , 
w&hrend  man  zur  Bestimmung  der  Phase  folgende  Gleichungen  hat: 

27)  tgdf  =  «n  (t  +  »)  /ff  (2  arccotm) ,     Igd,  =  sm(t-  w)  ^(2  arclgm). 

•  Pogg.  Ann.  WH,  a  8«8.  (..OD^^lc 
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-VI 


§  10.  Ds  di«  GrÖBsen  df  nnd  d,  verschiedene  Weitbe  haben,  wird 
bei  einer  beliebigen  linearen  Polarisft^on  des  einfallenden  Lichtes  das 
reflectirte  Liebt  elliptisch  polarisirt  sein.  Mittelst  des  Babiiiet'echeD  Gom- 

p«nsaterfl  ist  man  dann  im  Stande,  das  Amplituden verhKltaiss  k-- 

vaA  den  Phasen  unterschied  d,~  dp  zu  bestimmen.  Da  man  vcrzugsweise 
diese  GtSss'en  gemessen  bat,  wollen  vir  noch  die  theoretischen  Werthe 
denelben  angeben.     Setzt  man  ib+b'i):{e+c'i)  =  g  +  g'i,  so  findet  man 

Idcht  lt=y'q'  +  q''  und  lg{d,—  dp)!=~.     Andererseits  Tolgt  aus  den  ur- 

spiünglicben  Werthen  von  b  +  b'i  and  c+c'i 

q  +  g'i  =  - 


<s{u+«) 


eoa  («  —  o ) 

nnd  zur  Bestimmung  von  q  und  9' hat  man  hierin  die  Werthe  von  sina 
und  cosa'  ku  subatitniTen.  Nach  einiger  Becbnnng  findet  man  dann 
schliesslich,  wenn  k^lgh  gesetzt  wird, 

28)  co»2A  =  co#{T  +  i<.)jt«  J2«rc^(-^!^M, 

161»«  > 


29) 


*,-dp)=Kn(i  +  o,)  ^2 


'"'''{■i^)[ 


Dies  sind  aber  die  Formeln,  welche  Canchy  für  die  Metallrefiexion  an- 
gegeben hat  und  deren  Bichtigkeit  Jamin  and  Quincke  geprfift  haben. 
Es  hat  sich  dabei  berauBgestellt ,  dass  diese  Gleichungen  in  genügender 
Weise  mit  den  Versnchen  übereinstimmen,  wenn  man  nur  den  Constan- 
ten  a  und  1  passende  Werthe  beilegt  Diese  Werthe  wollen  wir  nun 
ünei  näheren  Betrachtung  unterziehen. 

FOr  ünen  bestimmten  Einfallswinkel  A  (Haupteinfallswinkel) 
wird  der  Phasenanterschied  d,~df^\jt  (eine  viertel  Wellenlinge)  and 
man  bat  den  Wertb  B,  den  h  oder  arctgk  fUr  diesen  Fall  annimmt,  das 
Hauptaeimtith  genannt.  Aus  den  Grössen  A  und  H  lassen  sich  nun, 
wie  B.  B.  Eisenlobr  (a.  a.  0.)  zeigt,  0  und  t  (bei  ihm  #  und  i)  be- 
rechnen. So  gelten  z.  B.  fUr  die  Reflexion  anf  Silber  in  Luft  folgende 
Werthe,  welche  ans  den  Messungen  von  Jamin  abgeleitet  sind: 


Linie  des 

.-^  .^^  _ 

= =.  _- — 

^ — .-^ 

L...„^  — 

A    .     1 

720  30' 

71  »30' 

69'>84' 

MMS- 

H         1 

40     9 

40  le 

39  46 

99  M 

T 

79    15 

79  29 

77   64 

77  16 

fos#         j 

0,i696 

0,4!83 

0,3708 

"■""Ca 
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$11.     Um  nnn  diese  ResnlUte  mit  unserer  Theorie  sa  Tergleiehen, 
bemerken  wir,  dass  eiaerseits  nacli  20)  ~^^o*e"*,  andeieiseits 


30) 
1.    Es 

muu 

•lio 

W 

=  7  + 

T    1 

<r>to<2. 

-  und 

•ün2. 

sein.  Ans  der  ersten  dieser  Oleichnngen  erhellt  nnn  »her,  dasa  die  hier 
entwickelte  Theorie  in  ihrer  jetzigen  Gestalt  nicht  mit  den  Beobachtungen 
im  Einklänge  steht.  Da  nXmIich  die  Annahme  eines  negativen  Werthe« 
von  f'  als  gans  nnznlXssig  erscheint,  mtlsste  nach  der  Theorie  jedenfalls 
n>t2r  positiv  sein.  Nnn  ist  aber  oft,  wie  z.  B.  in  dei  angeffihrten  Ta- 
belle, i>4&°,  mithin  coi2i  negativ. 

Es  ist  nun  beacbtenswerth ,  daas  auch  hier,  wie  bei  der  Untersnch- 
nng  des  §  4,  die  Ueherein Stimmung  zwischen  Theorie  und  Erfahrung 
herbeigeführt  werden  kann ,  wenn  man  die  damals  erörterte  Abweichung 
vom  Obm'schen  Gesetze  in  Betracht  zieht. 

Es  behalten  dann  alle  Gleiohungen,  welche  im  Anfange  der  ersten 
Uitlheiinng  entwickelt  wurden,  ihre  Giltigkeit  und  man  hat  nur  in  der 
gegenwärtigen  Uittheilnng  an  die  Stelle  von  1)  die  Gleichungen  8)  zd 
setzen.  Da  nnn  auch  diese  linear  sind,  ist  dann  noch  immer,  wie  früher, 
die  Anwendung  symbolischer  Ausdrucke  gerechtfertigt.  Bei  schwingen- 
den Bewegungen  haben  wir  nun  Itlr  die  Stromcomponenten  Gleichungen 
von  der  Form 

[«,]  =  ««      ^  ,     [pj^fte      ^  .     [wj^c«      *■ 

wo  t>  von  (  nnabhlngig  ist.    Es  folgt  dann  ans  8) 

[^]=(,-,i,^»)m,    i'-(.-.j^)[.,1,   z=(.-ijY)(.,l, 

und  diese  Formeln  unterscheiden  sich  von  den  fVflher  angewandten  nur 

dadurch,  dats  an  die  Stelle  von  x  die  Grösse  x  —  ig  —  getreten  ist.    Wir 

haben  demnach  in  unseren  Formeln  nur  diese  Verwechselung  vonu- 
nebuen,  nm  symbolische  Ausdrucke  zu  erbalten,  welche  den  modificirten 
Bewegungsgleichnngen  gentigen.  Gleiches  gilt  dann  auch  von  den  reellen 
Theilen  dieser  Ansdrttcke. 

In  den  Untersuchungen  der  vorhergehenden  Paragraphen  itndert  üch 

Statt  30)  ist  nämlich  zu  setzen 


'2n 


rniiiodbCiOCIglc 


Von  H.  A.  LoRKHTS. 

Ä>~  t  "*""2«««'l-i»" 
Soll  oan  dies  =  v*«"*  sein,  so  mnas  man  hab«n 

31)  ,.„.2.  =  i-J-,j^„     ..^2.  =  ^ 

and  es  kann  nnn  wirklich  coiZt  negativ  werden. 
Für    die  Reflexion    m   Luft   haben    wir   c=to- 

—  =  j'  nnd  beachten  wir  die  Gleichung  2),  fflr  welche,  da  tg  sehr  grose 

ist,  gesetzt  werden  darf  ^h^T~  ^  ^°  werden  die  Gleichungen  31  j 

9  ji        -  2  T       1 

32)  a»c<.i2t  =  Ä'-^.r-r-,,     i)»*i>i2«  =  -,  .T-f-^. 

■     X      ]+s*  X      1  +  »* 

Hierliei  ist  noch  zu  bemerken,  das«  in  dem  elektrostatischen  Masssystem 
x   in  gleicher  Weise  tod  der  Wahl  der  Einheiten  abh&ngig  ist,  wie  eine 

2T 

Zeit,  so  dasB  —r  eine  reine  VerhSltnisszahl  ist,  welche  von  dieser  Wahl 

völlig  nnabhSngig  ist. 

Für  Silber  kann  man  ohne  grossen  Fehler  annehmen 

and  ans  den  im  vorhergehenden  Paragraphen  fUr  «  nnd  t  angefahrten 
WertheB  lassen  sich  dann  mittelst  der  Qleichungen  32)  s  und  K  berech- 
nen. Legt  man  dabei  die  Angaben  ftlr  die  Linie  O  des  Spectmms  zu 
Grunde,  so  findet  man  nahezu  «=2S,  K=G7.  In  gleicher  Weise  ergiebt 
sich  aus  den  für  die  Linie  H  gegebenen  Zahlen  f  =  29,  A'^42. 

Diese  Rechnungen  stimmen  insofern  flberein ,  dass  sie  beide  zn  einer 
sehr  grossen  FoUrisationsftbigkeit  der  Silbermolecflle  nnd  ausseKdem  fflr 
rasch  oscillirende  StrSme,  wie  die  Lichtschwingungen,  zn  erheblichen 
Abweichungen  vom  Ohm'schen  Gesetze  führen. 

So  befremdend  dieses  Resultat  auf  den  ersten  Anblick  erscheinen 
mag,  glanbe  ich  doch  nicht,  dass  es  mit  ii^end  einer  bekannten  That- 
Sache  in  Widerspincb  tritt.  Denn  einerseits  wird  man  bei  den  Tersucheu 
über  stationäre  Ströme,  welche  man  am  genai^esten  ausgeführt  hat,  nicht 
leicht  Etwas  von  der  Poluisation  der  Metall tbei leben  bemerken.  Was 
andererseits  die  Abweichung  vom  Ohm'schen  Gesetze  betrifft,  ist  es 
leicht  aus  den  oben  für  s  erhaltenen  Werthen  abzuleiten,  dass  bei  ver- 
Knderlichen  Strömen,  welche  langsam  genug  verlaufen,  am  als  solche 
beobachtet  weiden  zu  können,  diese  Abweichung  geradezu  unmerklich 
sein  moss. 

Dass  dennoch  die  fUr  t  und  K  angegebenen  Werthe  keinen  Anspruch 
aaf  Genauigkeit  haben   können,  geht  aus  der  Vergleichung  der  ftlr  die 
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beiden  Spectrallinien  gefnndenen  Werthe  lierror.  Denn  erstens  mUseten 
nach  der  Theorie  die  beiden  Werthe  von  M  einander  gleich  sein;  zwei- 
tens mflssten  die  für  s  gefundenen  Zahlen  sich  umgekehrt  verhalten  wie 
die  Schwingnngadaner,  und  diese  Proportion  ergiebt,  wenn  man  fQr  die 
/>-Linie  £^25  setEt,  flir  die  f-Linie  £  =  38,  wShrend  wir  oben  für 
letztere  (  =  29  erhielten. 

Ee  kann  abo  die  Theorie  gewisa  nicht  alc  endgiltig  festgesetzt  be- 
trachtet werden.  Wir  haben  denn  anch  die  Äbweichang  vom  Ohm'sehen 
Gesetze  nnr  beeprochen,  da  ans  ihr  möglicherweise  die  Abweiehnngen, 
welche  wir  zwischen  der  Theorie  nod  der  Erfahrnsg  finden ,  entspringen 
können.  Sehr  gut  ist  es  möglich,  dass  man  bei  weiterer  Cntennchnng 
andere  Ursachen  ffir  dieselben  kennen  lernen  wird.  Jedenfalb  wird  aber 
gerade  die  weitere  Erforschang  der  optischen  Eigenschaften  der  Metalle 
von  Wichtigkeit  sein  für  cTaa  bessere  VerstSnduiss  der  elektrischen  Er- 
scheinangen. 


^dby  Google 


X. 

Znr  gyntheÜBchen  Behaudlnng  der  ebenen  Cnrven 
vierter  Ordnung. 

Von 
MiLINOWBKI , 

Oberlthnr  »m  Oyinsulum  ira  Waiaienbus  In  Eluai. 


(f  OTUetnns  and  Bohlu»  Ton  L) 

20.  Der  Ort  der  Scbnittpnnkte  homologer  Elemente  eines 
Strablenbflscbels   M(gg^...)   nnd    eines   projectivisclien 
BDecliels  von  Corven   dritter  Ordnmig  {A^...A^\ifi%^...\ 
ist  eine  Corre  vierter  Ordnang  K^,  welche   dnrch   alle 
Grandpankte  geht. 
Wir  schneiden  das  Bflschel  (iH)  dnrch  eine  Gerade  I,   so  entsteht 
auf  ihr  «ne  Pnnktreihe  P...,  die  znm  Bflschel  {A^   ..A^  in  projectivi- 
scher  Beziehung  steht,   nnd   suchen   eu  bestimmen,  wie  oft  eine  Carve 
dieses  Bttschels  dnrch  den  ihr  entsprechenden  Pnnkt  auf  (  geht.  —  Die 
geraden  Polaren    der    Punkte  P...    bezflglich    ihrer  homologen  Cnrven 
K^. .'.  werden  von  einer  Cnrve  dritter  Classe  vierter  Ordnung  C^.-.  ein- 
gehüllt,  die  also  eine  Doppeltangente  hat.     Denn  ist  X  ein  ganz  belie- 
biger Punkt,  so  bilden  seine  conischen  Polaren  £'. ..  bezüglich  x*. ..  ein 
xnm  letzteren  BUschel  und   daher  anch  zur  Reihe  P...   oder,   wenn   Q 
ein   beliebiger  Pnnkt  ist,    zum  Büschel   Q{P.,.')   projectivischea  Eeget- 
schnittbflschel  mit  den  Orundpnnkten  X^XfX^X^.    Die  Bflschel  {Q)  und 
(Xy...X^  erzengen   eine  Cnrve  X^  dritter  Ordnung,  welche  /  in   drei 
Punkten  schneidet.     Dies  sind  die  einzigen  Pnnkte  von  t,  deren  gerade 
Polaren   bezflglich   ihrer    homologen  Cnrven   aus  dem  Bflschel  {A^.,.Ag) 
durch  X  gehen  nnd  es  werden  also  alle  diese  geraden  Polaren  von  einer 
Curve  dritter  Classe  umhüllt. 

Dnrch  X  legen  wir  eine  Gerade  x  nnd  nehmen  auf  ihr  die  Punkte 
r,   Z,    ....     Sind   dann   {Y^...  Y^)\if...\,  {Z^   ..Z^)\^..  (   die  BUsehel 
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conischer  Polaren  dieser  Pankte  in  Bezug  auf  (.^i...  .4g)jx'...  t,  so  erzen- 
gen  sie  mit  dem  BfUcbel  (P)  Gurren  dritter  Ordnung  F\  Z",  .,.,  von 
denen  sich  leigen  läast,  dass  sie  ein  Büschel  bilden,  dem  auch  X^  an- 
gehört. Da  die  Büschel  {S'..).  {«j'-O.  (£•■•■).  ■•-  mit  dem  Büschel  (0 
in  ptojectivischer  Besiehnng  sich  befinden,  so  sind  sie  selbst  nnter  ein- 
ander projectiviscfa  nnd  es  erzengen  (|^...)  nnd  (t)*...)  eine  Cnrre  0* 
vierter  Ordonog  dnrch  die  acht  Funkte  ^,...-y,  V,:..7^,  Diese  wird 
ron  X*  in  X^  ...  S^  geschnitten.  Ihre  Übrigen  Schnittpunkte  mit  C* 
mfissen  auch  anf  Y^  liegen;  denn  ist  S  irgend  einet  dieser  anderen 
Schnittpankte ,  so  treffen  sich  in  ihm  die  homologen  Elemente  £,*  nnd 
QP,,  aber  aneh  QP,  und  q,'.  Da  aber  die  Carren  X*  nnd  V^  sich  ausser 
in  Q  Doch  in  acht  Funkten  S^...S^  auf  C*  schneiden,  so  mfissen  durch 
diese  neun  Funkte  QS^...S^  auch  die  Gnrven  Z^...  hindurchgehen,  weil 
Z*  auch  durch  die  Bflschel  (|*...)  und  (g»...)  oder  (ij»...)  und  {£•...) 
erzengt  werden  kauD.  Von  den  Cntven  des  Büschels  (JT^F*. , .)  berühren 
vier  die  Gerade  l,  also  gieht  es  auf  x  vier  Punkte,  durch  die  sich  nur 
zwei  Tangeoten  au  C,  aiehen  lassen,  die  daher  auf  C^  liegen.  Mithin 
ist  Cg  Ton  der  vierten  Ordnung  nnd  hat  eine  Doppeltangente,  die  wir 
t  nennen  wollen.  Die  Pnnktreihe  R...,  in  welcher  diese  von  den  Tan- 
genten von  <7,,  d.  i.  von  den  geraden  Polaren  der  Pnnkte  P...  bezüg- 
lich ihrer  homologen  Curven  x*...  geschnitten  wird,  ist  diesen  Tangen- 
ten und  daher  auch  der  Reihe  P. . .  projectivisch.  Demnach  werden  die 
Geraden  PR^...  von  einem  Kegelschnitte  [f,I]  eingehüllt,  der  mit  T, 
ausser  t  noch  vier  gemeinschaftliche  Tangenten  haL  Sie  seien  ^  ■  -  ■  't 
und  treffen  l  in  ihren  homologen  Paukten  P^..\P^.  Wenn  aber  die 
gerade  Polare  eines  Punktes  durch  ihn  biudurcbgeht,  so  muss  er  auf  der 
Curve  liegen ;  daher  liegen  P^...P^  auf  ihren  homologen  Gurren  Kj*.  . .  a^*. 
Anf  einer  beliebigen  Geraden  giebt  es  daher  vier  Punkte,  in  denen  sich 
homologe  Elemente  von  (x'.--)  und  (#)  treffen,  also  erzeugen  diese  Bü- 
schel eine  Gurve  vierter  Ordnung.  —  Dass  dieselbe  durch  die  Grund- 
punkte  geht,  folgt  auf  bekannte  Art. 

Anderer  Beweis.  Dnrch  drei  feste  Punkte  £,£,£,  und  die 
SehniHpQDkte  9(9l'9l",  %%\^'\,  ...  von  x*,  x,',  ...  mit  einer  Geradeji  l 
lege  man  Curven  dritter  Ordnung  jJ*,  jS,',  .  . ,  welche  M  zum  gemein- 
samen Doppelpunkt  haben.  Dieselben  bilden  ein  Büschel,  dessen  Gmnd- 
punkte  ausser  MB^B^B^  noch  B^B^  sein  mSgen.  Aus  M  und  B^  werden 
ß*,  ß*,  ...  durch  ein -zweigliedrige,  /  wird  durch  zwei  projectirische 
Strahl enbUschel  in  perspectivischer  Lage  projicirt.  Dreht  man  alle  Bü 
scbel  nm  Jf  nnd  J9,  so,  dass  M B^  nnd  B^B^  in  eine  Gerade  fallen,  so 
gehen  alle  Curven  ^,ß*,  ...  in  Kegelschnitte  ß*,  ß',  ..■  eines  Büschels 
mit  vier  Grundpunkten  ^IQgiB^iBg  über;  aus  l  wird  ein  Kegelschnitt  l', 
der  durchs  geht;  die  Strahlen  ggi-.  bilden  ein  neues  Strahlenbüschel 
um  .V  in  anderer  Lage,     Di«  Strahlen  desselben  schneiden  die  homologon 
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KegeUehnitte  des  BOachels  ß'ß^*...  in  dea  Punkten  einer  Cnrre  drittnr 
Ordnang,  die  M  2nm  Doppelpankte  bat  und  von  l*  ansser  in  M  noch 
in  vier  Pankten  geschnitten  wird,  deren  verwandte  Punkte  (vor  der 
Drehung)  diejenigen  sind,  in  denen  /  von  dem  Ersengniss  der  Bitscbel 
•^(.9Si-)  °°'l  x'x,^...  geschnitten  wird.  Also  ist  dieses  Erzengniss  eine 
Cnrre  viertel  Ordnung. 

Ein    dritter   Beweis   ergiebt   sich  unmittelbar  ans  14,    wenn  das 
eine  Bfltchel   dritter  Ordnung  in  ein  Btlschel  erster  Ordnung  und  einen 
Kegelschnitt  zerHlllt. 
&I.  Wenn  drei  der  Grundpnnkte  eines  Büschels  von  Cnrven 
dritter  Ordnung   x'«,'...,    etwa    AiA^A^,    auf   einer    Ge- 
raden g  liegen   und  man  legt  darch  die  sechs  Übrigen 
eine  beliebige  Curve  f  dritter  Ordnung,   so  wird  sie 
von  den  Cnrven   des  BflscheU  in  je  drei  Punkten  einer 
Geraden  geschnitten.     Alle  diese  Geraden  treffen  sich 
in  einem  Punkte,  der  auf  g  liegt. 

Die  übrigen  sechs  Punkte  J^ ...  Jg  liegen  auf  einem  K^elschnitte 
S*,  der  mit  g  zusammen  auch  eine  Curve  (^,  g)  des  Büschels  bildet. 
Wenn  wir  die  Geraden,  auf  denen  A*^  von  den  Curven  des  Büschels 
("'-■-)  geschnitten  wird,  mit  ss^s^---  bezeichnen,  so  gehört  g  anch  zu 
den  Geraden  s....  Entweder  trifft  jede  der  Geraden  s...  die  Gerade  g 
in  einem  besondern  Punkte  oder  ea  kann  einmal  oder  Öfter  sich  ereignen, 
dass  zwei  oder  mehrere  Gerade  «...  sich  in  demselben  Punkte  von  g 
treffen.  Gingen  etwa  s  und  «^  durch  den  Punkt./'  von  g  und  ordneten 
wir  den  drei  Geraden  gss,  die  Cnrven  (ft*, jj')«*«,*  zu,  so  ist  dadurch 
■wischen  den  Strahlen  des  Büschels  (P)  und  den  Curven  (k^-..)  eine 
pmjectivische  Beziehung  hergestellt;  die  homologen  Elemente  beider 
Büschel  schneiden  sich  auf  einer  Curve  vierter  Ordnung,  die  ans  der 
Geraden  g  und  einer  Curve  dritter  Ordnung  besteht,  welche  durch 
J^...J^f  und  die  sechs  Funkte  geht,  in  denen  s  und  f,  von  x'  und  x,' 
geschnitten  wird,  die  also  mit  ü'  zwölf  gemeinschaftliche  Punkte  hat 
und  daher  mit  dieser  Cnive  zusammenfältt.  Es  mtlssten  sich  also  in 
diesem  Falle  sXmmtliche  Geraden  1...  in  P  treffen.  —  Wenn  sich  aber 
nie  zwei  Gerade  s...  auf  g  schneiden,  so  mnss  durch  jeden  Punkt  von 
g  eine  solcbe  gehen;  da  aber  dnich  die  Punkte  A^A^A^  keine  Gerade  1 
gehen  kann,  so  müssen  sich  alle  in  einem  Punkte  von  g  schnüden. 

Anderer  Beweis.  Wir  betrachten  A^...A^  als  Gmndpnnkte  eines 
Kegelach nittbüsch eis ,  dann  lassen  sich  alle  Curven  x'...  durch  das  Kegel- 
Bchuittbüschel  (A^...A^  nud  projectivische  Strahlen  husch  el  {,B),{B^,  ... 
erseugen,  deren  Scheitel  sämmtlich  auf  der  Geraden  Ä^A^  liegen.  Die 
simmtlichen  Büschel  (f),  (^i),  ...  sind  in  projectivischer  Beziehung  und 
in  perspectiv! scher  Lage,  weil  diejenigen  ihrer  Strahlen,  welche  t>ich  in 
A^A^A^  schneiden,  einander  entsprechen.  Durch  die  seclis  Punkte  A^.  .Ag 
z*ltMbiift  f.  MfttttiBktIk  n.  Pbjtfk,  ZXHI,  4,  IB 
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legen  wii  eine  Carre  dritter  Ordnung  K\  die  wir  ans  anch  dnrch  rin 
Strahlenbflschel  nnd  ein  projectivischee  Kegelachnittbfischel  erzengt  den- 
ken wollen.  Dieselbe  können  wir  dann  auch  erzengen  dnrcb  dfts  Kegel- 
schnittbflschel  {Jg...J^  nnd  ein  piojectiviscbes  StnhlenbtUchel  (f), 
deaaen  Scheitel  ff  aucb  auf  -^^-^s  liegen  mnas.  Dieses  Strahlen bflschel  ist 
auch  in  perspectiviscber  Lage  mit  allen  BSscheln  {Bj,  (B^),  ...  nnd  er- 
zengt mit  ihnen  die  Geraden  1 5, . . . ,  anf  denen  in  je  drei  Pnnkten  i^' 
von  ifx^...  geachnitten  wird-  £b  möge  nnn  g  von  s  in  C  gescbuitten 
werden,  ao  eind  BQ  nnd  kG  homologe  Strahlen  der  BUacbel  (fi)  und 
(AT).  Da  aber  such  BG,  B^G,  ...  bomologe  Strahlen  der  BfUchel  {B)^ 
(B^y  ...  aind,  so  sind  auch  B^G,  ...  nnd  KG  homologe  Strahlen  nnd 
daher  achneiden  sich  s$|...-in  G. 

22.  Haben  zwei  projectiviache  Bttsehel  von  Gnrven  dritter 
Ordnnng  sechs  Grandpnnkte,  die  anf  einem  Kegel- 
schnitte 11*  liegen,  gemeinsam,  nnd  entaprechen  dabei 
die  Cnrven  einander,  von  denen  &*  ein  Beatandtbeil  isl,, 
so  liegen  die  Schnittpunkte  homologer  Cnrven  auf  einet 
Cnrve  vierter  Ordnnng. 

Es  seien  A  BCDEF  die  sechs  gemeinschaftlichen  Gmndpnnkte  der 
projecti vischen  Bfiacbel  ((7'C,'...)  und  {K^K^..)  nnd  liegen  auf  einem 
Kegelaebnitte  £^  dann  liegen  die  übrigen  drei  Grundpunkte  CCC"  and 
KK'K"  je  anf  einer  Geraden  c  und  k.  Jede  der  Cnrven  des  ersten  Bfl- 
echels  wird  von  allen  Cnrven  des  zweiten  Büschels  in  solchen  Geraden 
geschnitten,  dasa  sie  sämmtlich  sich  in  Punkten  9t^, ...  von  A  schneiden, 
nnd  jede  der  Cnrven  des  zweiten  BUBcbela  wird  von  allen  des  ersten  in 
solchen  Geraden  geschnitten,  die  sich  stlmmtlich  in  Pnnkten  9$,  ... 
von  c  treffen.  Die  Geraden  ^!8,  91,iBi,  ...  sind  also  die  Schnittlinien 
von  i"»  und  C*,  Ä",'  und  C^,  ...;  die  Punkte  "&%  sind  prnjectivisch 
anf  SS,...  bezogen  und  liegen  pers'pectiviacb ,  daher  schneiden  dch 
diese  Geraden  in  einem  Punkte  P.  Wir  können  jeder  dieser  Geraden 
die  Cnrven  zuordnen,  die  sich  anf  ihr  schneiden,  und  erbalten  dadurch 
zwischen  den  Strahlen  von  (f )  und  den  Curren  eines  jeden  der  Bflsobel 
{C^...)  und  (A'^-)  projectiviache  Beziehungen.  Da  aber  das  Strahlen büschel 
{P)  mit  jedem  der  projectiviscben  Cnrvenbttschel  dieselbe  Cnrve  vierter 
Ordnnng  erzeugt,  so  erzengen  auch  die  projecti  vi  sehen  Cnrvenbliaobel  die- 
selbe Cnive  vierter  Ordnnng,  eigentlich  eine  Curve  sechster  Ordnnng,  die 
aber  ans  dieser  Curve  vierter  Ordnnng  and  dem  Kegelschnitt  ft*  besteht. 

23.  Wenn  eine  Cnrve  K*  der  Ort  der  Schnittpankte  homo- 
loger Elemente  eines  BUscbels  erster  Ordnnng  ^(ffoffifft...) 
und  eines  projectivischen  Büschels  dritter  Ordnnng 
(.*,...  .*g)txo'W"!  '8*.  '■oö  dessen  Grundpunkten  sechs 
anf  einem  Kegelschnitte  S'  liegen,  so  treffen  alle  Cnr- 
ven   dritter  Ordnung,   welche  dnrch  diese  secbe  Punkte 
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und  darcb  je  drei  Schnittpunkte  homologer  Elemente 
gelegt  sind,  die  Curve  K*  noch  in  je  drei  Pnnkte.n  einer 
Geraden.  Alle  diese  Geraden  schneiden  sich  in  einem 
festen  Punkte  S  von  AT*. 
Diejenigen  sechs  Grandpnnkte,  welche  auf  einem  Kegelschnitte  Sf 
liegen,  seien  A^.-.Ag  und  die  Schnittpunkte  homologer  Elemente  seien 
flot-o^O'   ^1^1^11    öjCjßg,  ....     Man  lege  durch  die  Punkte 

A,...AgBgC^Df,B^  und  A^...  J^B^C^DiB, 
die  Curven 

die  sich  noch  in  CD  schneiden  mögen.  Von  den  Curren  des  Büschels 
(^,  ...A^B^ CD)  geht  eine ,  X^,  durch  C^  und  daher  auch  dnrch  D^ .  Zwi- 
schen den  Büscheln  (^),  (^(  ■■''9)  ^^^KAy...A^B^CD)  ist  projectivische 
Beziehung  hergestellt,  wenn  ffoffiffai  "0**1'"»'  ""^  WV  einander  zu- 
geordnet «erden.  —  Alle  Curven  des  ersten  BUschels  werden  von  l^  in 
je  drei  Punhten  einer  Geraden  geschnitten  und  alle  diese  Geraden  tref- 
fen sich  in  einem  Paukte  £„  der  Geraden  AjA^A^;  wenn  i^'  das  zweite 
Bfi«chel  durchläuft,  so*  durchläuft  Eq  eine  au  ihm  projectivische  Punkt- 
reihe  auf  AjAg.  Die  Gurren  des  zweiten  Büschels  werden  von  Xg^,  jede 
in  drei  Pnnkten  einer  Geradon  geschnitten  und  alle  diese  Geraden  tref- 
fen sich  in  einem  Funkte  Fg  von  Cß.  Wenn  x^^  das  erste  Büschel  durch- 
läuft, so  durchlauft  F^  auf  CD  eine  jenem  projectivische  Punktreihe  und 
daher  ist 

(E....)Ä«.-.). 
Die  Geraden  £'0^01  '■'  müesen  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  da  der 
Schnittpunkt  von  AjA^  und  CD  sich  selbst  entspricht  und  da  sich  je 
zwei  homologe  Curven  der  Büschel  {ttg'...)  und  (lo^.-)  in  je  drei  Punk- 
ten dieser  Geraden  schneiden,  so  ist  ihr  Schnittpunkt  der  Punkt  lU, 
Legt  man  also  durch  Aj  ...  A^,  ferner  dnrch  B^C^D^,  B^C^D^,  ... 
und  einen  festen  Punkt  B  von  S*  Curven  dritter  Ordnung, 
Sil  schneiden  sie  sich  noch  in  zwei  Punkten  EF  von  jf*, 
welche  mit  dem  festen  Punkte  in  einer  Geraden  b  liegen. 

Die  Gerade  6  schneide  £*  noch  in  S.    Wir  beziehen   die  Büschel 
dritter  Ordnung 

(^i...^gfioC;,/)(,)  und  {A,    ..JgB,CiD,) 
projectivisch  dadurch  anf  einander,   dass  wir  je  zwei  Curven  einander 
zuordnen,  die  sich  noch  in  einem  nnd  daher  noch  in  zwei  anderea  Punk- 
ten von  ^*  schneiden.     Je  drei  solcher  Punkte  liegen  nach  dem  Obigen 
auf  einer  Geraden  nnd  alle  diese  Geraden  müssen  sich  in  einem  Punkte 
TOD  IC*,  also  in  S,  schneiden. 
24.  Wenn    die  homologen  Elemente   zweier  projecti viscfaen 
Büschel   von   Curven   dritter  Ordnung  sich  in  je  sechs 
•Punkten  eines  Kegelschnitts  schneiden,    so  liegen  ihre 
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äbrigen  Schnittpunkt«  anf  geraden  Linien,  die  sich  in 
einem  Fnnkte  treffen. 
Die  projectiTischen  CurvenbUschel  eeien  (A^J^...Jg)\<^a^^...\  und 
(5,  ffj . . .  ßg)  )ß'ßi'- .  ■  I  i  je  z*ei  homologe  Cnrveii  Ecbneiden  sich  in  sechs 
Punkten  CDEFGH,  C^D^E^F^G^H^,  ...  anf  einem  Kegelschnitt  Ä«  und 
ausserdem  in  je  drei  Punkten  JKL,  J^K^L^,  ...,  die  auf  geraden  Linien 
g,  gi,  ...  liegen.  Eh  lässt  eich  zeigen,  dass  alle  diese  Geraden  eich  in 
einem  Funkte  schneiden.  Zunächst  weisen  wir  nach,  dass  keine  zwei 
Ton  ihnen  si^h  in  einem  Punkte  von  S}  schneiden  können;  denn  thäten 
dies  irgend  zwei  von  ihnen,  etwa  g^  und  g^,  und  läge  ihr  Schnittpunkt 
0  anf  S^,  so  bildeten  sowohl  a^a,  und  ^°„,  als  a^n  and  ß\  neue  Cnrven- 
büschel,  zu  denen  (fi^#ln)  und  (S^0a)  gehörten.  Die  geraden  Polaren 
von  0  beellglich  der  Curven  der  Büschel  (u'...)  und  (^..-)  schneiden 
sich  in  zwei  Punkten  A  und  B  nnd  da  0  ein  Doppelpunkt  einer  Carre 
sowohl  im  Btischel  (a^m^^m)  als  (a^„^'n)  ist,  so  mnss  seine  gerade  Polare 
fllr  alle  Gurren  beider  Büschel  mit  JB  zusammenfallen  und  0  müsste 
anch  ein  Doppelpunkt  einer  Curve  sowohl  des  Büschels  (»^  -  0  als  (^^..-) 
sein,  was  nicht  voransgesetzt  ist.  Daher  kSnnen*sich  in  keinem  Punkte 
von  Si^  zwei  der  Geraden  ggf.  schneiden  und  sie  mitssen  £' in  Pnnkt- 
paareu  MN,  MiN^,  ...  schneiden,  welche  in  projectivi scher  Beziehung 
zu  den  Curven  o^a,^. ..  und  jS'jSj^...  stehen.  Denn  erstlich  entspricht 
jedem  Paare  homologer  Curven  (<^ß^)  ein  Punktpaar  M N  und  umgekehrt. 
Ja,  es  entspricht  sogar  jedem  Funkte  dieses  Paares  dasselbe  Curveapaar 
(a^^),  weil  es  z.  B.  durch  M  nur  eine  einzige  Gerade  geben  kann,  auf 
der  sich  homologe  Curven  schneiden.     Da  also 

(.■«.■.■.)Ä(««,-.-)Ä('",  .■) 

ist,  so  mnss  anch 

{«  flf , , . .  iV  ff, . . . )  Ä  (  JV  A', . . .  W  jl/^ . . . ) 

sein  nnd  es  haben  diese  Pnnktreiben  involutorische  Lage,  woraus  weiter 
folgt,    dass   alle  Geraden  gg,...  sich  in  einem  Fnnkte  P  schneiden;    da 

(a«V..)Aff'ft'.-)Ä''(«Si---) 
ist,  so   liegen   die  Schnittpunkte  homologer  Elemente  auf  einer  Cnrve 
vierter  Ordnung  i'*,  welche  durch  //,..,  ^gÄ, .,,  B^P  gebt. 
25.  Eine    Cnrve   *"*   vierter   Ordnung,    weiche    der  Ort    der 
Schnittpunkte     homologer     Elemente     zweier     Büschel 
erster    nnd    dritter    Ordnung    ist,'   kann    anf   unzählige 
Arten  durch  zwei  solche  Büschel  erzeugt  werden. 
Es  sei  fi*  der  Ort  der  Schnittpunkte  homologer  Elemente  der  Bü- 
schel S{SgS^s^...)  und  (v^[    . . -Jg)  |xq'k,'i1j',  .,  |.     Die  homologen  Elemente 
Sp  uud  x^p  schneiden   sich   in  BpCpüf.     Ein  beliebiger  Kegelschnitt  f* 
treffe   >(%    in  /•,.-./'s.     Durch  die  neun  Punkte"  flpCpßp  Pj ...  Pj  sei  Jl' 
eine    heliehige    Cnrve    dritter   Ordnnng.     Diese  wird   von    )ig^x,'ity^<H ,   in 
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Giappen  (xo)i  (''i)t  (''«))  '■'  ''""^  j®  nean  Pankten  gescliaittcn.  Wir 
betrachten  {SpP*)  als  eine  Cnrve  dritter  Oiännog;  dann  conatituiren  die 
Carvea  Xg*  und  (»pP*)  em  Bitschel  dritter  Ordnung,  von  dessen  Curvcu 
Xo'  darcli  («„)  und  (Sp/'«)  durch  Bj,CfDpP{...Pe  auf  X>^  geht.  Deshalb 
mtissen  nach  1 3  die  übrigen  Currcn  f  ,^  A'g'. . .  dieses  BttacbelB  auch  durch 
(»i),  (xj),  ...  auf  ä'  geheu.  Wenn  man  je  zwei  Curven  der  Büschel 
Ho*Ki*x/...  und.  X(j*Äj*Äjä...  einander  zuordnet,  welche  Ä^  in  derselben 
Grnppe  (x)  schneiden,  so  sind  die  beiden  Büschel  projectivisch  auf  ein- 
ander bezogen.     Daher  ist  auch 

{VW--)Ä(SoS,s,...)- 
Diese  Büschel  erzengen  eine  Carve  vierter  Ordnung,  die  aber,  da  dem' 
Strahl  Sf  die  Cnrve  (»pP»)  entspricht,  in  Sp  und  eine  (Jurve  dritter  Ord- 
nung X^  zerfSlIt.  Sie  mnss  X^  in  denselben  Punkten  wie  K*  treffen. 
Wir  betrachten  {sgP*)  und  («,/>*)  als  Curven  dritter  Ordnung,  so  con- 
stitnirt  di^erste  mit  Xj,*,  die  zweite  mit  ^i*  ein  Büschel  dritter  Ordnung. 
In  diesen  Büscheln  ordnen  wir  x„'  und  ^"1*,  (s^f^)  und  (s,i^*)  einander 
au.  Die  beiden  ersten  schneiden  sich  in  drei  Fnnkten  von  s^  und  in 
sechs  Funkten  von  P',  die  beiden  letzten  in  S.  Ordnen  wir  nech  zwai 
Curven  einander  zu,  die  sich  in  einem  Pnnkte  von  Sp  treffen,  so  erzeu- 
gen beide  Büschel  eine  Cnrve  sechster  Ordnung,  die  in  (4''spP*)  da- 
generirt.  Ersetzt  man  A'^^  durch  h,',  so  ergiebt  sich  erstens,  dass  die 
Curven  des  Büschels,  welches  durch  x,^  und  (*(/"}  gebildet  wird,  X'  in 
denselben  Gruppen  treffen ,  wie  die  Curven  des  Büschels ,  welches  von 
Ä*,'  und  {SiP')  constituirt  wird.  Deshalb  sind  diese  Büschel  projectivisch 
auf  einander  und  auf  die  Curven  des  Büschels  [xg^,  (S(,P')]  bezogen.     Die 

erzeugen  eine  Cnrve  sechster  Ordnung,  welche  aber  in  P*  und  eine  Cnrve 
i*,*  zerfSIU,  welche  X'  in  BpCpDj,  und  in  den  Punkten  trifft,  in  denen 
diese  Cnrve  von  A'*  nnd  Ä"*  geschnitten  wird.  Wenn  X^  das  Büschel 
(BpCpDpP^.   .  PJ  durchläuft,  so  bleiben  in  den   projecti  vi  sehen  Büscheln 

[V,  («.'")]  »»d  [«,',(','")1 
dieselben  Curven  wie  vorher  zugeordnet,  nämlich  X(,'  nnd  Xj*,  («(,/"')  nnd 
(»,P*)  nnd  die  beiden  Curven,  welche  sich  in  BfCpDp  treffen.  Daher 
resnltirt  auch  dieselbe  Cnrve  Ä",*,  welche  also  mit  K*  zusammenfallen 
muEB,  da  beide  Cnrven  sich  stets  in  je  neun  l'nnkten  der  Curfcn  X^ 
treffen. 

Jedes  der  vorigen  Büschel  können  wir  aber  ersetzen  durch  eines  der 
folg.«ae„,  iv,(../»)l,    W,(>.i>')l 

Alle  einander  entsprechenden  Cnrven  schneiden  sich  in  denselben  neun 
Punkten  von  Ä*  und  sind  projectivisch  auf  s^s^s^...  bezogen.  Daher 
^ebt  es   nncndlich   viele   Büschel   dritter  Ordnung,   deren  Gmndpunkte 
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anf  f*  liegen,  welclie  projecüviich  anf  ('o^i^i--)  bezogen  sind  und  mit 
diesem  Büscbel  die  Curve  K^  erzengen.  Wenn  /^  sich  ändert,  werden 
sich  auch  die  Basen  der  erzeugenden  Bttscbel  dritter  Ordnang  Kadern 
und  da  alle  Kegelacbnitte  der  Ebene  ein  Gebilde  von  Tiinffach  unend- 
licher Mücbtigkeit  bilden,  werden  Bolcbe  erzeugenden  BUscbel  in  seeba- 
facb  unendlicher  MScbtigkeit  vorbanden  Bein,  also  in  derselben  Zahl,  als 
eiob  Cnrven  dritter  Ordnung  dnrch  drei  Punkte  legen  lassen.  —  Wenn 
man  daher  durch  die  Schnittpunkte  der  Strahlen  s^s^^s^... 
und  sechs  feste  Punkte  von  Ä"*  Cnrven  dritter  Oidnung  legt, 
so  schneiden  eich  diese  noch  in  drei  anderen  Punkten  von  &^. 
Anderer  Beweis.  Der  durch  die  fünf  Punkte  A^...A^  bestimmte 
Kegelschnitt  %*  schneidet  K^  noch  in  drei  Punkten  C^i\^t,-  Durch 
Ay...A^B^  und  die  Qrnt>pen  B^C^D^,  ßiC^J)^  lege  man  die  Cnrven  drit- 
ter Ordnung  ^o'^,^  welche  sich  noch  in  CDE  schneiden  mögen.  Eine 
Cnrve  des  von  beiden  constitnirten  Büschels,  ß^,  geht  durch  C^,  Da  «„^ 
und  ß^  sich  in  drei  Punkten  einer  Geraden  treffen ,  so  liegen  ihre  übri- 
gen Schnittpunkte  auf  einem  Kegelschnitte  und  sie  achneiden  sich  also 
noch  in  C  auf  91';  ebenso  schneiden  sich  a,^  und  ^,^  noch  in  C  a.at 'S.'. 
Wenn  wir  je  zwei  C'urven  der  BUschel 

(A^...A^)  und  (^,...^sÄ,6'/>£0. 
die  sieb  in  einem  Punkte  von  91'  schneiden ,  einander  zuweisen ,  so  sind 
diese  Bttscbel  projectivisch  auf  einander  bezogen  und  je  zwei  homologe 
Curven  schneiden  sich  in  drei  Punkten  einer  Geraden.  Alle  diese  Ge- 
raden, f7o?iffgl7s  '  ■ '.  schneiden  sich  (vergl.  24)  in  einem  Pnnkte,  der  hier, 
da  Sf,  und  Sgi  9i  <">^  ^d  9i  ^'^^  ^t  zusammenfallen,  der  Punkt  S  sein 
muBS.     Da  aber 

ist,  so  muES  ffg  mit  «,,  g^  mit  s^,  ...  zusammenfallen  und  es  fallen  die 
Schnittpunkt«  von  /Sg*  und  Sj,  ß,"  und  s^,  ...  mit  B^C^Og,  SiCtI>t,  ... 
zusammen.  Man  kann  also  das  Büschel  {Aj...ji^)  ersetzen  dnrch  ein 
anderes  {A^  ...  A^B^CDE),  in  welchem  der  eine  Grundpunkt  B^  beliebig 
gewählt  war.  Setzt  man  dasselbe  Verfahren  fort,  so  erkennt  man,  dass 
man  noch  sechs  von  den  Grundpunkten  wählen  kann,  und  erhält  als 
Besnltat: 

Legt  man  durch  BgC^D^^,  B^CiDi,  ...  und  durch  sechs  be- 
liebig Punkte  von  S*  Curven  dritter  Ordnung,  so  schnei- 
den sich  dieselben  noch  in  drei   Punkten  von  k*. 

Es  sei  nun  X  ein  ganz  beliebiger  Punkt  von  K*,  x^x^3:^...  Strahlen 
durch  ihn.  Diese  schneiden  Ä"*  noch  in  V^V^W^,  t/,  F,  (F^,  Pj^gW^s,  -■-. 
Man  lege  durch  O^V^W^BaC^D^  eine  Cur  ve  *^  dritter  Ordnung,  welche 
K*  noch  in  sechs  Punkten  Z, . . .  Z^  schneidet,  welche  auf  einem  Kegel- 
schnitte liegen.     Nach  dem  Vorigen  giebt  es  nun  eine  Carve  dritter  Ord- 
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nung  %^   welch«  durch    die  zwölf  Punkte   UgV^  ffQB^C^D^Z^...Z^  gebt. 
Wir  beziehen  die  CurvenbUschel  dritter  Ordnung 

{B^C^D^Z^...Z^)  und  (tf.CjfliZ,  ...Z,) 
projectiviBcb  dadurch  aufeinander,  dasa  wir  je  zwei  Curven  einander  zu- 
ordnen ,  die  eicb  noch  in  einem  und  daher  nach  dem  vorigen  Satze  noch 
in  zwei  anderen  Punkten  von  K*  schnoiden.  In  diesen  Büscheln  ent- 
sprechen sieb  diejenigen  Curven,  welche  in  den  ßegelscbnitt  Z*,  auf  dem 
Z,  ...Zg  liegen,  und  in  eine  der  Geraden  B^C^D^  oder5,CjO,  zerfallen, 
Sie  erzeugen  daher  eine  Cnrve  sechster  Ordnung,  die  aber  iu  2?  und  K* 
zerfallt.  Je  zwei  homologe  Curven  achneiden  sich  aber  in  drei  Pankten 
einer  Geraden  und  alle  diese  Geraden  müssen  sich  in  einem  Punkte  von 
K*,  also  in  X  treffen.     Wendet  man  nun  den  vorigen  Satz  an,  so  folgt: 

26.  Legt  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  ^'von  K*  Strah- 
len Xf,x^x^...,  welche  £*  in  V^V^W^,  ^i  ^i  ^i .  ^s^s^j.  •  ■ 
schneiden,  ferner  durch  je  drei  zusammengehörige 
Schnittpunkte  und  irgend  sechs  feste  Pnnkte  von  K* 
Curven  dritter  Ordnung,  so  schneiden  sich  diese  noch 
in  drei  aud-eren  Punkten  von  A**. 

27.  Curveunetz  dritter  Ordnung. 

Die  drei  Curven  dritter  Ordnung  K^K^k^,  welche  nicht  zu  einem 
Baschel  gehören  sollen,  bilden  drei  Büschel  {K^y  C*i*sl.  i'^i'^a)-  ^'' 
bezieben  die  beiden  ersten  projectivisch  so  auf  einander,  dass  ^j  sich 
selbst,  A'g  der  Cnrve  K^  und  irgend  eine  Curve  A",  des  ersten  einer  K\ 
des  zweiten  'entspricht,  so  schneiden  sich  die  homologen  Curv'eu  dieser 
Büschel  auf  einer  Curre  sechster  Ordnung,  die  in  K^  und  eine  andere 
Cnrve  dritter  Ordnung  ^^  zerfällt,  woraus  also  folgt: 

Die  Schnittpunkte  der  Curven  ü^  und  K^  liegen  mit  den 
Schnittpunkten  zweier  beliebigen  Curven  der  beiden  Bü- 
schel {Ü^l^i)  und  (Ä'iÄ'g)  auf  einer  Cnrve  dritter  Ordnung. 

Bringt  man  jede  Cnrve  von  {Ä'^^'i)  mit  jeder  von  (ä',  Ä",)  zum  Durch- 
schnitt und  legt  durch  die  Schnittpunkte  die  durchgehende  Curve  von 
(4*0  A'j),  so  erhsit  man  alle  Curven  dieses  Büschels.  Sind  A"oi  A"'o^  zwei 
Curven  des  ersten  Büschels,  A",j  A"'j,  zwei  des  zweiten,  so  liegen  die 
Bcbnittpnnkte  von  Ä",,^  und  4"',^  mit  denen  von  K'\^  und  A"',g  auf  einer 
Cnrve  dritter  Ordnung.  Hatten  wir  A''q,  und  A",g  fest  und  lassen  £"'„, 
und  E"„  die  Büschel  {K^K^  und  (A*,  A*,)  durchlaufen,  so  erhalten  wir 
alle  Curven  des  Büschels  {li\y  K\^-  Auf  diese  Art,  erhalten  wir  alle 
Curven  aller  Büschel,  deren  Grnndpunkte  die  Schnittpunkte  von  irgend 
■wei  Curven  der  Büschel  (A'^A',)  und  (A',A',)  sind. 

Verwenden  wir  die  Büschel  (A^Jf,)  und  (A,A'o)  oder  {K^f^o)  «»^ 
(A'qA,)  zur  Herstellung  nener  Cnrven  in  der  angegebenen  Art,  so  iHsst 
sich  zeigen,  dass  ausser  den  schon  erhaltenen  keine  neuen  Cnrven  nnf' 
treten.     Denn  nehmen  wir  eine  Curre  K^  ans  {H^H^  und  eine  beliebige 
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X  aus  (A'jgj'o,)  nod  bezieben  (A'^A',)  and  (fgA',)  projectirisch  &af  ein- 
ander, indem  wir  K^  sich  selbst,  A'g,  and  A'„,  nnd  swei  Carven  einander 
entsprechen  lusen,  welcbe  sieb  in  einem  Pnnkte  von  %  scbneiden,  so 
erzenget)  diese  eine  Cnrre  dritter  Ordnang,  welcbe  mit  x  zehn  gemeia- 
scbaftlicbfl  Paukte  bat  and  also  mit  ihr  zusammenHlllt.  Wenn  A*,  nnd  x 
eicb  in  P  scbneiden  und  es  ist  A'of  diejenige  Curre  von  (A'^A',),  welcbe 
durch  P  gebt,  so  folgt,  dass  x  auch  eine  Curve  des  BOscbels  (£,A'of')  ist. 
Dieses  Bfiscbel  erhalten  wir  aber  ancb  ans  den  BUscbeln  (A'gA',)  nnd 
(/T,  A',),  in  denen  wir  die  projectiviscbe  Beziehnng  nur  so  feststellen 
dürfen,  dass  A*,  steh  selbst,  A'gf'  der  Carre  A*,  entspricht.  Somit  erhal- 
ten wir  alle  Carven  des  Netzes  [A'gJi',  A',],  wenn  wir  alle  Cnrren  der 
Büschel  uns  vorstellen,  welcbe  eine  veränderliche  Curve  A'of*  des  Btl- 
scbels  (A'oAT,)  mit  einer  verSnderiicben  A'i}  des  Bflscbels  (A*,  A*,)  oder 
jede  dieser  veränderlicbeo  Carven  mit  einer  verSnderiicben  K^t  des 
Bflscbels  (A'jfg)  bestimmt.     Daraus  aber  folgt: 

Je  zwei  Büschel  des  Netzes  haben  eine  Cnrve  gemein. 

Hau  leitet  ans  diesem  Satze  leicht  einige  Haupteigenscbaften  des 
Netzes  ab,  so: 

a)  Alle  Carven  des  Netzes,  welche  durch  einen  Punkt 
geben,  bilden  ein  Bftschel. 

b)  Schneiden  Carven  eines  Bflecheis  dritter  Ordnung  eine 
beliebige  Curve  dritter  Ordnung  nnd  man  legt  durch 
die  einzelnen  Gruppen  von  Schnittpunkten  und  einen 
beliebigen  Pankt  andere  Kurven  dritter  Ordnung,  so 
bilden  anch  diese  ein  Büschel. 

Haben  alle  Carven  eines  Büschels  sechs  Pnnkte  eines  Kegelschnittes 
K*  gemeinsam,  so  liegen  die  anderen  drei  Grandpnnkte  auf  einer  Ge- 
raden s.  Legt  man  durch  die  ersten  sechs  Otundpunkte  eine  beliebige 
Cnrve  dritter  Ordunng,  so  consütnirt  sie  mit  dem  Büschel  ün  Nets,  Sic 
schneidet  jede  Curre  des  Büscbels  in  drei  Punkten  einer  Geraden.  Jede 
derselben  bildet  mit  A*  eine  Curve  des  Netzes.  Die  eine  von  ihnen,  l, 
schneidet  g  in  f\  alle  durch  P  gehenden  Curven  des  Netzes  bilden  ein 
Büschel-  Zwei  dieser  Curven  sind  iß^g)  nnd  {^'l),  also  bestehen  alle 
übrigen  auch  aus  S*  und  einer  Geraden.  Hiermit  ist  der  Satz  21) 
von  Neuem  abgeleitet. 

Ebenso  folgt: 

c)  Haben  die  Cnrven  eines  Büschels  dritter  Ordnung  drei  . 
Orundpuukte  A^A^ii^  auf  einer  Geraden  und  legt  man 
durch  sie  eine  beliebige  Curve  dritter  Ordnung,  so  wird 
sie  von  jeder  Curve  des  B(t,scbels  in  sechs  Punkten  eines 
Kegelschnittes  getroffen.  Alle  diese  Kegelschnitte 
bilden    ein  Büsvhel,    zu    welchem  auch  der  Kegelschnitt 
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gehört,    auf    dem    die    übrigen    sechs    Grnndpnnkto   des 
Büschels  dritter  Ordnung  liegen. 
28,  Sind  (iio*«i*...)  nnd  (VV---)  projectivische  Büschel  drit- 
ter  Ordnung,    so    bestimmeo    die   Schnittpunkte   homo- 
loger Elemente   neue  Büschel  dritter  Ordunng-ron  der 
Eigenschaft,    dass  sich  ihre  Curven  unendlich  oft  so  zu 
neuen   Büscheln    ordnen,    dass  in  jedem  derselben   ans 
jedem  der  ersten  Büschel  eine  Curve  vorkommt. 
Durch    die  Schnittpunkte  P^...  P^   irgend  zweier  homologen  Curven 
*^f  und  i*p  l^e  man  zwei  beliebige  Curven  dritter  Ordnung  M'  und  X^. 
Die  Büschel  (Ä^xo')   und  (Ä^ip*)    scheiden  A'*  in  denselben  Punktgrup- 
peu,  wie  {»oti')  nnd  (l^li')-     Ordnen  wir  je  zwei  Curven,  die  sich  in 
denselben  neun  Punkten  von  X^  schneiden,  einander  zu,  so  ist 

und  also 

Da  in  den  letzten  Büscheln  lU^  sieb  selbst  entspricht,  so  erzengen  sie 
eine  Cnrve  Ä'  dritter  Ordnung,  welche  X^  in  den  nenn  Funkten  0,...ßa 
schneidet,  in  denen  diese  Curve  von  der  Cnrve  A'^  geschnitten  wird, 
welche  von  den  Bttscbeln  (Jto**!^)  ""^  {*o'*i*)  erzeugt  wird.  Diejenigen 
Curven  der  Büschel  (kq'*')  und  (i^'Ä'),  welche  den  Curven  *,'  nnd  1,* 
der  Büschel  («o'»i')  und  (io^Aj*)  entsprechen,  seien  If^'  nnd  i,'.  Die 
Bfischel  {»o'K')  und  {h^L^)  kann  man  projectivisch  so  auf  einander 
beziehen,  dass  sie  die  Curve  (iWit")  erzeugen,  wenn  man  %^  und  K^, 
k^  und  L^  einander  nnd  JV^  sich  selbst  entsprechen  ISsst.  Da  x,'  nnd 
ffj*  sich  in  neun  Punkten  von  X*  und  ebenso  X^  und  £,'  sich  auch  in 
neun  Punkten  von  X^  schneiden,  so  treffen  die  Cnrven  der  Büschel 
{K^L^  die  Cnrve  X^  in  denselben  Pnnktgmppeu.  Beziehen  wir  nun 
die  Bfiscbel  («o'io")  "id  (",'i,*)  projectivisch  so  anf  einander,  dass  tt^ 
und  K^t  V  *>°<^  '^I^  °°^  ^i^  beiden  Cnrven  einander  entsprechen,  welche 
sich  in  /*,  treffen,  so  erzengen  sie  eine  Curve  K^  sechster  Ordnung, 
welche  X^  in  denselben  Punkten  schneiden  muss,  wie  {M^N^)  und  also 
K^.  Auf  dieselbe  Weise  folgern  wir,  dass  K^  und  K.^  sich  in  zwölf 
Punkten  jeder  Curve  des  Büschels  (x^pi^)  schneiden  nnd  daher  zusam- 
menfallen  müssen.  Also  Iftsst  sich  H*  auch  durch  die  Btiscbet  [,*a^o)i 
{«,'i,'),  (»j'is'),  .-.  erzeugen  und  durch  die  neun  Punkte,  in  denen 
eine  Curve  des  ersten  Bfiscfaels  K^  schneidet,  geht  ans  jedem  der  anderen 
Büschel  eine  Curve. 
Hieraus  folgt: 
a)  Schneiden  die  Curven  %^*^x^..  eines  Büschels  dritter 
Ordnung  einen  Kegelschnitt  A*'  und  legt  man  durch  zwei 
Schnittpunktsgruppen  zwei  beliebige  Curven  dritter 
Ordnung  i^  nnd  i.^,  so  treffen  die  Curven  des  Büschels 
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(W)  den  KegelHcbnitt  AT*  in  aenselbaD  Scbnittpiinkts- 
gruppen. 
Die  Carren  kq^  and  ig'  schneideii  sich  noch  in  drei  Pankteo  einer 
GeradeD  ^^  und  ebenso  x,^  nnd  Ü,^  in  drei  Pnnktea  einer  Geraden  g,. 
Ee  bildea  also  xa\  lp^  (^'g^)  ein  Bäschel  und  )t,^  ll^  (£>?,)  ein  andere« 
Büschel.  Ordnen  wir  V  und  n^',  V  »»^  *I^  ("'ffo)  "°*^  CVi)  einander 
zu,  so  sind  die  BUschel  projectivisch  auf  einander  besogen  und  erzeugen 
ausser  K'  eine  Curve  vierter  Ordnung  A**.  Diese  Gurve  bann  nach  dem 
obigen  Satze  auch  durch  die  Büschel  (nq^Xj^...)  und  (Iq^I,^...)  erzengt 
werden,  lo  dass  sich  also  homologe  Curven  dieser  Büsc^I  in  je  aeoba 
Punkten   von  A**  schneiden. 

b)  Legt  man  durch  zwei  GruDdpnnkte  eines  Büschels  drit- 
ter Ordnung  einen  Kegelschnitt  nnd  dnrch  je  vier 
Punkte,  in  denen  er  von  einer  Cnrve  des  Büschels  ge; 
schnitten  wird,  und  durch  irgend  einen  festen  Punkt 
Kegelschnitte,  so  bilden  diese  ein  Büschel. 
r)  Ist  eine  Gurve  iC^  fünfter  Ordnung  durch  ein  Büschel 
dritter  Ordnung  (xg^K,^...)  und  ein  projectivisches  Bü- 
schel zweiter  Ordnung  (Ig^i,*...)  erzeugt  und  man  legt 
durch  die  Schnittpunkte  von 

und  drei  beliebige  Punkte  von  JT^  Curven  dritter  Ord- 
nung, so  treffen  sie  sich  noch  in  sechs  Punkten  von  A'^. 
d)  Ist  eine  Gurve  K*  vierter  Ordnung  durch  ein  Büschel 
dritter  Ordnung  (kq'k,*...)  und  ein  projectivisches  Bü- 
schel erster  Ordnung  (1^1^...)  erzeugt  nnd  man  legt 
durch  die  Schnittpunkte  von 

*o  *o '  *i    1  •  "i  ")  >   "  ■ 
und  sechs  beliebige  Punkte  von  ff*  Curven  dritter  Ord- 
nung,   80   treffen   sie  sich    noch  in  drei  Punkten  von  A'*, 
29.  Haben    zwei    projectivische    Büschel    dritter    Ordnung 
drei  Punkte   .4,  ^,^3  einer  Geraden  g  gemein  nnd   ent- 
sprechen   sich    diejenigen    Curven,    welche  g   als   einen 
BeHtandtheil  haben,  so  treffen  sich  alle  Kegelschnitte, 
auf  denen  sich  je  zwei  homologe  Gurven  in  sechs  Punk- 
ten schneiden,  in  denselben  vier  Punkten. 
Die    p roj e et ivi scheu   BUacbel    x,,'«,^...    nnd    io'i,^. ..    haben    ausser 
^,A^4g    noch    die  Grnndpnnkte   A^...Ag  nnd   B^...B^,    von   denen    die 
ersten  auf  einem  Kegetsehnitte  x*,    die  anderen  auf  einem  Kegelschnitte 
<l'  liegen.     Dann  sind  [v.*g)  und  {}.*g)  entsprechende  Curveu.     Die  Curve 
*/  wird  von  allen  Curven  des  Büschels  {l^.-.)  in  je  sechs  Punkten  ge- 
■chuitten,  die  stets  auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  nnd  alle  diese  Kegel- 
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BchnitU  bilden  nach  27  c)  ein  BUBchel,  dessen  Basis  (A'^)  auf  1^  liegt. 
Wenn  Ho*  ^"  BüBchel  {«q'...)  dnrcbläuft,  bo  durchlaufen  die  Basen  (*"(), 
(fg),  ...  die  Quadrupel  eiuer  bi quadratischen  Invulution,  zu  welcher  auch 
die  vier  Schnittpunkte  von  x'  und  l*  gehören.  Die  Curve  Ig^  wird  von  A 
allen  Cnrven  des  Bäscbels  i»^-.-)  in  je  sechs  Punkten  eines  Kegelschnit- 
tes geschnitten  und  alle  diese  Kegelschnitte  bilden  ein  BtiBcbel,  dessen 
Basis  {£(,)  auf  x'  liegt.  Wir  lassen  io*  das  Büschel  (ig**!*-  ■  ■)  durchlaufen, 
dann  durchlaufen  die  Basen  (£j),  (£,),  ...  auch  die  Ouadiupel  einer  znt 
ersten  projectivischen  bi quadratischen  Involution.  Je  zwei  entsprechende 
Quadrupel  liegen  auf  einem  Kegelschnitte  und  alle  diese  •Kegelschnitte 
müssen,  wie  aus  den  Eigenschaften  des  Kegelschnittnetzes  folgt,  ein 
Bfisehel  bilden. 

Mit  Uilf;ß  dieses  Satzes  ^lässt  sich   28  c>   auch  aaf  folgende  Art  be- 
«fliaen. 

Die  Grnndpnnkte  beider  Büschel  seien  Ji...A^  und  B^...B^,  und 
die ,  Schnittpunkte  homologer  Curven  seien 

^oöo^o^oCo^o,  CtDiEiFjGjB,,  C^D^B^F^G^H^,  .... 
Die  Oerade  'i^A^  schneide  die  erzeugte  Curve  j"^  noch  in  Cj^CnCp. 

Man  lege  durch  J^A^D„  und  die  beiden  ersten  Gruppen  zwei  Curven 
dritter  Ordnung  i^  und  1,^,  welche  die  Curven  %^  nnd  x^  noch  in  den 
Fankten  M^  und  A*,  der  Geraden  A^A^  schneiden  müsiien.  Die  Curven 
]l^  und  i^  constitniren  ein  Büschel,  von  welchem  eine  Curve,  i^«,  durch 
den  Pnnkt  G„  geht,  welchen  auch  x'«  trifft.  Ordnen  wir  nun  die  Cur- 
ven %^  und  V)  "i^  ^^^  ^\^i  *'m  ^"^  ^'m  einander  au,  so  sind  die  Bü- 
schel (x^.  .■)  und  (i^..-)  projectivisch  auf  einander  bezogen.  Je  zwei 
homologe  Curven  schneiden  eich  auf  A^A^  nnd  daher  noch  in  sechs 
Punkten  eines  Kegelschnittes.  Diese  sammtlichen  Kegelschnitte  müssen 
eich  in  B^...B^  treffen,  da  zwei  von  ihnen  l^  nnd  k^  sind.  Die  Cur- 
ven M^Bi  and  k^n  müssen  sich  auf  dem  Kegelschnitte  k*„  schneiden,  da 
deijenige  Kegelschnitt,  auf  welchem  die  Schnittpunkte  dieser  Curven 
liegen,  durch  B^B^B^B^  nnd  D„  gehen  muss.  Da  nun  die  Kegelschnitte, 
auf  denen  sich  je  zwei  homologe  Curven  der  Büschel  (x^...)  und  [k^---) 
schneiden,  ein  zu  beiden  und  daher  auch  zum  Büschel  (A*.  ■)  projecti- 
viaches  Büschel  bilden,  und  da  dreimal  homologe  Kegelschnitte,  k^k^f}^, 
zusammenfallen,  so  fallen  alle  homologen  Kegelschnitte  zusammen  und 
irgend  zwei  homologe  Curven  x^s  und  1%  schneiden  Itch  in  sechs  Punk- 
ten von  k^x-  Daher  kann  K^  durch  die  projectivischen  Büschel  (A^-..) 
und  {!*...)  erzeugt  werden.  Im  ersteren  ist  /*»  ein  heliebiger  Grund- 
pnnkt.  Da  in  gleicher  Weise  sich  zeigen  IXsst,  dass  man  statt  A^  and 
Af  zwei  beliebige  Paukte  von  K^  als  Grundpunkte  sahstituiren  kann,  so 
ist  der  8atz  bewiesen. 
30.  I.  Gegeben  seien  die  Punkte  A^...Ajlij...B^S;  man  soll  zwei 
Punkte  XY  finden,  so  dass  die  Büschel  dritter  und  erster  Ordnung 
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{^j...A^XF)\Bi...B^\  und  S{ß,..   B^) 
iu  {iToJFcti  vi  scher  Beziehnng  sich  befinden. 
Es  seien   B\  und   ff^  die  neunten  Gmndpunkte  der  BUschel  dritter 
♦Ordnung    (,/,... -i,  fl,  ß',)   und    (^, . . .  .^,  ßj  ß'j).      Man    ordne   die    durch 
"i^i^i  gebenden  Curven    des   ersten  Büschels  den  Strahlen  ££,,  SB^, 
Sß^    zn   und   construire    diejenige   Curvo   des  Büschels    dritter  Ordnung, 
welche  dem  Strahl  S B^  entspricht;  dann  ist 

{AJ...A,B^  B",)  \ß^B^B,B^\KS{B^  ß,  ßj  Bf) , 
ebenso 

.  (^, . . .  ^,  5j  B"^)  1  B^  B^  ß,  ß^j  Ä  S{B,  S,  ß,  BJ, 
also  Much 

( J, . . .  ^T  «I  ß'i) !  ■^i  -  ■  ß«!  Ä  (^, . . .  >*,  ß»  »"g)  }Ä, . . .  BJ. 
Diese    Büschel   erzeugen   eine    Curve  X^   sechster  Ordnung,   welche 
J^..^^  zu  Doppelpunkten  hat. 

Legt  man  durch  A^...ji^  und  die  Schnittpunkte  zweier  homologen 
Curven  irgend  eine  Curve  dritter  Ordnung,  so  schneidet  sie  A**  in  einem 
Funktpaare  XY,  so  dass 

(^,  ...^,-VF)[ß,  ...ßj  aS{S,  ...ßj. 

Es  kann   auf  Ä«  nur  ein  Punktpaar  X^V^  geben,  so  dass 

(.4, . , .  ^T-^o  I'o)  I  ßi  ■  ■  ■  *fii  Ä  SC«, .  ■    ßs). 

wenn  B^  ein  ausserhalb  ÜC^  liegender  Punkt  ist;  denn  gfibe  es  noch  ein 

Punktpaar  A\  F, ,  für  welches 

{J^ , . .  .^,  J-,  r,)  [  ß, . . .  ßj  Ä  S(B,  . . .  ^b) , 
so  würden  die  projecti vischen  Büschel 

(^i.-.JjAToro)  und  (^,...J,-r,  F,) 
die  K^  erzengen,  auf  welcher  dann  auch  B^  liegen  müsste. 

Um  das  Pnnktpaar  A'^  F^  zu  erhalten,  bestimme  man  eine  Curve  ff," 
durch  die  projecti  viachen  Büschel 

(J,...,*,fl,ß't)lß,ßaßjßj|  nnd  (^^  .. .  ^,ff^ß'g)|fi,5jßsßäJ. 
Die  beiden  Curven  haben  gemeinsam  die  sieben  Doppelpunkte  .^,....4, 
nnd  die  Punkte  B^B\B^B\BgB\,  wenn  B\  der  nennte  Schnittpunkt  der 
durch    ßj    gebenden    Curven    dritter   Ordnang   ist.      Die   beiden   letzten 
Schnittpunkte  sind  die  verlangten  Punkte  X^  Fg. 

II.  Gegeben  sind  die  13  Punkte  ^j. ..  Jgßj ...  ßgS.  Man  aoU  drei 
Punkte  X  YZ  finden,  so  dass  die  projectivischen  BUschel  dritter 
und  erster  Ordnung 

{A^...A^XYZ))B^...Bf,\  nnd  S{B^...B^) 
in  projecti  vis  eher  Beziehung  sind. 
Nach  der  vorigen  Aufgabe,  bestimmen  wir  Punkte  ß',ß'|  und  B'^B'^, 
so  dass       ^^^       ^^^^  ^^  ^„^j  j  ßj^jß,  ßj  ßj  Ä  S(ß^  ßg  ffj  Bj  ßfi), 

(J,...^gß,Ä'jJ"j)|ffl*3Ä4Äj*j|ÄStß,Ä5ß^ß,ffg) 
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ist  und  beBtimmen  in  beiden  Bfisctieln  dritter  Ordnung  diejenigen  Cur- 
ven,  welche  den  Strahlen  SB^,  reep.  SB^  entsprechen.  Dann  ist 
^A^...JgB^B'^ff\)\B,.  .Bg\Ä(^i...  A^  Bj  B\  ß",l  \B^...B^\, 
da  beide  in  projectivischer  Beziebang  zu  S(R,...  P^)  stehen.  Beide 
Büschel  erzengen  eine  Cnrve  sechster  Ordnung  K*.  Legt  man  durcli 
irgend  drei  Schnittpunkte  zweier  homnlogen  Cnrven  und  A^...  ^g  eine 
Cnrve  dritter  Ordnung,  welche  A""  noch  in  X  fZ  schneidet,  so  muse 

(^, . . .  \xrz)  j  ß, . . .  e^j  Ä  S(ß, . . .  ßfi) 
sein. 

Lässt  man  das  Tripel  XTZ  die  Cnrre  X^  durchlaufen,  so  erzengen 
die  beiden  Btlachel  dritter  und  erster  Ordnung  Gurren  vierter  Ordnung, 
die  alle  durch  die  13  Punkte  /J, ...  ^g  ßj . . .  ^«S  gehen.  Von  ihnen  gebt 
-nur  eine  einzige  durch  einen  Punkt  Bj.  Denn  gfibe  es  zwei  Gruppen 
X^  Y^Z^  und  X^F^Z^  von  der  Beschaffenheit,  dasa 

{A^...A^X^y^Z^)\B^...B^\7.S{,B^...B>,), 
(^,  ....^flJ'ji'gZ,)!»,  ...B,|ÄS(fi,...  ß,), 
so    mässten  die  beiden  projectivi sehen  Büschel  eine  Curve  sechster  Ord- 
nung erzeugen,  welche  durch  B^  gebt.     Da  aber  die  erzeugte  Carve  K^ 
ist,  Bo  ist  dies  nnmCglicb,  weun    B,^  aosserhalb  gewählt  ist.     Also: 

III.  Es  giebt  nur  eine  einzige  Gruppe  XVZ  von  der  Be- 
schaffenheit, dass 

iA^...AgXrZ)\B^...B^\7.S{B^...B;i 

ist. 

Hiermit  ist  die  Aufgabe  gelSst: 

IV.  Durch  14  gegebene  Funkte  vermittelst  zweier  pro- 
jecti  vi  sehen  Büschel  dritter  Ordnung  und  erster  Ord- 
nung eine  Curve  vierter  Ordnung  zu  legen. 

Eine  andere  Auflösung  dieser  Aufgabe  findet  man  in  „Annali  di 
Xalematica"  Serie  II,  Tomo  II,  in  der  Abhandlung  Siebeck's:  „De  Iri- 
angulo  ckordale  quaUior  secliontim  conicarum." 

Aus  dieser  Aufgabe  ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  26  der  Satz: 
31.  Durch   14  Funkte  lässt  sich  vermittelst  zweier  projec- 
tivischen  Büschel   dritter   and  erster  Ordnung  nur  eine 
Curve  vierter  Ordnung  legen. 
Im  Vorigen  ergab  sich,  dass  sich  durch  die  13  Funkte  A^...AgB^...BgS 
unendlich  viele  Curven  vierter  Ordnung  legen  lassen.    Sollten  zwei  dieser 
Cnrven  noch  einen  Schnittpunkt  B  gemeinsam  haben,  so  folgt  unmittel- 
bar aus  ihrer  Erzeugung,  dass  B  sämmtlichen  Cnrven  gemeinsam  ist  und 
auf  A*^  liegt.     Man  findet,    wie  Kortum  ft.  a.  0.  gezeigt  hat,   dass  die 
Anzahl  der  Schnittpunkte  zweier  dieser  Cnrven  aueser  den  gegebenen  13 
noch  3  ist,  und  hat  den  Satz: 
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32.  Alle  Curven  Tierter  Ordnung,  welche  vermittelet  zweier 
projeotJTischeu .  Bflschel  dritter  tind  erster  Ordnung 
durch  13  Punkte  gelegt  werden  kSnnen,  schneiden  sich 
noch  in  drei  Funkten. 

Wenn  man  erwägt,  dass  man  durch  zwei  projectivische  Bdschel 
dritter  und  erster  Ordnung  Curven  vierter  Ordnung  herstellen  kanu,  die 
in  eine  Curve  dritter  Ordnung  und  eine  solche  erster  Ordnung  oder  in 
zwei  Gurren  zweiter  Ordnung  zerfallen,  von  denen  jede  wieder  aus  zwei 
Geraden  bestehen  kann,  so  folgt: 

33.  a)  Schneiden   sich  zwei  Carven  vierter  Ordnung  in  vier 

Punkten  einer  Geraden,  so  liegen  die  übrigen  Schnitt- 
punkte auf  einer  Curve  dritter  Ordnung. 
b)  Schneiden  sieb  zwei  Curven  vierter  Ordnung  in  acht 
Punkten  eines  Kegelschnittes,    so  liegen  die  ttbrigen 
Schnittpunkte  auch  auf  einem  Kegelschnitte. 
Es   sei  if*  eine  Curve  vierter  Ordnung,    welche  durch  zwei  projec- 
tivische   Büschel    dritter    und   erster   Ordnung   erzeugt  ist;    femer  seien 
JBCß  vier  beliebige  Punkte  von  Ä"'. 

Die  Geraden  AB  und  CD  treffen  A**  noch  in  BP  und  Gff;  die  O«- 
raden  EG  und  Fff  treffen  £*  noch  in  /ti  B^  und  C^  D^ .  Legt  man  dann 
dnrch  A^B^C^D^  einen  Kegelschnitt  i^,  welcher  A**  noch  in  O^X^Y^Z^ 
schneidet,  so  liegen  nach  32  die  acht  Punkte  ^£Ci>C(^.fo}'gZo  auf  einem 
Kegelschnitt  k^.  DurchlHuft  V  ^»e  Kegelschnitte  des  Bflschels  ( J,  B^  q  Z),], 
80  durchlSuft  V  alle  Kegelschnitte  des  BUschels  (JBCD).     Also: 

34.  Eine  Curve  K*  vierter  Ordnung,  welche  durch  zwei  pro- 
jectivische  Büschel  dritter  und  erster  Ordnung  erzeugt 
ist,  kann  auf  unzählige  Arten  durch  zwei  projecti- 
viscbeKegelschnittbüechel  erzengt  werden.  Die  Orund- 
punkte  des  einen  und  ein  Grnndpnnkt  des  andern  sind 
beliebig. 

In  der  Abhandlung  „Ueber  geometrische  Aufgaben  dritten  und  vier* 
ten  Grades"  hat  Kortum  gezeigt,  wie  sich  vermittelst  zweier  projecti- 
vischen  Büschel  zweiter  Ordnung  durch  14  Punkte  A^...A^^  üue  Curve 
vierter  Ordnung  legen  IXsst.  Nehmen  wir  A^...  A^  zu  Gruudpnnkten  des 
«inen  Büschels  und  Ä^  als  einen  Gnindpunkt  des  zweiten,  so  giebt  ee 
nur  drei  Punkte  XYZ  von  der  Beschaffenheit,  dass 

{a^...a;i\a^...a,^\-R{j^xyz)\a^...a^^\. 

Da  nach  dem  vorigen  Satze  diese  drei  Punkte  X  ¥Z  auch  auf  der  Cnrve 
Jf*  liegen  mitssen,  welche  vermittelst  zweier  projecti  vis  eben  Büschel 
dritter  und  erster  Ordunug  erzeugt  ist,  so  folgt  unmittelbar: 

35.  a)  Die   Curve    /i'*,    welche  vermittelst   zweier   projectivi- 

sehen    BUschel   dritter    und    erster   Ordnung   dnrch    14 
Punkte    gelegt   werden    kann,    ist   identisch    mit    der 
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Cnrv«  vierter  Ordunng,  welche  durch  dieeetben  14 
Pankte  vermittelst  zweier  projectiviscben  Eegel- 
flchnittbüsch«!  gelegt  werden  kann. 
6)  Jede  Cnrve  vierter  Ordnung,  welche  dnrch  Bwei  pro- 
jectiviacbe  KegelscbnittbUscliel  erzeugt  ist,  k&nn  anf 
nnzKhlige  Arten  dnrcb  swei  solcher  Büschel  erzeagt 
werden. 


36.  Bfischel  vierter  Ordnung. 

Es  seien  J^  ...  Ajg  die  Qmndpunkte  eines  Büschels  vierter  Ordnung, 
dessen  Cnrven  Xq*k,^..,  sein  mSgen.  Wir  denken  nns  diese  Cnrven 
erzengt  durch  ein  Btlschel  erster  Ordnnng  (•^j^)  und  projectivische  Bü- 
schel dritter  Ordnung 

so  liegen  alle  Punkte  J^gY^Z^^X^  V^Z,..,  auf  einer  Curve  sechster  Ord- 
nnog,  die  it^...  4^  zu  Doppelpunkten  hat.  Eine  Gerade  g  werde  von 
V.  V>  •■■  ii  ^o^o^o^o-  ^i^i^iA.  ■  ■  »»^  von  i**  in  Pi-P^  ge- 
schnitten. 

•  Durch  B^C^D^E^  und  B^C^I}^E^  legen  wir  zwei  Cnrven  V  und  l,* 
vierter  Ordnnng,  die  sich  in  16  Fankten  schneiden,  welche  man  als 
Gmndpnnkte  eines  Bfiscbels  von  Cnrven  vierter  Ordnung  ^^l,*...  an- 
sehen kann.  —  Wir  legen  durch. die  Gruppen,  in  welchen  g  dnrch  die 
Cnrven  der  Büschel 

(-*,  ...^j.r„FoZn),  {A^...J^X^TJZ^),   ... 
geschnitten  wird ,  and  dnrch  irgend  drei  feste  Funkte  ABC  Cnrven  drit- 
ter Ordnung,  welche  einen  gemeinsamen  Doppelpunkt  J  haben,    so  bil- 
den diese  unendlich  viele  Büschel  dritter  Ordnung  (vergl.  13) 

{JdABCX'gr'a),  (JJjiBCÄ\y\),   ..., 
die  wir  projectivisch  anf  das  Strahlenhüschel  (J)  dadurch  bezieben  kön- 
nen,   dass   wir   dieses  vermittelst  der  Geraden  g  perspectivisch  anf  (.4,^) 
beziehen.     Diese  Büschel  erzeugen  Cnrven  vierter  Ordnung,  welche  ^i^C 
zu  Giifudpunkten  und  J  als  dreifachen  Punkt  haben. 
Die  beiden  Bfischel 

{JJJBCÄ'„r\)  und  {JjäABCÄ\r\) 
sind  vermittelst  des  Büschels  (^)  projectivisch  anf  einander  bezogen  und 
erzengen  eine  Cnrve  C^  sechsler  Ordnung,  welche  J  zum  vierfachen 
Punkte  hat.  Legt  man  durch  die  Scbniltpunkte  irgend  zweier  homologen 
Cnrven  der  beiden  Blis£hel  nnd  durch  j4BC  irgend  eine  Cnrve  dritter 
Ordnung,  die  J  zum  Doppelpunkt  hat  und  C*  noch  in  J"f,r\  schnei- 
det, so  gehen  die  Cnrven  des  Büschels  {.' .d APCX"f,y\)  durch  die 
Schnittpunkte  der  homologen  Curven  der  vorigen  Büschel  und  schneiden 
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g  XU  einer  kubischen  lovolution,  welche  mit  den  Involutionen,  die  durch 
die  ersten  Büschel  anf  g  ausgeschnitten  werden,  in  prnjectivischer  Be- 
ziehung steht  und  mit  ihnen  dieselben  Doppelpunkte  /'^.../'^  hat.  Sie 
musB  mit  einer  der  Involutionen  zusammenrallen ,  die  durch  einet  der 
Büschel  {JJAfiCX\y\),  ..,  auf  p  gebildet  werden.  Denn  schneidet 
die  durch  P^  gehende  Curve  des  Büsehela  {^^AßCJi"f,V''^)  g  noch  in 
Oytty,  so  muss  es  unter  den  unendlich  vielen  Curven  der  Büsche) 
(JJABCX'^y^),  ...,  welche  durch  P,  gehen,  eine  geben,  die  durch  P, 
geht.  Sie  gehöre  dem  Bflachel  {JJJBCj:\y\)a.o.  Da  sich  also  in 
sieben  Punkten  P^...P^()^  von  g  homologe  Curven  der  projecli vischen 
Büschel,  (JJäBCÄ"oT"a)  und  {^dABCX\F't)  treffen,,  so  treffen  sich 
je  2wei  homologe  Curven  in  je  drei  Punkten  von  g,  d.  h.  je  zwei  solche 
Curven  fallen  zusammen  und  alle  Funkte 

x\r\Ä'^r'^ ... 
liegen  auf  C*.  —  Daher  bilden  alle  Curven  vierter  Ordnung  K^K^..., 
welche  durch  {J)  und  die  Büschel  {^^JBCX\¥'^,  {JJABCX\T\), 
(JJ ABCÄ'^y^,  ...  erzeugt  werden,  ein  Büschel;  sie  schneiden  g  in 
den  Gruppen  A^B^Cf^D^,  ...,  in  denen  diese  Gerade  von  den  Curven 
xq^x/kj*...  geschnitten  wird.  Auf  dieselbe  Weise  können  wir  ein  Bü- 
schel von  Curven  L^L^*L^...  vierter  Ordnung  herstellen,  dessen  Cntv* 
/l  zum  dreifachen  Punkte,  ABC  als  Grundpunkte  haben  und  g  in  den- 
selben Gruppen  schneiden,  in  denen  diese  Gerade  von  lg*!,*!,*...  ge- 
schnitten wird.  . 

Vermittelst  einer  Steiner'schen  Verwandtschaft  mit  den  Haupt- 
punkten ABJ  verwandeln  wir  erstens 

Ä'o*A'i*A'(*...  und  lg*'l*Lt*...   inJi'/V*'*'--   ""»^  VA'V-    • 
Cnrven    dritter  Ordnung  zweier  Büschel,    die  J  zum  gemeinsamen  Dop- 
pelpunkt haben,  aber   nicht  durch  A  und  ß   gehen,    und    zweitens  g  in 
einen  Kegelschnitt  y*,  welcher  durch  J  geht  und  von  den  Curven 

in  den  Ftraktquadmpeln 

«oSoVCo.  91i®,6i2),.  9l,©jläi3>s,  ... 
und 

«o^iogo®«.  ^i5J|«i'Bii  «,SB,6,'D'^,  .. 
geschnitten  wird.     Nach  28  A^  müssen 

^(,g936J3^„  ...  mit  r^©',E'j5D's, ... 

Kusammen fallen  und  daher  schneiden  sich  die  Cnrven  der  Büschel 

Xg*x,*x,*...   und  il(|*l(*>lj*. , . 
paarweise  in  je  vier  Punkten  von  g,  d.  h.: 

Wird  eine  Gerade  ff  von  den  Cnrven  eines  Büschels  vier- 
tei'Ordnung  geschnitten  und  man  legt  durch  die  Schnitt- 
pnnkte  zweier  dieser  Curven   mit  g  zwei   andere  Cnrven  V 
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nnd  l^*  vierter  Ordnung,  so  treffen  die  Cnrven  des  BUscheld 
(Ig'l,^)  die  des  ersten  paarweise  in  je  vier  Pnnkten  von  g. 
(Involntion  des  vierten  Grades.) 

37,  Zwei  projectivische  BUscbel  vierter  Ordnung  erzeugen 
eine  Gnrve  achter  Ordnnüg. 

Die  Büschel  seien  {"o*«i*--)  und  (io*ii*--)  "°^  schneiden  eine  be- 
liebige Gerade  g  in  den  Pnnktquadnipeln 

A^B^C^D^,  '<ißi<^i^i,  ■■■  «nd  ,/oP'oC'oÄ„,  ^,B\C\D\,  .... 
Uan  lege  dnrch  diese  and  vier  fest«  Punkte  EFGH  Cnrven  vierter  Ord- 
nnng,  die  einen  gemeinsaraen  dreifachen  Punkt  ^  haben,  so  bilden  diese 
iwei  projectivische  Büschel  (t<(,*^/...)  und  {v^v^*...),  nehme  KFJ  eu 
Hauptpunkten  einer  Steiner'schen  Verwandtschaft,  so  entsprechen  die- 
sen Bfischeln  zwei  projectivische  BüGcliet  dritter  Ordnung  (fi^^fi,'.. .)  und 
(»j'»!*...),  welche  den  Kegelschnitt  y*,  der  der  Linie  g  entspricht,  i» 
■wei  projectivischen  Beihen  von  Punktquadrnpeln  treffen,  die  nach  28V 
SQch  dnrch  zwei  projectivische  Kegel  seh  nittbUschel  ausgeschnitten  werden 
können.  Da  die  von  letzteren  erzengte  Cnrve  vierter  Ordnung  y*  in  acht 
Punkten  schneidet,  so  muss  auch  die  von  den  Büscheln  (%^n^...)  und 
(iji*ii*. ..)  erzeugte  Cnrve  die  Gerade^  in  acht  Punkten  schneiden. 

38,  Neta  v^ierter  Ordnung.  ^ 
Drei   Cnrven    vierter   Ordnung   constitniren   ein  Netz.     Wie   in  27, 

Iftitet  man  folgende  Eigenschaften  desselben  ab: 

a)  Je  zwei  BUschel  des  Netzes  haben  eine  Onrve  gemein. 

b)  Alle  Cnrven  des  Netzes,  welche  durch  einen  Punkt 
gehen,  bilden  ein  Büschel. 

c)  Schneiden  dteCurven  eines  Büschels  vierter  Ordnung 
eine  beliebige  Curve  vierter  Ordnung  und  man  legt 
dnrch  die  Schnittpunkte  und  einen  festen  Punkt  an- 
dere Cnrven  vierter  Ordnung,  so  bilden  auch  diese 
ein  Büschel. 

Haben  die  Curven  des  Netzes  vierter  Ordnung  zwölf  Punkte  geraein, 
die  auf  einer  Cnrve  dritter  Ordnung  C^  liegen,  so  giebt  es  im  Netze 
nnendlich  viele  Curven,  die  aus  C^  und  einer  Geraden  bestehen.  Schnei- 
den sich  zwei  dieser  Geraden  ;;  und  p,  in  einem  Punkte  /*,  so  gehen 
dorcli  P  unendlich  viele  solcher  Geraden,  denn  alle  Cnrven  des  Netzes, 
welche  durch  P  gehen,  bilden  ein  Büschel,  und  da  zwei  Curven  desselben 
(r.\g)  and  (6'^(7J  sind,  so  mUssen  alle  ans  C^  und  einer  Geraden  he- 
stphen.     Dies  giebt  den  Satz: 

O  Haben  die  Curven  eines  Büschels  vierter  Ordnung 
awSlf  Grundpnnkte  anf  einer  Curve  dritter  Ordnung 
und  man  legt  dnrch  diese  eine  beliebige  Curve  vier- 
ter Ordnnng.  so  wird  sie  von  jeder  Ourve  des  Bü- 
iu»B>iik  a.  VbjMk.  xxm.  4.  17 
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schels   in  einer  Oeraden  gescTinitten.     Alle  diese  Ge- 
raden flchneiden   sich   in   einem  Punkte,   welobei  anf 
der  Geraden  liegt,  auf  welcher  die  übrigen  vierGrnnd- 
pnnkte  des  BüMcbels  liegen. 
Wenn    ferner  die  Cnrven    des  Netzes  vierter  Ordnung  acht  Pnnkte 
eines  Kegf^lschnittes  C^  gemein  haben,    so  giebt  es  im  Netz  unendlich 
viele  Cnrven,  welche  ans  C*  und  einem  Kegelschnitt  bestehen.     Schnei- 
den   sich  zwei   dieser  Kegelschnitte  in  P,    so   gehen  wegen  h)  unendlich 
viele  derselben  durch  P  und  bilden  ein  BSschel.     Bieraus  folgt: 

b")  Habea  die  Cnrven  eines  Bftscbets  viertel  Ordnung 
acht  Grundpunkte  eines  Kegelschnittes  C*  gemein 
und  man  legt  durch  diese  eine  beliebige  Curve  vier- 
ter Ordnung,  so  wird  sie  von  jeder  Cnrve  des  Bfi- 
schels  in  acht  Punkten  eines  Kegelschnittes  getrof- 
fen. Alle  diese  Kegelschnitte  bilden  ein  Bfischel,  zu 
welchem  auch  der  Kegelschnitt  gehört,  auf  welchem 
die'  anderea  acht  Grundpunkte  liegen. 
In  gleicher  Weise  folgt: 

l>"')  Haben    die    Cniven    eines   Bttscbels   vierter  Ordnung 
vier   Grundpunkte    auf    einer   Geraden    und   man    legt 
durch   diese  irgend   eine   Cnrve  vierter   Ordnung,   so 
*      wird  sie  von  jeder  Cnrve  des  Büschels  in  zwüUF unk- 
ten   einer    Cnrve    dritter   Ordnung  geschnitten.      Alle 
diese  Curven  dritter  Ordnung  bilden  ein  Büschel,  zu 
welchem  auch  diejenige  Curve  gehört,  auf  welcher  die 
zwölf  übrigen  Grnndpunkte  liegen. 
39.  Sind  {V»«!*-)  n"^  IW--)  projectivische  Büschel  vier- 
ter  Ordnung,    so    bestimmen    die    Schnittpunkte    homo- 
loger Elemente   neue  Büschel  vierter   Ordnung  von  der 
Eigenschaft,  daes  sich  ihre  Curven  unendlich  oft  so  zn 
neuen   Büscheln    ordnen,    dass  in  jedem  derselben   aus 
jedem  der  ersten  Büschel  eine  Cnrve  vorkommt. 
Beweis  wie  in  28. 
Folgerungen.     (Vergl.  28*.;  etc.) 

»>  Schneiden  die  Cnrven  eines  Busch  eis  vi  erler  Ordnnag 
eine  Curve  dritter  Ordnung  und  man  legt  durch  dir 
Schnittpnnktsgruppen  und  zwei  feste  Pnnkte  andere 
Curven  dritter  Ordnung,  so  bilden  diese  ^in  Büschel, 
b)  Schneiden  sich  je  zwei  homologe  Curven  zweier  pro- 
jectivischen  ISUschel  vierter  Ordnung  in  zwölf  Tunk- 
ten derselben  Curve  dritter  Ordnung,  eo  treffen  sich 
Jie  Geraden,  auf  denen  sie  sich  ausserdem  schneiden, 
in  einem  Punkte. 
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Folgt  ans  39. 

c)  Sebneiden  dieCarven  eines  Büechols  vierter  Oidonng 
einen  Kegelschnitt  und    man    leg^  dnrcb  die  Sohnitt- 
ponktagrnppen  nnd  sechs  feste  Pankte  andere  Ca rven 
vierter  Ordnnng,  so  bilden  diese  ancb  ein  Bfiscbel. 
<t)  Scbneiden   eich  j«  zwei  bomoluge  Gnrven  zweier  pro- 
jectiTiBchen  Bflschet   vierter  Ordnnng  in  acht  Punk- 
ten   desselben    Kegelscbnittes,    so    treffen   aicb    die 
Kegelschnitte,  anf  denen  sie  sich  aasBerdeni  schnei- 
den, in  denselben  vier  Funkten. 
e)  Legt    man    dnicb   vier   Grundpunkte    eines    BUscbels 
vierter  Ordnung  einen  Kegelschnitt  S*  und  durch  die 
Schnittpnnktsgruppen  und  einen  festen  Punkt  ^  Ke- 
gelschnitte, so  bilden  diese  ein  BHscbel. 
Dies   folgt  uumittelbat  aus  b),   wenn  man  jeden  der  letzten  Kegel- 
schnitte  in   Verbindung   mit   einem   festen,    durch   die   vier  genannten 
Gmndpnnkte  gelegten  Kegelabhnitt  als  eine  Cnrve  vierter  Ordnung  be- 
trachtet. 
40;  o^  Haben  zwei  pi^ojectiviscbe  Büschel  vierter  Ordnung 
zwölf  Gruudpnnkte,-   die   auf  einer  Curve   K*   dritter 
Ordnung  liegen,   gemein  und  entsprechen  sich  dabei 
diejenigen    Cnrven,   von    denen   f   ein   Bestandtheil 
ist,   so  ist  der  Ort  der  Schnittpunkte  homologer  Cnr- 
ven  eine  Cnrve  i*  fünfter  Ordnung.     Je   zwei  homo- 
loge   Cnrven    schneiden    sich    in    vier  Punkten    einer 
Geraden  und  alle  diese  Geraden  treffen  sich  in  einem 
Punkte  von  £^ 
Der  Beweis  wird,  wie  in  22,   mit  Hilfe  von  37  und  38^7  geführt 
i  nnd  t)  Analoge  SXtze,  wenn  die  projectivischeu  Büsclrel  vierter  Ord- 
nung   acht   Grundpunkte    eines  Kegelscbnittes    oder    vier   einer 
Geraden  gemein  haben. 
Ersetzt  man  in  37  und  39  das  eine  BUschel  vierter  Ordnung  durch 
em  BUschel    erster  Ordnnng  und  eine  Curve  dritter  Ordnnng,   so  folgt: 

41.  Zwei  projectivisehe  BUschel  vierler  nnd  erster  Ord- 
nung erzeugen  eine  Curve  fünfter  Ordnung. 

42.  Ist  «ine  Curve  A'*.  fünfter  Ordnnng  durch  ein  Büschel 
vierter  .Ordnung  und  ein  projectivtsches  Büschel  (S) 
erster  Ordnung  erzeugt  und- legt  man  durch  die  Schnitt - 
punktsgruppen  der  Strahlen  von  (S)  mit  £^  und  durch 
zehn  feste  Punkte  von  6:^  Cnrven  vierter  Ordnnng,  so 
bilden  diese  ein  Büschel,  dessen  übrige  Grundpunkte 
auf  f»  liegen. 
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Der  letzte  Satz  ISsst  sich  anch  anf  folgende  Art  beweiseD.     Es  aei 
Ä"*  durch  die  projecti  vis  eben  Bftschel  («o*  ",*  "j*  ■■)  ^^^  ^fonfliffi---)  ^^' 
zeugt.     Die  Ornndpankte  des  ersten^D  seien  .4, . . .  /^^^\  je  zwei  homologe 
Curven  schneiden  sich  in   B^C^O^E^,  BiCjßiE,,   B^C^D^E^,  ....     Durch 
A^    ..  Ag    ist   eine   Cttrve   A^  dritter  Ordnung  bestimmt;    es  sei  Cjt   ein 
Schnittpunkt    dieser   Cnrve   mit   A^.      Dann    legen  wir  durch  P^C^D^E^, 
resp.   BjCjDfE^    und    die    zehn  Punkte  A^...AgC!,   zwei  Curren    1^*  und 
1/  vierter  Ordnung.      Diese  bestimmen  ein  BUechel,   von  welchem  eine 
Curve    1*1  durch  B^  geht.     Da  V  »nd  *„*,    sowie  1,*  and  x,*  sich  in  je 
vier  Punkten  einer  Gieraden  schneiden,  so  liegen  ihre  übrigen  Schnittpunkte 
anf  A\     Deslislb  mdesen  nach  39a)  sich  auch  i*,  und  x',  und  flberhanpt 
die  Cnrven    der  Büschel  («*...)   und  (4*...)  paarweise  auf  A^  schneiden. 
Dadnrch  aber  sind  diese  Btlarhel  projectiviscb  so  auf  einander  bezogen, 
dass  sie  eine  Curve  fünfter  Ordnung  erzengen.     Die  Scbnitlpnnkfe  homo- 
loger  Curven    liegen    auf  Greraden,    die   ein   zu   beiden    Gurvenbüscbeln 
projectiviscb  es    Strahlenbüschel    bilden    (vergl.   39''^),    in    welchem    den 
Strahlen   ga9y9x   die  Curven  x^**,*!!*,,  und.  A/A,*i*i  entsprechen.     Daher 
müssen    sich    irgend   zwei    entsprechende    Cnrven    x*„    und    1*„   anf  dem 
Strahle  gm  schneiden,  welcher  der  Cuive  %*„  in  der  ursprünglichen  Pro- 
jectivität  der  Büschel  (k*...)  und  (S)  entsprii;ht,  d.  h.  die  Cnrve  A'^kann 
anch   durch   die  projectivischen  Büschel  (1*...)  und  (S)  erzeugt  werden. 
Von  den  Gmndpunkten  des  ersten  ist  C^  beliebig  auf  K^  gewählt.     Anf 
dieselbe  Art  kann  man  noch  A^.,.A^  dnrch  neun  beliebige  Punkte  von 
K^  ersetzen. 
43.  Ist  X  ein    beliebiger  Punkt  von  K^  und  legt  man  durch 
die  Schnittpunktsgruppen    der  Strahlen    von  (.V)  mit  K^ 
und    durch    zehn    feste    Funkte    von    K^   Curven    vierler 
Ordnung,   so    treffen  sich  dieselben  noch  in  vier  Punk- 
ten von  K''. 
Beweis  wie  in  26, 

Mit    Hilfe    dieses   Satzes   und    einer  Steiner'schen  Verwandtschaft 
IKast  sieb  der  Satz  35''^  (die  Umkebrnng  von   1)  beweisen. 
Die  projectivi sehen  KegelschnittbUschel 

(ABCn)U„*...\  und  (ffFC/7)|V-.-t 
erzeugen  din  Ourve  A**.     Man  nehme  ABC  zu  Hnnptpunktnn  einer  Stei- 
ner'schen Verwandtschaft,  so  entsprechen  den  Kegolschnittb  lisch  ein  zwei 
prnjectivische  Hdacliel  erster  und  vierter  Ordnung 

S)(*o--.)  und  (^^/?»t'»egiSö)iv---t.  . 

welche  ein«  Curve  fi^  mit  den  drei  Doppelpunkten  ^/?/,' erzengcn.  Durch 
einen  beliebigen  Punkt  @  von  9^  lege  man  eine  Gerade  und  durch  deren 
vier  Schnittpunkte  mit  fi''  und  einen  festen  Punkt  S0t  eine  Cnrve  St*  vi"- 
ter  Ordnung,  welche  ABC  zn  Doppelpunkten  hat  nnd  jene  noch  in  ^tO^K 
trifft.     Dann  lüsat  sich  Sfi  durch  die  projectivi  scheu  Büschel 
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(®)  und  {A*B'CWldiO^), 
also  K*  darcb  die  verwaiidteii 

{ABCS)  nnd  (M^QR) 
»weiter  Ordnung  erzengen.     Anf  gleiche  Art  gelangt  man,  wenn  5'S"S" 
drei  ganz  beliebige  Punkte  von  £*  sind,  zu  zwei  projecti vischen  Kegel- 
schniUbteheln  fsSS-S")  ,nd  («■A'f'V), 

die  Ä"*  erzBugsn  und  bei  denen  SffS"S"'M'  beliebig  sind. 
44.  a)  Anfgabe.     Gegeben    seien  die  Funkte  ^, ...  ^^gß, . . .  0^5;    man 
soll  vier   Punkte    X^...  X^  finden ,    so    dass    das   BUscbel   vierter 
Ordnung     {j^...A^^X^...X^)\B^...B^\XS(B,...  B^). 
Unrch   SB^B^B^I}^  ist   ein    Kegelschnitt  @^   bestimmt;    wir   iiebm<ui 
A^...  A^^B^    nnd    A^    ..A^^B^    zu    Grundpunkten    zweier   Büschel    vierter' 
Ordnung,    deren   übrige    Gmndpnnkte    B'^B'\Jl"\    und    B'^B'\^'\  sein 
mögen,  nnd  ordnen  die  durch   If^B^B^,    resp.   B^B^B^  gehenden  Carven 
derselben  den  Strahlen  SB^,  SSg,  SB^,  resp.  .Sß,,  SBg,  SB^  au.     Darauf 
bestimmen  wir  die  Curven  jener  Büschel,  welche  den  Strahlen  Sßj,  resp, 
SBg  entsprechen.     Dann  ist 
{A^...A^^B^B'^B■'^B'■\)\B^B^ß^B^\y;^{J,...A,^B,B'tß",B"\)\B^ß^ß^ß^^ 

'/{SiB^B^B^Bt). 
Der  Ort  der  Schnittpunkte  der  homologen  Curven  der  beiden  Büschel 
vierter  Ordnung  ist  eine  Curve  A*  achter  Ordnung,  welche  Aj...Aj^  zu 
'  Doppelpunkten  hat  und  durch  B,B^ßsBiB'^e^\B'-^ß'^Bl■\B"'g  gebt.  In 
gleicher  Weise  finden  wir  eine  Carve  S^^  achter  Ordnung  als  Ort  der 
Schnittpunkte  homologer  Curven  der  projecti  viseben  Büschel  vierter  Ord- 

"""*  (^, ...  ,Jij£,  B',  li'\  ß"\)\BiB^BtB^\ 

die  beide  zum  Büschel  S(  ß,  B^  B^  B^)  in  projectiviecher  Beziehung  stehen. 
Die  Curven  X*  und  A*,^  haben  die  zwölf  Funkte  Ai-.-Aj^  zn  Doppel- 
punkten und  schneiden  sich  ausserdem  in  ß,  ß",  ß",  ß*", ,  B^B'^B^'^B^'^, 
ßj  B'j  B'\  ß"'j,  wenn  die  letzten  drei  Punkte  die  Schnittpunkte  der  durch 
ßg  gehenden  Curven  sind.  Dies  sind  im  Ganzen  60  Schnittpunkte;  die 
übrigen  vier  Schnittpunkte  sind  die  gesuchten  Punkte  X^X^X^X^. 

b)  Aufgabe.     Gegeben   sind  die  Punkte  ^,  ...  ^„  ß^ ...  0,5;    man 
soll    fünf  Punkte   X^...X^  finden,    so    dass   das  Büschel  vierter 
Ordnung  (,<j ...  .rf„  J*, .. .  AJ  |  ß, ...  Ä,l /\  S(ßi ...  ß,)  ist 
Nach  der  vorigen  Aufgabe  findet  man 
( Jj  . . .  A^^  B,  B\  ß",  ß"\  ß"",)  \B^B^B^ß^B^\J{  S{B^B^B^  Ä.  ßg) , 
{-*,..,  ^1,  ßj  ß'j  B'j  ß"'g  ß'"g)  [ß,  ßjjB^ßsß«}  ÄS(ßj^B4ßjßJ. 
Man    beMtimme  die  beiden  Curven,   welche  den  Strahlen  Sß,i  resp.  SB^ 
eDtsprechen,  nnd  hat  dann 
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(-<,...  <4„ßj  ...  B"-\)tBiB,BgB^B^B,ii  A  (-^i  •■-  ^n^»  ■■■  ß""i.)*A  -■  ^1- 
Beide  Bdschet  erseagen  eine  Garve  achter  Ordnung,  anf  welchei 
X^...X^  liegen  müssen.  Die  durch  Z>i  gehenden  Cnrveu  schneiden  sich 
in  vier  Punkten  P^O^M^Si,  welche  mit  .f,'...^g^,...^„  in  einer  Cnnre 
Tietter  Ordnung  liegen  mässen,  und  die  durch  B^  gehenden  purven 
schneiden  sich  in  P^Q^N^S^,  die  gleichfalls  mit  Xj...X^Ai...  A^^  auf 
einer  Cnrre  vierter  Ordonng  liegen  mtiBsen.  In  gleicher  Weise  findet 
man  zwei  Bäschel  vierter  Ordnung 

{A,...  J„  B,  ß-,  ß"^  ß-'\  f'\)  {B,B,B,B,B^B,i 

Diese  erzeugen  auch  eine  Gurre  ^,^  auf  welcher  ^,.,..f£  liegen  müssen. 
Die  durch  Bj^,  resp-  B^  gehenden  Gurven  mfigen  sich  schneiden  io 
P\g',Ii^,S\,  resp.  P'jP'jfi'jS'j,  dann  mttssen  dioae  Punkte  anf  aolcfaen 
Gurven  vierter  Ordnung  liegen,  welche  durch  X^.,.  X^i1^...Jl^^  gehen. 
Daher  findet  man  die  gesuchten  Punkte  Xj...X^  als  Schnittpunkte  zweier 
Curven  vierter  Ordnung,  welche  durch  die  Punkte 

A^  ...  A^^P^Q^It^S^P\Q',R^^S'^  und  A^...  A^^P^Q^R^SJt•\(/^l^,S', 
hestimmt  sind. 

Man  vergl.  über  diese  Anfl9suag:  „Kortnm,  Aufgaben  dritten  nnd 
vierten  Grades", 

c)  Aufgabe.  Gegeben  sind  die  Punkte  'if ...  A^^B^ ...  B^S;  man 
soll  sechs  Pnpkte  Xj,..Xg  finden,  so  dass  die  Büschel  vierter, 
und  erster  Ordnung 

{A^.,.A^^X,...Xe)lB,...Bgi  und  S(B,  ...fi,) 
in  projectivischer  Beziehung  sich  befinden. 
Mittelst  der  vorigen  Aufgabe  findet  man 

(^,...J„S.ö'i--ß|"")(  B.    ...&,B^iAS(  B,    ...B,B^), 

Man  sncbe  in  beiden  BUaeheln  die  den  Strahlen  SB^,  reap.  SB^  enl- 
sprechenden  Curven  und  erhalt  dadurch  zwei  dem  Bfisehel  S{B,...B^ 
und  daher  sich  selbst  projectivtsche  Büschel  vierter  Ordnung,  welche  eins 
Cnrve  K^  mit  den  Doppetpnnkten  A^...Ai^  erzeugen,  anf  der  X,...S( 
liegen.  —  Legt  man  durch  die  Schnittpunkte  zweier  homologen  CarVen 
und  durch  A^...Ai^  irgend  eine  Cnrve  vierter  Ordnung,  so  beetimmeD 
ihre  Schnittponkle  mit  Ä*  und  die  Punkte  A^...A^g  die  GrundpnnkW 
eines  zum  Büschel  (5)  projecti vischen  Büschels  vierter  Ordnung,  welche« 
mit  diesem  eine  Cnrve  fünfter  Ordnung  durch  die  19  Punkte 

<*!■■■  A^^B^  ...  BgS 
erzengt.     Die  auf  diese  Art  erhaltenen   Curven   fünfter  Ord- 
nung,  welche  durch   dieselben   Id  Pnnkte  gehen,  schneiden 
K'    in  denselben   Punkten.     Oder:    Durch  die  Schnittpunkts 
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iweier  CtiTv«ii  fünfter  Ordnung  Iksbod  sieb  unendlich  viele 
solcher  Cnrven  legen. 

Die  durch  B,  and  ß,  gebenden  Curven  der  Bttschel  vierter  OrdnuDg, 
welche  A'^  erzeugen,  schneiden  aich  nücb  id  Pi^iR^S^Tiaad  P^Q^lt^S^T^. 

la  gleicher  Weiee  suche  man 

{^....4ioBt^.---ft'*')tß,ß,...ß,B»IÄS(BiÄ,...B,ß,), 
ferner  die   den  Strahlen  SB^   und  SS,  entsprechenden  Cnrven,  so  wird 

C^,...Ai»)ia,-.s,^lÄ(-<,...W»)l«,...AA.I- 

Beide  Büschel  erzengen  eine  Curve  iC^\  auf  der  Aj...A'g  liegen.  Die 
dnrch  B,  und  B,  gehenden  Cnrven  treffen  sich  noch  in  P\  Q\  ^,  S\  T\ 
nud  f'jö'jfi'jS'jr'j,  Man  findet  dann  die  gesuchten  Punkte  X^^...X^ 
&b  Durchschnitte  zweier  Curven  vierter  Ordnung,  welche  dnrch  die 
Punkte 

A^...  ^,0  /»,  P,  R^  S,  T^  P^  Q\  Ä^,  S^  T\ 
Qud 

hindurchgehen. 

Hieraus  folgt  in  Verbindung  mit  43 : 

45.  a)  Unrcb    20   Punkte    Usst   sich    vermittelst   zweier  Bü- 

schel   erster    und    vierter    Ordnung    nur    eine    Curve 
fünfter  Ordnung  legen. 
b)  Von   den  unendlich   vielen  Cnrven   fünfter  Ordnung, 
welche   durch  19  Punkte  gehen,   geht  nur  eine  durch 
einen  ewanzigsten. 

46.  a)  Aufgabe.     Gegeben  seien  die  Punkte  .^^ ...  .i^B, ...  BgS, ...  5^; 

man  soll  zwei  Punkte  XjJl^  finden,  so  daes  die  Büschel  dritter 

und  zweiter  Ordnung 

iA,...AjX,Ä^)lB,...B^\  und  (S, ...  S,)  (B»  ...  B^) 

sich  in  projectiviacber  Beziehung  befinden. 
A^  Aufgabe.     Gegeben  seien  die  Punkte  .4,  ...^gß, ...  ß,Sj  ...S,; 

man  soll  drei  Punkte  A*, ^,A',  finden,  so  dass  die  Büschel  dritter 

uüd  zweiter  Ordnung 

{A^...A^X^X,X;}^B^...B,)  und   (S, ...  S,>|B,  ...ß,| 

in  projectivischer  Beziehung  aich  befinden, 
cj  Aufgabe.     Gegeben  seien  die  Punkte  ^, ...  .^jB, ...  B^Sj ...  S^j 

man   soll  vier  Funkte  X^X^XfX^  finden,   so  dass   die  Büschel 

dritter  und  eweiter  Ordnang 

(A^...Af^Xi...X^)[Bj...Bg\   und  (S,  ...SJ(B, ...  B^) 

in  projectivischer  Beziehung  sich  befinden, 
rf)  Aufgabe.     Gegeben  seien  die  Punkte  li^...  A,B^...B^^S^...S^l 

man  soll  ^,  ...JT,  so  beatimmea,  dass  CjOO'^Ic 
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(J,...J,X,...X^){B,...B,,\-r\i^-S,)[B,...B,^]. 
e)  Aufgabe.     Gegeben    aind    die  Punkte  AyA^A^R^...h^S^^...&^\ 
man  soll  die  sechs  Pnnkte  X^...X^  so  bestimmen,  dass 

Man  löst  die  l<^tzten  fünf  Aafgaben  wie  die  vorbergeb enden. 

47.  Die  durch  projectiviecbe  Büschel  vierter  und  erster  Ordnung  er- 
zeugten Curven  fünfter  Ordnung  können  zerfallen  in  wne  Corve 
erster  und  vierter  Ordnung  oder  zweiter  und  dritter  Ordnung. 

Ist  K''  eine  Curve  fünfter  Ordnnng,  welcbe  dnrcb  zwei  projecti- 
viscbe  Büschel  vierter  und  erster  Ordnung  erzeugt  ist ,  so  lege  man  durch 
vier  beliebig«  Paukte  AfiCD  zwei  Kegelschnitte  «*  und  1*,  welche  i^ 
noch  in  A^ ...  A^  and  B^ ...  B^  schneiden.  Durch  A^ ...  A^  und  dr^i  Pnnkle 
CjCjC,  von  Ä'''  lege  man  eine  Curve  i^  dritter  Ordnung  und  betrachte 
(1*1^)  auch  als  eine  Curve  fünfter  Ordnung,  so  .lassen  sieb  durch  die 
Schnittpunkte  von  K^  and  (l'A^)  nach  dem  Satze  in  i\c)  unendlich  viele 
Curven  ffiufter  Ordnung  legen.  Die  eine  derselben  besteht  aus  *•*  and 
einer  Curve  x^  dritter  Ordnung,  welche  dabei  i^  ausser  in  ti^C^C^  noch 
in  sechs  Punkten  C^...  C^  schneiden  muss.  LSsst  man  Alles  fest  bis  auf 
den  Kegelschnitt  l^,  so  Sadert  sich,  während  dieser  das  Büschel  {aBCD) 
darcbUuft,  auch  x^,  welche  Curve  das  Büschel  (C^, ...  Cg)  darcblänft.  Die 
Curven  der  Büschel  (i*---)  und  (**...)  schneiden  sich  daher  stets  aufÄ' 
und  es  folgt: 

Ist  eine  Curve  i'*  fünfter  Ordnung  durch  »wei  projecti- 
viuche  Büschel  vierter  und  erster  Ordnung  erzengt,  so  kann 
sie  auf  unzählige  Arten  durch  zwei  Büschel  zweiter  und 
dritter  Ordnung  erzeugt  werden.  Von  den  Gruudpnnkten 
sind  die  desBüschels  zweiter  Ordnung  und  drei  des  Bttscbels 
dritter  Ordnung  beliebig  auf  der  Curve  zu  w&blen. 

48.  Eine  Curve  K''  sei,  durch  zwei  projectivische  Büschel  fünfter  und 
erster  Ordnung  erzeugt.  Dann  leiten  wir  mit  Hilfe  derselben  Me- 
thoden den  Satz  ab: 

u)  Legt  man  durch  einen  Punkt  5  von  K'  einen  variablen 
Strahl  a',  welcher  A'»  in  fünf  Punkten  schneidet,  und 
durch  diese  und  15  feste  Punkte  von  K*  eine  Curve  X* 
fünfter  Ordnung,  so  durchlftuft  dieselbe  die  Curven 
eines  Büschels  fünfter  Ordnung,  dessen  sKmmtlicbe 
Grnndpunkte  auf  K^  liegen. 
b)  Jeder  Kegelschnitt  K*  wird  von  K^  in  zwölf  Punkten 

geschnitten. 

Fünf  Schnittpunkte   seien    A^.,.A^B,      Man   erzeuge  A'*  durch   die 

projectivischen  Büschel  fUnfter  und  erster  Ordnung  [A^...A^...')  uud  (fi). 

J<!iic  Curve  dpH  ersten  schneidet  Ü^  in  sechs  Punkten.     Dnrcb  diese  und 

drei   feste   Punkte  legen   wir  Curven   dritter  Ordnung,  die  ein  Büschel 
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bilden   un<l    projecdvisch    auf  (B)  bezogen  sind.     Beide  erzeugen   eine 
Cnrve  vierter  Ordnung,  welche  H'  in  acht  Pnnkten  schneidet. 
Hieraus  folgt,  wie  in  47: 

c)  Die  CuTve  K^  kann  anf  unzählige  Arten  durch  zwei 
proj  eotivische  Bflschel  zweiter  und  vierter  Ordnung 
erzengt  werden, 

d)  Die  Cnrve  S*  wird  von  einer  beliebigen  Carve  dritter 
Ordnung  ^'  in  18  Funkten  geschnitten. 

Es  seien  ABCD  vier  Schnittpunkte  von  K^  und  K^.  Wir  denken 
K^  erzengt  durch  ein  KegelacbnittbUscl)el  (.^  £L'i))  und  ein  projecüvischeB 
BQschel  vierter  Ordnung.  Die  Kegelschnitte  von  {ABCD)  treffen  K^  in 
je  zwei  Punkten ,  deren  Verbindungslinien  sich  in  einem  Punkte  E  von 
K^  sehneiden  und  ein  zu  i^ABCD)  projeotivisches  Büschel  (£)  bilden. 
Dieses  erzeugt  mit  dem  Büschel  vierter  Ordnung  eine  Curve  fünfter  Ord- 
nung, welche  H*  in  15  Funkten  schneidet,  die  bis  auf  B  gleichzeitig 
Schnittpunkte  von  K^  und  IP  sind. 

Wie  in  44)  folgt: 

e)  Durch  26  Punkte  lassen  sich  unendlich  viele  Curven 
sechster  Ordnung  mittelst  projectivischer  Bttschel 
fünfter  und  erster  oder  vierter  und  zweiter  Ordnung 
legen,  Dnrch  die  Schnittpunkte  zweier  von  ihnen 
gehen  alle  Übrigen. 

0  Durch  27  Punkte  Usst  sich  vermittelst  projectivischer 
Büschel    fünfter   und   erster   oder  vierter  and  zweiter 
Ordnung  nur  eine  Curve  sechster  Ordnung  legen. 
g)  Alle  CuTven  sechster  Ordnung,  welche  durch  ]7^unkte 
einer    Curve  B^   dritter  Ordnung   gelegt   werden    köii- 
nen,  treffen  diese  noch  in  einem  festen   18.  Punkte. 
Man  nehme  auaserbalb  A'^  beliebige  neun  Punkte,  su  bestimmen  sie 
mit  jenen  17  die  Gmudponkte  eines  Büecbels  sechster  Ordnung.     Da  zu 
den  Carveu   desselben   auch  diejenige  gehört,    welche  aus  K^  und   der 
Curve  X^  besteht,  welche  durch  die  angenommenen  nenn  Punkte  gelegt 
werden  kann,  so  ist  der  Satz  bewiesen: 

A)  Wenn    zwei  Curven  k^   und  Ä",*  sechster  Ordnung,    die 

mittelst    projectivischer    Büschel    fünfter    und    erster 

oder  vierter  und  zweiter  Ordnung  erzeugt  sind,  sich 

in  18  Punkten  einer  OnrveA'^  schneiden,  so  liegen  ihre 

übrigen   Schnittpunkte  auch  auf  einer  Cnrve  dritter 

Ordnung.  • 

Eine    auf  die  genannte  Art  erzeugte  Cnrve  sechster  Ordnung  kann 

zerfallen    in  zwei  Curven  dritter  Ordnung.     Man  betrachte  A^  und  eine 

beliebige    Curve  X'*   dritter  Ordnung   als    ein«  Curve    sechster   Ordnung, 

dann  lassen  sich  durch  die  Schnittpunkte  von  A"  und  (A'A'^)  unendlich 
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viele  Catven    sechster  Ordnung  legen.     Da  es  aber  durch  18  Punkte 
ebensoviele  Curven  sechster  Ordnung  giebt,  als  CnrreD  dritter  OidnuDg 
in  einer  Ebene  (nämlich  <x?) ,  so  muss  unter  ihnen  auch  A"^^  yorkommen. 
t>  Die  Curve  A**,   welche  durch   zwei  projectiviscfae  Bü- 
schel fünfter  und  erster  oder  vierter  und  zweiter  Ord- 
nung   erzengt    ist,    kann    auf    unzählige   Arten   dnreb 
zwei  projectivische  Büschel  dritter  Ordnung  erseugt 
werden. 
Wir  nehmen  auf  H*  sieben  beliebige  feste  Punkte  Ji  —  jIj  und  einen 
beliebigen   achten  M^  variabel   und  betrachten   .J,  ....4g  als  Basis  eines 
Büschels  dritter  Ordnung,  dessen  neunter  Gmndpnnkt  4^  sein  mag. 

Wenn  4^  die  Cnrve  K^  durchläuft,  so  durchläuft  A^  (vgl.  Crello'g 
Journal  Jobi^.  1S73,  „Bemerkung  zn  der  Geiser'schen  Abhandlung", 
von  Milinowski)  eine  Curve  S.  Diese  schneidet  £".  Dadurch  erhält 
man  susammen gehörige  Punkte  4^  und  .^^  und  als»  anf  K*  die  Baeis 
eines  Büschels  dritter  Ordnung. 

Durch  Jj ...  Ag  legen  wir  zwei  Curven  i**  und  i*,'  dritter  Ordnung, 
welche  A'^  noch  tn  Bj...ßg  und  C^,..C^  schneiden.  Dann  lassen  sich 
wegen  e)  und  g)  durch  die  27  Punkte  A^  ...A^By ...  flgC, ...  C.  nnendlich 
viele  Curven  sechster  Ordnung  legen,  die  K^  wegen  h)  noch  in  nenn_ 
Funkten  Xy,..X^  schneiden,  welche  sowohl  mit  B^...Bf  auf  einer  fl", 
als  mit  C^  ...Cg  auf  einer  Curve  C  liegen.  Daraus  folgt,  dass  X^,..  X^ 
Grundpunkte  eines  BHschelB  dritter  Ordnung  sind.  Jede  durch  X^.-.X^ 
gelegte  Cui-ve  dritter  Ordnung  mnss  A*  noch  in  solchen  neun  Punkten 
Z, . . ,  Zg  schneiden ,  welche  mit  Aj...A^  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung 
liegen.  « 

Daher  kann  A'  durch  die  Büschel  dritter  Ordnung  (Jj..,Ag)  und 
(A", , . ,  X^  erzeugt  werden. 

Von   den  Grnndpnnkten   sind  J^.,.Aj  und  einer  der  nean 
Punkte  X  beliebig. 
49.  Wenn  wir  die  angewendeten  Methoden  weiter  benutzen,  so  gelangen 
wir  zu  analogen  Batzen  über  Curven  höherer  Ordnungen  nnd  kön- 
nen schliesslich  folgende  ganz  allgemeinen  Sätze  aufstellen: 
a)  Wenn   eine  Cnrve  C"  n^"  Ordnung  durch  zwei  projec- 
tivische Büschel  erster  und  (n  -l)'"  Ordnung  erzengt 
ist  und  man  legt  durch  einen  beliebigen  Funkt  X  von 
6'»  einen  variablen  Strahl  x,  welcher  f"  in  «~1  Punk- 
ton schneidet,   duri^  diese  und  ^ — ^  feste  Punkte 

von  C"  Curven  {h  — 1)'"  Ordnung,  so  bilden  diese  ein 
Büschel,  dessen  Grundpunkte  auf  A'°  liegen. 
h)  Diese  Curve  A>  kann  auch  anf  nnzählige  Arten  durch 
zwei    projectivische    Büschel    zweiter    and    (n  — 2)"' 


■   Ordnung  oder  dritter  nnd  (n  — 3)**"  Ordnung  erzeugt 
werden, 

c)  Sie  ist  durch  "  ^"^    '   Punkte  bestimmt. 

Daea  man  den  Satz  b)  nicht  eiweitern  und  also  nicht  beweisen  kann, 
dass  t'"  durch  zwei  projectiviscbe  Bttschel  x*"  nnd  {«  —  «)'•'  Ordnung 
erzengt  werden  kann,  wenn  x>3  ist,  liegt  daran,  dase  man  die  An- 
zahl der  Schnittpunkte  von  Cnrven  höherer  als  der  dritten  Ordnung  mit 
Cnrven  hSberer  als  der  vierten  Ordnung  nicht  bestimmen  kann. 


n. 

Folftreigenaeliaften. 

60.  Auf  einer  Cure  C*  nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  A  an  und 

legen    durch  j4   die  Strahlen  an^...,   von    denen  jeder  C*  noch  in 

drei  Punkten  schneidet.     Durch  je  drei  solcher  Schnittpunkte  und 

sechs    feste  Punkte    von  C*  denken    wir  uns   die    Cnrven   tt^n,'... 

gelegt,  so  müssen  diefle  ein  Bttschel  bilden,  welches  mit  j^(aaj  .,.) 

in  projectivischer  Beziehung  sich  befindet. 

Sind    R*«!*...    die    coniechen  Polaren   von  j4    nach    a^Oj',,.,    so   ist 

auch  (uaj...)J{{ii'a,* ...).    Diese  beiden  Büschel  erzeugen  eine  Cnrve  ^^ 

dritter  Ordnung,   die  erste  Polare  von  A  nach  O.     Sie  berührt  C* 

in  A,   wie  sich  unmittelbar  aus  ihrer  Entstehung  ergiebt.     Auf  dieselbe 

Art  constmiren  wir  in  jedem  Punkte  von  C*  die  erste  Polare  desselben. 

Schneidet  eine  Gerade  g  die  C*  in  ABCD,  so  schneiden  sich  die  ersten 

Polarea  A^B^C^D'  dieser  vier  Punkte   in  neun  Punkten.      Denn  ist  P 

ein  Schnittpunkt  von  A^  nnd  £^   so  treffen  die  Geraden  AP,  BP,  CP, 

DP  die  Curve  C»  in  zwBlf  Punkten  ^,^,^jB,B,flj6',(?jCgi), J)jj!>,,   die 

auf  einer  Curve  Ä"'  dritter  Ordnung  Hegen.     Die  Gerade  AP  gehfirt  zu 

den  Geraden   u ...   nnd  P  ist  daher    einer   der  Punkte,    in    welchen    die 

coniache  Polare,    welche   dem  Strahl  AP  homolog  ist,    diesen  schneidet. 

Daher  muss  die  gerade  Polarä  von  P  nach  der  Curve  ans'  dein  Büschel 

t^,..,   welche   durch  A^A^A^   geht,    und    daher  anch  nach  K*,    durch  A 

gehen.     Indem  man  auf  gleiche  Art  schliesst,  dass  die  gerade  Polare  von 

P  nach  H^  auch  durch  B  gehen  muss,  dass  also  AB  die  gerade  Polare 

von  P  nach  K^  ist,  so  folgt  umgekehrt,  dass  die  conischen  Polarep  von 

C  nnd  D  nach  A*^  auch  durch  P  geben  mUssen,  und  dann  weiter,  dass 

sich  in  P  die  Cnrven  A^B^C^Ifi  schneiden,  und  weiter  folgt  dann,  dass 

diese  vier  Curven  alle  Schnittpunkte  gemein  haben. 

51.  Hat   C*   einen   Doppelpunkt,    so   geht    die   erste   Polare 

eines  beliebigen  Punktes  von  C*  durch  denselben. 
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lat  «d  derjenigß  Strahl  des  Bflschels  {/i) ,  welcher  darch  den  Doppel- 
punkt geht,  80  mnas  die  ihm  entsprechende  Curve  0^4  ihn  im  Doppel- 
punkte  berühren  nad   daher  geht  auch  die   coutBche  Polare  a'j  von  ji 
nach  a^4  durch  den  Doppelpunkt  hindurch.     Da  sieb  also  aj  und  a*a  im 
Doppelpunkt«  schneiden,  so  ist  dieser  ein  Funkt  von  ji^. 
52.  Besteht  C*  ans  einer  CarveC"  dritter  Ordnung  und  einer 
Geraden  g,  so   zerfüllt  die  erste  Polaie  eines  Panktea 
j4  von  g  in  diese  Gerade  und  einen  Kegelschnitt. 
Uie   Cnrven   a^...   hahen   in    diesem   Falle   drei    ihrer  Gmndpnnkte 
auf  ;;    und   die   tthrigen   sechs,    die  auf  einem   Kegelschnitte   £*    liegen 
mDssen,  anf  C^,  and  dem  Strahl  g  von  (A)  eotcpricht  im  Bfischel  (o^-.'-} 
die  Curve  (fi',  s).     Weiter  ist  die  conische  Polare  von  A  nach  (Ä*,  ff)  ein 
Geradenpaar  {g',g].     Da  dieses  im  Kegels chnlttbüsc hei  (»'...)  dem  Strahl 
g  von  (yi)  entspricht,  so  ist  g  ein  Theil  der  ersten  Polare  von  j^. 
b3.  Besteht   C*    ans     vier   Geraden    ffiffgfjgtf^,    so    zerfällt   die 
erste  Polare  A^  eines  Punktes  A  von  g^  in  ?,  und  einen 
Kegelschnitt  %\ 
Das  Büschel   (n^...)  zerfSlIt  in   diesem  Falle  in  ein  Strahlenbiisckel 
(B),    dessen  Scheitel  auch    auf  gi  liegen  mag  und  jeder  beliebige  Punkt 
dieser  Geraden  sein   kann,    und    in    ewei    feste  Gerade  g^    und    g^.     Es 
sind  die  StrahleubiJachel  y^(ii..,}  und  B(^...)  in  projectivischer  Boüehnng 
und  perspectivischei' Lage,  weil  sie  ff^  erzeugen.    Jeder  Strahl  ^  bestimml 
mit  g^g^  eine  dreiseitige  Curve  und  die  conischen  Polaren  a'  von  A  nach 
diesen    sHmmtlichen    dreiseitigen  Gurren  bilden  ein  Bfiscbel,    von  dessen 
Grundpunkten  zwei,  M  und  N,  AutAB  liegen.     Zieht  man  von  A  nach 
(^sßi)'  welchen  Punkt  wir  J  nennen  «ollen,  die  Gerade  a  und  ist  g^g^ 
durch  aa    harmonisch  getrennt,  so  berühren  alle  a*  die  Gerade  a    in  ^. 
Dem  Strahl  AB  von  {A}  entspricht  im  Büschel  (■>*'..)  das  Geradenpaar 
{AB,a),    so    dass   also  A^    in  AB  und  einen  Kegelschnitt  %'  zerfallen 
muBs,  welcher  durch  die  drei  Schnittpunkte  von  9jffsff4  geht. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  g^  gehe  durch  ^^,  so  dass  also  die  drei  E^ken 
des  Dreiseits  g^SsS*  i°  ^34  vereinigt  sind,  so  müssen  alle  Schnittpunkte 
von  St*  mit  g^g^g^  in  ^  liegen  und  dies  ist  nur  möglich,  wenn  31*  in  ein 
Geradenpaar  zerfallt,  dessen  Scheitel  in   ^^^  liegt.     In  diesem  Falle  ent- 
spricht nämlicb  dem  Strahl  A ^  von  {A)  das  Geradenpaar  AM  und  AS^ 
so  dass  9*  in  J^  einen  Doppelpunkt  hat  und  also  ein  Geradenpaar  wird. 
Wenn  wir  endlich  noch  annehmen,  dass  auch  g^  durch  ^  geht,  so  folgt: 
54. , Besteht  C*  aus  vier  sich  in  einem  Pnnkte  schneidenden 
Geraden  ff|?j$s!74,  so   zerfKlIt   die   erste  Polaro  A^  eines 
Punktes    A    einer    derselben    in    diese   und    zwei    andere 
Geraden,  die  sich  iu  J  schneiden. 
Wenn  eine  Curve  C*  einen  dreifachen  Punkt  A^  hat,  so  kann  man 
sich  dieselbe  erzeugt  denken  durch  ein  Strahlen bttachel  A{fi...)  und  em 
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projf^ctivisches  knbiflch-mvolatorischea  Btrablenbftschel  (J^).  Die  coni- 
schen  Polaren  von  ^  nitch  den  einzelnen  Strahlen grnppen  des  involnto- 
rischen  BüBjj^ele  bilden  eine  qasdratische  Strahleninvolntion ,  welcbe  zn 
{jf)  in  projecti  vi  scher  Beziebnng  stellt  und  mit  diesem  Bäscbel  die  Cnrre 
jfi  erzeugt,  die  in   J3  einen   IJoppelpnnkt  bat.     Also: 

55.  Hat  eine  Cuive  C*  einen  drejfacben  Pnnkt,  so  hat  die 
erste  Polare  A'^  eines  Punktes  A  derselben  jenen  zam 
Doppelpunkte. 

Dieselbe  Cnrve  C*  können  wir  uns  orsengt  denken  dnrch  ein  Strahlen- 
bflschel  Jg{a...)  und  ein  projectiTiscbes  Büschel  von  Cnrven  dritter  Ord- 
nnng  (n'...),  die  J^  znm  gemeinschaftlichen  Doppelpunkt  haben.  Den 
Tangenten  ttjT,  tod  C*  in  J^  entsprechen  diejenigen  Cnrven  des  Bü- 
schels T^Tj^Tj^,  welche  C*  in  ^g  berühren.  In  dem  BHschel  conischer  Po- 
laren («'..,),  welche  aas  den  Paaren  von  Doppelpnnktstangenten  der 
Cnrven  or*...  bestehen,  sind  die  Polaren  t't,'tj*  von  J^  nach  t'ii't-j*  die  ' 
drei  Paare  von  Üoppelpanktstangenten  dieser  Cnrven,  von  denen  je  der 
eine  Theil  C*  berühren  mnss.  Da  sie  den  Geraden  t  t,  t,  entsprechen, 
so  folgt: 

56.  Die  erste  Polare  des  dreifachen  Pnnktes  ^,  besteht  ans 
den  drei  Tangenten,  die  man  in  diesem  Punkte  an  0* 
ziehen  kann. 

57.  Sind  A^  und  v^,  zwei  beliebige  Punkte  von  €*,  A^  und 
A^  ihre  ersten  Polaren,  so  fällt  die  conische  Polare  ,/4*(,i 
von  A^  nach  A^  mit  der  conisclien  Polare  ^,g  von  A^ 
nach  A^  zusammen. 

Dnrch  A^^  ziehen  wir  eine  beliebige  Gerade  g^,  welche  C*  noch  in 
BqC^J)^  schneidet,  nnd  verbinden  A,  mit  ^^  and  diesen  Pnnktea  durch 
die  Geraden  ao^o''o''o'  Diese  schneiden  C*  noch  in  acht  Punkten,  die 
auf  einer  Cnrve  C*  liegen,  welche  mit  C*  in  A^  eine  vierpunktige  Be- 
rllhrnng  bat.  Wir  betrachten  {"a^i'o^o)  nnd  (g^C^)  als  Cnrven  vierter 
Ordnung,  sie  bilden  mit  C*  ein  Büschel,  welches  von  jeder  Geraden 
dnrch  A^  sowohl,  wie  durch  A^  in  den  Pnnktgruppen  einer  kubischen 
Involution  geschnitten  wird,  weil  A^,  nnd  A^  zu  den  Grundpuukten  dieses 
Büschels  gehören.  Deshalb  treffen  die  ersten  Polarrn  von  A^,  nach  die- 
sen drei  Cnrven  jede  durch  A^  gelegte  Gerade  in  drei  Punktpaaren  einer 
qnadraliBchßn  Involution  nnd  bilden  deshalb  selbst  ein  Büschel.  (Vei^l. 
diese  Zeitschrift  Bd.  XIX,  3,  „Zur  Theorie  der  kubischen  nnd  biquadra- 
tischen  Involution".)  Diese  ersten  Polaren  nach  €*,  (''„''o''o''o)  ""^  iSaC^) 
seien  Ag\  n^  und  (ffo'n*)-  Die  Cnrve  »!(,'  besteht  aus  drei  in  A^  znsam- 
menstossenden  Geraden  [m^n^p^)  und  die  conische  Polare  -/■,„  von  Ai 
nach  /^g'  mnss  mit  der  conischen  Polaren  von  A^  nach  (g^C^)  zusammen- 
fallen nnd  deshalb  durch  die  Schnittpunkte  von  g„  und  6^  gehen.  — 
Weiter  moM  die  erste  Polare  A^'  von  /ij  nach  C*  mit  der  ersten  Polare 
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von  ^^  nach  (g^C)  b asammen fallen ,  weil  C^  and  {gaC^)  sich  auf  dm 
vier  Geraden  "o^o'^o'^o  schneiden,  und  deshalb  dnrcb  die  Schnittpunkte 
von  g^  and  C  gehen.  Die  coDische  Polare  ..^g,  von  jif,  ayb  ^i^  mau 
daher  die  coniache  Polare  von  ^g  nach  (gaCf^*)  in  denselben  beiden  Punk- 
ten von  ga  treffen,  so  dass  also  ^g,  und  A\  auf  jeder  dnrcb  ji„  geleg- 
ten Geraden  zwei  geineinsame  Punkte  haben  and  daher  soeammen  fallen. 

Dieser  Beweis  ist  schon  von  Gremona  gegeben  nnd  nnr  der  Voll- 
ständigkeit wegen  angeflibrt. 

Wenn  wir  jedem  Punkte  von  C*  seine  erste  Polare  suordnen ,  so  sind 
die  Punkte  von  C*  projectivisch  auf  ihre  ersten  Polaren  bezogen.  Schim- 
det  nun  eine  Gerade  g  die  Cnrve  in  ABCIt  and  sind  A^B'C^I^  ihre 
ersten  Polaren,  so  ist 

Einem  beliebigen  Paukte  P  von  g  entspricht  eine  Cnrve  P^  des  BOscbeb 
'  {jfiB',..).  Nennen  wir  A*B*C*D*P*  die  ersteu  Polaren  eines  beliebigen 
Punktes  Q  von  C*  nach  ^B'C^IfiP^  so  ist 

Nach  dem  vorigeu  Satze  sind  A'B'C'Ifl  auch  die  conischen  Polaren 
von  ABCD  nach  der  ersten  Polare  i^  von  Q,  also  ist  anch 
(A*B'C*JflQ>)7{{ABCI>P),  also  aach   {A^B*C*D^O')]{{A*B*<?ll*P^- 
Mithin  fallen  Q*  und  P*  zusammen. 

üarch  P  ziehen  wir  eine  andere  Gerade  g^,  welche  C*  in  AgB^C^ß^ 
schneidet.  Die  ersten  Polaren  dieser  Punkte  A^B^Ü^D^  bilden  ein 
Büschel,  in  ihm  sei  P^  diejenige  Cnrve,  so  dass 

(A^  B^  C,  fi„  P)  J{  {A^'3^>  C^»J>^>  V). 
Ganz  wie  oben  folgt  dann,  dass  die  ooaische  Polare  Q*  von  F  nach  S^ 
mit  der  conischen  Polare  P^  von  Q  nach  P^^  zusammenfällt.  Die  Stelle 
von  Q  kann  jeder  Pnnkt  von  6'*  einnehmen.  Daher  haben  P'  und  P^ 
die  Eigenschaft,  dass  die  conischen  Polaren  eiues  jeden  Pnnktes  von  C* 
nach  diesen  beiden  Cnrven  in  einen  Kegelschnitt  zusammenfallen;  des- 
halb mflssen  f^  nnd  P^  auch  zusammen  fallen  nnd  die  BUschel  {A^B'C'...) 
und  {Af,^B^'Cg'...)  haben  die  Cnrve  P'  gemeinsam,  welche  in  jedem  Bü- 
schel dem  Schnittpunkt  P  von  g  und  g^  entspricht.  Da  g^  eine  beliebige 
Gerade  dnrch  P  war,  so  folgt  allgemein: 

58.  Eine  variable  Gerade  g  dnrch  P  schneide  C*  in  ABCÜ; 
die  ersten  Polaren  dieser l'unkte,  A^B^C^lfi,  bilden  ein 
BUschel,  in  welchem  dem  Pnnkte  P  eine  bestimmte 
Cnrve  P^  entspricht,  die  also  sSmmtlicben  BUscbeln 
gemeinsam  ist,  welche  dnrch  die  Drebnng  von  g  um  P 
bervorgernfen  werden.  Wir  nennen  P*  die  erste  Polsre 
von  P  nach  C*. 

59.  Die  ersten  Polaren  aller  Pnnkte  nach  C*  bilden  ein  Netz. 
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Ea  seien  P^  und  P,  zwei  beliebige  Pankte,  />„'  nnd  P,^  ihre  eraten 
PoUren,  fj,  und  I^^^  die  conischen  Polaren  von  /"„  nach  P,*  und  von 
y,  nach  Pp*,  so  soll  gezeigt  werden,  dase  P*q[  und  /",(,  zusammen  Tal  len. 
Uie  Gerade  />oPi  schneide  C*  in  /'gPg/'^Pa;  die  ersten  Polaren  dieser 
Pankte  seien  P^' P^' ^\^ ^n^^  dann  ist,  wenn  ^og '"os ^*04 '^os  die  conischen 
Polaren  von  P^  nach  diesen  Cnrven  sind  and  /^g,  die  conische  Polare 
Ton  Pf,  nach  P^^  bt, 

(Po»  P.«  f ,«  P,' /•«'' ^s*)  Ä  ( /"oo  ^o,  n»  ^OB /"o.  ^»)- 
Femer  seien  P*oo'*io''*»o'"so''*m'*m  die  conischen  Polaren  von  Po ''i ''» 's ''» ''e 
nach  Pj',  so  ist  auch 

(P, P.  P,  Pg  P, Ps)  Ä  (^Do ^,n ^io  '*» ^'40  Z^«)- 
Da  P*gj  mit  P*^,   P*oj  mit  P^j^,   P'^  mit  P*4o,  /^^j  mit  F*f^  znsammen- 
iSIlt,  weil  PfP^P^P^  Punkte  von  C*  sind;  da  ferner 

(PoPiPsP3P4PB)Ä(Poäp,3Pj|»PgSp^3Pj8) 
ist,  so  mnss  anch 

■    e"»  f .1  -f «  ''» '»« z»«)  Ä  C».. '»,. '»»  ?■„  /»..  f „) 

sein  and   P\  mit  P'j^  znsammes fallen.     Also: 
62.  Sind  Pfl  und  Pi  zwei  gana  beliebigePunkte,  Po^and  P,'ihre 
ersten  Polaren,  so  fallen  die  conischen  Polaren  P\  von 
Pg  nach  P,8  und  P«„  von  P,  nach  Po'  in  einen  Kegelschnitt 
zusammen,   welcher  die  gemischte  conische  Polare  von 
P(,  nnd  P^  heisst. 
Jeder   Goraden   g   entspricht  das  Büschel   der    ersten  Polaren    ihrer 
Punkte;    man    nennt   die   nenn  Schnittpunkte   dieser  ersten  Po-' 
laren    die   Pole    von    g    nnd   g    die   letzte    oder  gerade   Polare 
eines  jeden  dieser  nenn  Schnittpunkte  bezüglich  C*. 

Ein  Punkt  P^    liege  auf  der  letzten  Polare  p^  von  P,,  nach  seiner 
kubischen  Polare  Pg',   dann   muss  Pf,  auf  der  coniacben  Polare  P*,(,  von 
Pi  nach  Pg"  liegen.      Diese   fällt   aber   nach    dem   letzten  Satze   mit  der 
couiscben  Polare  P^g,  von  Pq  nach  der  kubischen  Polare  Pj'  von  Pj  zu* 
sammen  und   daher  liegt  Pg  auf  seiner  conischen  Polare  P^g,  nach  P,", 
muss  also  der  Beruh rungep unkt  dieser  beiden  Curven  sein,  so  dass  also 
die    kubische  Polare  von    P,    durch  Po  gebt.      Aendert  sich  P,    auf  Poo' 
so  Sndern  sich  anch  seine  kubischen  Polaren ,  geben  aber  sfimmtlicb  durch 
Pq  und  bilden  daher  ein  BUachel,  so  dass  also  Poo  ^'^  gerade  Polare  von 
Po  nach  6'*  ist.      Nach    der  Voraussetzung  ist  aber  p(,o  *'"^*'  '^'^  gerade 
Polare  von   P„  nach  P/  und  daher  folgt: 
61.  Die    gerade    Polare    eines    Punktes     nach    seiner    kubi- 
schen  Polare  fällt  mit  seiner  geraden   Polare  nach  C* 
zusammen. 
Jetzt   soll    angenommen    werden,    dass  P,    auf  der  conischen  Polaro 
P*go  von   Po    i"**^''  'V  'i^g<*>    dann    muss  /'g  auf  der  geraden  Polare  von 
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/*,  nach  P^  oder,  waa  daseelbe  ist ,  auf  der  Polare  von  P,  bezilgirch  seiner 
coniflchen  Polare  P\f,  nach  Z'/  liegen.  Die  coDiBche  Polare  /*,(,  fKlIt  mit 
der  coniBchen  Polare  P'^^  von  Pq  nach  />,*  zneammen,  also  liegt  Pf,  anf 
der  Polare  ?on  P^  nach  y*^.  Diese  fällt  aber  mit  der  Polare  töh  P^ 
nach  /^,|,  d.  b.  nach  der  conischen  Polare  von  P,  bezäglich  seiner  ka- 
bischen Polare  Z',^  zuaammen,  in  die  gemischte  Polare  der  Pnnkte  P^  und 
/q  nach  Pj^  and  daher  liegt  Pq  auf  der  Polare  von  Pg  nach  f^n,  also 
auf  y*,,  selbst,  nnd  hierans  Folgt: 

62.  Liegt  ein  Pnnkt  P,  auf  der  coniechen  Polare  P*oo  eines 
andern  P^  nach  seiner  kubischen  Polare  ^o',  so  liegt  P^ 
auf  der  conischen  Polare  f^  des  ersten  nach  seiner 
kubischen  Polare  P,^ 

ÜBn  nennt  die  couische  Polare  P*^  einee  Punktes  Pg  nach  seiner 
kubischen  Polare  P^^  die  coniacbe  Polare  von  Pq  nach  C*. 

Liegt  ein  Punkt  Pj  auf  der  geraden  Polare  von  P^  nach  Pg^,  ao 
mnss  Pjj  auf  der  conischen  Polare  von  P,  nach  P^,  d.  i.  auf  P',^  liegen. 
Diese  Curve  fällt  aber  mit  der  conischen  Polare  P*^,  von  P^  n'ach  Pj* 
zusammen  und  da  also  P^  auf  seiner  conischen  Polare  nach  P,^  liegt,  so 
mnss  es  auf  Pj^  selbst  liegen.     Also:  , 

63.  Liegt  ein  Punkt  P,  auf  der  geraden  Polare  eines  andern 
Pg,  so  liegt  der  letzte  anf  der  ersten  Polare  von  P,  and 
umgekehrt. 

Denn  liegt  ein  Punkt  P^  anf  der  ersten  Polare  P,'  von  P,,  so  geht 
P*u,  oder  P'jp  durch  P„.  Da  also  die  coniscbe  Polare  von  P,  nach  P„' 
durch  Pf,  geht,  so  mnss  die  gerade  Polare  von  Pg  nach  P^'  durch  P, 
geben. 

Ist  f  eine  Tangente  in  einem  Pnnkte  P,  von  C*  und  Pg  ein  beliebi- 
ger Funkt  derselben ,  so  muss ,  wie  sich  unmittelbar  aus  der  Entstehung 
der  ersten  Polare  ergiebt,  die  Polare  P,'  die  Gerade  /  in  P,  bertthren. 
Ferner  ist  (  die  gerade  Polare  von  P,  nach  C*,  also  mnss  P^^  durch  P, 
geben)  woraus  sieb  ergiebt: 

64.  Die  Punkte,  in  denen  die  erste  Polare  P^»  eines  Punk- 
tes Pfl  die  Curve  C*  schneidet,  sind  die  Berührungs- 
punkte der  Tangenten,  die  sieb  von  P^  an  C*  ziehen 
lassen.  Daher  lassen  sich  von  einem  Punkte  an  eine 
Curve  vierter  Ordnung  zwSIf  Tangenten  ziehen. 

In  ganz  analoger  Art  lassen  eich  mit  Hilfe  der  im  ersten  Theile 
abgeleiteten  SKlze  auch  einige  Polare  igen  Schäften  einer  allgemeinen  Cnrve 
»"'  Ordnung  ableiten. 


..Google 


üeber  das  gleichaeitige  hyperbolisohe  Faraboloid  und 
ein  aoa  ihm  abgeleitetes  StrahlByitem. 

Von 

Dr.  Abthdb  Schoenflies 


§1. 

Der  Ort  ftller  Funkte  d«8  Banmea,  welche  von  zwei  windschiefen 
Geraden  gleichweit  entfernt  Bind,  ist  bekanntlich  ein  gleichseitiges  hypei- 
boliaches  Paralwloid.     Sind  nämlich 

'  z  +  a^O,    y  +  «i=0 

die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Geraden  g  nnd  h,  so  ist 

die  Gleichung  des  betrachteten  Orten.     Setzt  man  noch 
2)  a:  =  (j,-+x')y^,     !/=iy'-x')yi,     z--=z' 

ond 

SO  Tcrwandelt  sich  die  Gleichung  des  Paraboloids,  wenn  wir  die  Striche 
bei  den  nenen  Coordinaten  wieder  weglassen,  in 

4)  it*— j/*  =  2p*. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Geraden  g  nnd  k  sind  in  dem  neuen 
CoordinatensfBtem 

t-a  =  0,    l/(l-.)-.(l  +  .)  =  0, 

"'  x  +  «  =  0,    »(l  +  «)-x(l-»)  =  0. 

Sie  xeigen  unmittelbar,  dass  die  Polarebene  eines  jeden  beliebigen  Funk- 
te« P  der  Geraden  g  in  Bezug  auf  das  Paraboloid  durch  die  Gerade  k 
liin  durch  geht.     Daraus  folgt: 

BMtwAilft  f.  KaUiduUk  ■.  Phfiik,  XXIU,  4.  IS  ^' 
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Die  Geraden  g  und  h  und  Polarlinien  von  einander  in  Bezog  anf 
das  Paraboloid. 

Die  Anfgabe,  zn  einem  gegebenen  gleiciiseitigen  Paraboloid  die  Ge- 
raden g  and  h  xn  finden,  lässt  nnendlicb  viele  L&sn&gen  zn.  Zwischen 
den  gesuchten  GrSssen  a  und  a  besteht  nSmlich  nur  die  Qleichnng  3), 
daher  existiren  nnendlicb  viele  Geradenpaaie  der  betrachteten  Art.  Da 
diese  Gleichung  in  a  vom  ersten,  in  a  vom  zweiten  Grade  ist,  so  folgt, 
dasB  dnrch  jeden  Pnnkt  der  Z-Aze  zwei  Strahlen  g,  resp.  h  lanfen, 
welche  sämmtlicb  die  unendlich  ferne  Gerade  der  jry-£bene  schneiden, 
in  einem  Punkte,  welcher  dnrch  a  bestimmt  ist.  Demnach  aeigt  die 
Gleicbnug  3),  dasi  die  Schnittpunkte  der  Geraden  g,  resp.  h  mit  der 
z-Axe  eine  einfache  Pnnktreibe  bilden,  w&hrend  ihre  Schnittpunkte  mit 
der  unendlich  fernen  Geraden  eine  Involution  von  Punkten  erzengen. 
Der  Ort  dieser  Geraden  ist  daher,  wie  Cremona  geaeigt  hat,*  eine 
KegelflXche  dritter  Ordnnng,  welche  jene  beiden  Geraden  zu  Leitlinien 
und  die  z-Aze  zur  Doppelgeraden  hat. 

Die  Gleichung  dieser  Fläche  findet  man  durch  Elimination  von  a 
ans  den  Gleichungen 


-rf?'  »ci-«)-'(i+-")= 


man  erhSlt 

als   den  Ort    der  Geraden    ;;   als  Ort   der  Geraden   h   ergiebt  sich  ganz 
dieselbe  FlScbe. 

Bringen  wir  die  letzte  Gleichung  in  die  Form 

80  finden   wir,   dass  x^O   und  ^^0  die  Doppelebenen  der  Involution 
von  Ebenen  sind,  welche  mit  der  Fläche  zusammenhängt.**     Die  z-Axe 


Fläche.      In    diesen    beiden    Punkten   liegen   anch   ihre   Cuspidatpunkte. 
Demnach  ergiebt  sich; 

Znjedem  gleichseitigen  hyperbolischen  Paraboloid  ge- 
bärt eine  unendliche  Menge  von  Paaren  gerader  Linien  von 
der  Eigenschaft,  dass  alle  Punkte  des  Paraboloids  von  bei- 
den Geraden  eines  jeden  Paares  gleichweit  entfernt  sind. 
Die  Gesammtheit  dieser  Geradenpaare  bildet  eine  Beget- 
fläche  A,  Tom  dritten  Grade,  deren  Erzeugenden  auf  der 
Doppelgeraden  senkrecht  stehen.  Je  zwei  Geraden  eines 
Paares  sind  Polarlinien  von  einander  in  Bezug  auf  das  Pa- 
raboloid. 


•  .4«»  dd  S.  Zstit.  Zontb.  Bd.  8,  S.  291. 

*  Salmon,  AnalfL  Geometrie  des  Ranmea  Bd.  S,  S.  aie.      V^jOOqIc 


Von  Dr.  A.' SaaoBKFLies. 


Wir  betrachten  irgend  eine  beliebige  Gerade  g  der  FlSche  A,  nnd 
eine  der  beiden  Oeradenscba&ren  des  Paraboloids.  Auf  jeder  dieser  Ge- 
raden giebt  es  einen  Punkt,  welcher  von  g  den  kürzesten  Abstand  bat, 
nnd  dazu  einen  Strahl,  irelcber  diesen  Punkt  mit  dem  entsprechenden 
Punkte  von  g  verbindet,  der  also  die  kürzeste  Entfernung  beider  Geraden 
entbXlt.  Die  Oesammibeit  dieser  Punkte  bildet  eine  Cnrre  und  die  Ge^ 
sammtbflit  jener  Strahlen  eine  geradlinige  Fläche. 

Um  diese  Gebilde  zn  untersncheD,  stellen  wir  das  gleichseitige  Para- 
holoid  dar  durch  die  Gleichungen 

,.  u+p  «  — 0  UV 

1)  ._-^,  ,=  ^,   .=j-. 

Dann  giebt  u  =  const.  das  eine  System  der  geraden  Linien  und  v  =  consl. 
das  andere.     Die  Gleichnngen  einer  Geraden  u  sind 


nnd  die  der  Geraden  g 


*»+2p«. 


-r,     fl»  =  2(l  +  «»). 


Bezeichnen  wir  nun  durch  d  die  Entfernung  des  Punktes  r  =  0  der 
Geraden  g  vom  Punkte  r^s=(i  der  Geraden  u,  durch  r,  reap.  r\  die 
Absctssen  derjenigen  Punkte  beider  Geraden,  welche  den  kürzesten  Ab- 
stand Ton  einander  haben,  so  gelten  folgende  G'^>'^'"i'^'>  =  * 


and  zwar  ist  in  dem  hier  betrachteten  Falle,  wie  sich  uhne  Mttbe  ergiebt, 
mit  RBcksicht  anf  Gleichung  3),  §  1, 


«'("S)  =  ^V 


'  Hesse,  Analft  Geometrie  des  Baomes,  S.  Aufl.,  8.7«;     <    J  j,C>()(>^Ic 
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dcoi{gd)  =  —     -^,     dcoa(w(i)  =  -s-, 
wo 

6)  V  =  »*  +  2j^. 
gesetzt  ist.     Daher  wird 

6,  r'^i, 

7)  r\  =  0. 

Die  letzte  Gleicfanng  lehrt,  dus  r\  tob  a  nnd  a  gana  nnsbhSngig 
ist,  d.  h.  der  Werth  von  r',  Sndert  sich  nicht,  wenn  vir  g  durch  eine 
andere  Gerade  der  FlSche  R^  ersetzen.  Anf  jeder  Geraden  u  fallen  also 
die  Punkte,  welche  von  den  einzelnen  Geraden  der  BegelflKche  den  kür- 
^  zesten  Abstand  haben,  in  einen  einzigen  znsammeD.  Beine  Gleichungen 
ergeben  sich  in  der  Form 

«  =  f     »  =  |,     -  =  0. 

Die  Gesammtheit  dieser  Punkte  bildet  eine  gerade  Linie,  nämlich  die 
Gerade  e=0.  Analoge  Besnltate  gelten  fär  die  Geraden  e=co»<J.  Dem- 
gemKss  ergiebt  sich: 

Auf  jeder  Geraden  des  Faraboloids  giebt  es  einen  be- 
stimmten Punkt,  welcher  zugleich  von  allen  Geraden  der 
FlHche  B,  die  kürzeste  Fntfernnng  bat.  Die  Gesammtbeit 
dieser  Punkte  bildet  für  jede  Begelschaar  des  Paraboloids 
eine  gerade  Linie,  nSmlich  für  die  Geraden  u  die  Gerade 
i>  =  0,'und  für  die  Geraden  v  die  Gerade  u^O. 

Seien  nun  Vj,  /!,,  y^  die  RichtnngBCOBinue  des  Strahles  s,  der  die 
Punkte  kürzesten  Abstasdee  anf  g  und  einer  Geraden  u  mit  einander 
verbindet,  so  ist 

„  =  (!+">    B^   (t-")"    V  =_ie 

und  da  die  Gerade  $  durch  den  Punkt  r^  =  0  auf  te  hin  durchgeht ,  so 
sind  ihre  Gleichangen   - 

^'      '^      2  Ra^     *'    "      2"         RR,     ''     '~      RR,'- 

Eliroiniren  wir  ans  ihnen  u  nnd  s,  bo  erhalten  wir  die  von  den 
Strahlen  (  gebildete  FUche,  deren  Frzeagnngalinien  also  zugleich  auf  g 
und  je  einer  Geraden  u  senkrecht  stehen.     Es  ergiebt  sich  znnSchst 

(i-.)x  +  Ci  +  .)j-«-o,   r^=-j, 

und  hieraus 

9)      '  (a:-y)p  +  «[{l-«)ir+CH-«)y]  =  0, 

d.  h.  die  FUche  ist  wieder  ein  Paraboloid.     Also  rfolgtt  ,C()(><^[c 
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Alle  Strahlen,  welche  zngleich  auf  der  Geraden  g  nnd 
je  einer  Geraden  u  des  gleichseitigen  Paraboloids  senk- 
recht Bteheo,  bilden  wieder  ein  Paraboloid. 

Ebenso  existirt  ein  Paraboloid,  gebildet  von  den  Strahlen  >j,  die 
auf  g  nnd  je  einer  Gemden  v  senkrecht  stehen.     Seine  Gleichung  ist 

10)  {^+y)«p-i[(l-«)Ä  +  (l  +  a)y]  =  0. 

Die   Durcbdringongsonnrn  beider  Paraboloide  besteht  aas  vier  geraden 
Linien;  diese  sind 

1.  x  =  ü,   y  =  0, 

2.  ,  =  0.     (  =  0, 

4.      i  =  0,    (I-n)a^  +  (H-«)ff  =  0. 
Von  diesen  vier  Geraden  gehöfen  jedoch  nnr  zwei,   nSmlich  die  beiden 
ersten,  gleichzeitig  zn  den  Strahlen  s  nnd  (, .     Hier  bedeutet  1  =  0,  wie 
gewöhnlich,  die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Ebene. 

«s. 

Betrachten  wir  in  den  Gleichnngen  8}  des  letzten  Paiagr&pben  anssef 
u  und  s  auch  «  als  variabel,  so  liefern  sie  die  sämmtlicben  Paraboloide, 
welche  znr  Kegelschaar  u  nnd  den  einzelnen  Geraden  der  Flfiche  H^ 
gebSren,  d.  h.  sttmmtliche  Strahlen,  deren  jeder  gleichzeitig  auf  einer 
Geraden  u  nnd  auf  einer  Geraden  g  senkrecht  steht.  Diese  doppelt  an- 
endliche Strahlenmenge  bildet  ein  Strahlajsteni  in  dem  von  Herrn  Enm- 
mer  definirten  Sinne,*  welches  wir  das  Strahlsystem  E  nennen  wollen. 
Dasselbe  ist  in  der  Weise  gegeben,  wie  es  a.  a.  0.  vorausgesetzt  wird, 
nämlich  der  Punkt  a:,  y,  i  und  die  Kichtungscosinns  |,  t),  t>  welche  jeden 
einzelnen  Strahl  bestimmen,  sind  Functionen  zweier  saabbängigeu  Va- 
riabein u  nnd  ff.     Wir  snbstitniren  noch 

1)  (1  +  «)«  =  «,    (I-«)«  =  P',    2p.=  j, 

so  werden,  mit  Unterdrflckung  der  Striche  bei  den  neuen  Variabein ,  die 
Gleichungen  des  Strahles  t 


/„»  +  „! +  3» 


Die   Ordnung   des    Strahlsystems   ist   bekanntlich    die  Anzahl   der 
Strahlen,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  x^Vi^i  des  Raumes  bin- 
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diirebg«heD ;  dieM  Anzahl  iat  identiaeh  mit  der  Ap—hl  dar  Warthepaare 
u,  p,  ir«leh«  sich  ans  den  Gleicbnngen  2)  er^ben,  wenn  wir  in  ihnen 
X,  y,  I  darch  Xi,  y,,  i^  enetzeo.  Wir  erbalten  fQr  w  nnd  «  die  Gleicb- 
nngen 

d,  b.  es  gehört  im  Ällgemeiaen- sn  jedem  Wertbepaate  'iVi^i  anch  nur 
ein  Wertbepaar  u,  e,  also  geht  anch  nnt  ein  Strahl  dorcb  einen  beliebi- 
gen Panht  des  Sanmes.  Das  Strahlsjstem  ist  daher  von  der  ersten  Ord- 
nung.    Nnr  in  dem  Falle,  dass  zugleich 

4)  t,  =  0  und  ;r,— ^1  =  0 

ist,  wenn  also  der  Punkt  x^y^z^  auf  der  durch  diese  Gleichungen  dar- 
gestellten Geraden  liegt,  kann  eine  Ausnahme  eintreten.  Uie  Unter- 
suchung dieses  Falles  Jcann  einfach  in  folgender  Weise  gefUfart  werden. 
Das  Strahlsystem  £  wird  gebildet  von  der  Gesammtbeit  der  im  vorigen 
Paragraphen,  Gleichnngen  8)  und  9)  erwtthnten  Paiaboloide-  Suchen 
wir  nun  diejenige  Gerade  i  eines  dieser  Pai&boloide,  welche  durch  einen 
bestimmten  Pnnlct  der  Geraden  4)  hindurchgeht,  so  haben  wir  in  den 
Gleichangen  8),  §  2,  nur  u  als  constanf  zu  betrachten;  dann  stellen  sie 
den  verlangten  Strahl  I  dar,  £liminiren  wir  nun  ans  ihnen  a  und  s,  so 
erhalten  wir  den  geometrischen  Ort  aller  Strahlen  von  £,  welche  durch 
den  Punkt  x^y^x^  hin  durchgehen.     Die  sieb  ergebende  Gleichung  ist 

5)  (ar-y)jt»-|-«t  =  0, 

also  gehen  dnrch  jeden  Punkt  der  Geraden  4)  unendlich  viele  Strahlen 
des  Strahlsystems,  welche  eine  Ebene  bilden.  In  ihr  liegt  auch  die  Ge- 
rade 4)  selber. 

Die  Classe  des  Systems,  d.  h.  die  Anzahl  der  Strahlen,  welche  in 
einer  beliebigen  Ebene  des  Ranmqs  liegen,  wird  gefunden,  indem  wir 
X,  y,  t  in  die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene 

einsetzen  und  die  Bedingung  aufstellen,  dass  die  linke  Seite  für  jeden 
Werth  von  s,  d.  h.  Identisch  verschwindet.  Dies  giebt  fUr  u  nnd  t>  die 
Gleicbnngen 

d.  b,  im  Allgemeinen  liegt  in  jeder  Ebene  des  Baumes  nur  ein  Strahl, 
das  Strahlsjstem  {st  also  von  der  ersten  Classe.  Eine  Ausnahme  kann 
nur  dann  feintreten,  wenn  zugleich 

7)  <,,-|-(Jj  =  0,     6,  =  0 

oder 

"  •'  =  "■     f'-"  r,...„.,G00glc 
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ist.  Ancb  die  Untersuchnug  dieser  FSIle  gestaltet  sich  am  einfachsten, 
wenn  wir  anf  die  Paraboloide  sarttckgehen.  Den  Gleichuugen  7}  eut- 
spreeben  alle  Ebenen  von  der  Form 

9)  x-it-kt  =  0, 

wo  l  ein  variabler  Parameter  ist.  Eine  beliebige  derselben  —  sie  heisse 
f  —  schneidet  das  dnrcb  die  Qleicbnngen  9),  §2,  dai^^estellte  Parabo- 
loid  in  den  beiden  Geraden 

aj  — y  =  0,     1  =  0, 
j)-f-lz  =  (i,     (l-«)ar+(l  +  «)y  +  lp  =  0, 
von  denen  jedocb  nur  die  letztere,   deren  Gleichungen  sich  aach  in  die 
Form 

10)  x-y-lz  =  0,    x  +  y  +  lp-a{x-tf)  =  <i 

bringen  lassen,  dem  System  S  angehört.  Die  Gesammtbeit  der  Strablen 
des  Systems,  welche  in  der  Ebene  i  liegen,  wird  von  ihrem  Durchschnitt 
mit  dem  Ehenenbttschel  gebildet,  welches  die  zweite  der  Gleichaugen  10), 
a  als  variabel  betrachtet,  darstellt.  Diese  Strahlen  bilden  also  einen 
Strahl enb tisch el  nnd  Ihre  Enveloppe  ist  ein  Punkt,  welcher  anf  der  Ge- 
raden 4)  liegt. 

Die  Ebenen,  welche  den  Gleichungen  8)  entsprechen,  werden  dar- 
gestellt durch 

11)  z-d  =  0, 

sie  schneiden  das  Paraboloid  in  den  beiden  Geraden 
z  =  0,     (  =  0, 
z  =  a,     ix~y)p  +  d[(l-a)x  +  {l  +  a)s]  =  (i, 
von  denen  jedocb  nur  die  eretere  dem  System  2  angehört.     Da  dieselbe 
von   ff  unabhängig  ist,  so  folgt,   dass  alle  Paraboloide  von  den  Ebenen 
11)  in  derselben  Geraden  , 

12)  «  =  0,     (  =  0, 

d.  h,  der  nnendlich  fernen  Geraden  der  ary-Ebene,  geschnitten  werden; 
also  enthalten  diese  Ebenen  nur  eine  Gerade. 

Bedienen  wir  uns  nun  der  von  PlUcker  i^r  die  Strabbysteme  erster 
Ordnung  eingeftthrten  Bezeichnungen,*  so  ergeben  sich  folgende  Re- 
sultate : 

Alle  Strahlen,  welche  zugleich  auf  einer  Geraden  u  des 
gleichseitigen  Paraholoids  und  auf  einer  Geraden  g  der 
Begelflftche  B^  senkrecht  stehen,  bilden  ein  Strahlsystem  £ 
erster  Ordnung  und  erster  Classe.  Es  enthielt  nur  eine  Di- 
rectrix,  nimlich  die  Gerade  x  —  y^O,  t^O.  Alle  Strahlen, 
welche  dnrcb  einen  ihrer  Punkte  geben,  bilden  einen  ebenen 
Strahlenbflachel,   nnd  jede  Ebene,   welche  durch  diese  Ge- 
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radebindnrchgeht,  enthalt  unendlich  viele  Strahlen,  welche 
sich  in  einem  Paukte  derselben  schneiden. 

Hieraas  folgt,  dass  das  Strablsystem  S  mit  demjenigeu  identisch  ist, 
welches  PIficker  a.  a.  0.  §  6S  behandelt. 

Man  kann  auch  umgekehrt  ans  dem  StrahlsysteDl  S  das  gleichseitige 
Paraboloid  ableiten;  jeder  Paukt  dei  Geraden  i-  — y  =  0,  i  =  0  kann 
zum  Scheitelpnnkte  desselben  gewShlt  werden. 

Von  den  mit  dem  Strahlsyetem  verbandenen  Flächen,  welche  Herr 
Kammer  in  seiner  oben  erwShnten  Arbeit  behandelt  hat ,. gestatten  auch 
die  Grenzflächen  eine  einfache  Befaandlnng.  In  der  quadratischen  Oleich- 
ang,  von  deren  Warzelu  sie  abhängen,  wird  nämlich  der  Coef&cient  des 
mittleren  Gliedes  gleich  Nnll,  und  daher  gelingt  ihre  Bestimmung  ohne 
grosse  Schwierigkeit.  Sie  sind  vom  sechsten  Grade.  Sie  besitzen  nine 
vierfache  Gerade  a;— y  =  0,  i^O  and  eine  Doppelgerade  i  =  0,  1=0. 
Sie  können  als  das  Erzengniss  zweier  projecti viseben  FlKchenbfischel 
betrachtet  werden,  nämlich  einer  Involnlion  von  Ebenen,  deren  Aze  die 
Gerade  a;  =  0,  t  =  ü  ist,  ond  eines  Büschels  von  Flächen  vierter  Ord- 
nung mit  doppeltem  Kegelschnitt.  Dieser  doppelte  Kegelschnitt  besteht 
aas  den  beiden  Geraden  ar  — y  =  0,  t  =  0,  und  i  =  0,  1  =  0. 

Ebenso  existirt  ein  analoges  Strablsystem  £,  erster  Ordnung  und 
erster  Classe,  gebildet  von  den  Strahlen  ^i,  welche  ans  der  Begelscbsar 
f  des  ursprünglichen  gleichseitigen  Paraboloids  entspringen.  Die  Gleich- 
ungen der  Geraden  i,  sind 

e  (l  +  ttlt- 

^^>  ^  +  ^  =  -*-^"'-     ^'=^  +  2^"'. 

Hier  ist  zu  substiluiren 

14}  (1  +  b)p==«w',     {1~«)i>  =  uv',    2p  =  y, 

so  weiden,  mit  Unterdrückung  der  Striche  bei  den  nenen  Variabein,  die 
Gleichungen  des  Strahlsystems  S^ 


Dasselbe  besitzt  ganz  ähnliche  Eigenschaften,  wie  das  Strahlsjatem  £• 
Ad  die  Stelle  der  Geraden  r— y  =  0,  i  =  0  tritt  die  Gerade  ir  +  p  =  0, 
1  =  0. 
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Die  Frage,  welche  an  dieser  Stelle  noch  behandelt  werden  soll,  be- 
trifft die  gemeiasameD  Strahlen  beider  Systeme.  Die  Lösnag  ergebt  steh 
am  einfachsten  dnrch  folgende  Ueberlegnng.  Die  BtrsbUysteme  2  nud 
Z,  sind  identisch  mit  der  Gesammtheit  der  in  den  Gleichnngen  9),  resp. 
10),  §2  behandelten  Paraboloide.  Die  gesuchten  Strahlen  werden  daher 
von  denjenigen  —  den  Systemen  £  nnd  £,  angehörigen  —  Strahlen 
gebildet,  welche  je  ein  Faraboloid  der  einen  Schsar  mit  je  einem  Fara- 
boloid  der  andern  Schaar  gemein  hat.  Nun  hnbeu  zwei  Paraboloide, 
welche  zn  demselben  Werthe  von  u  gehören,  vier  Geraden  mit  einander 
gemein  [§  2,  11)],  von  denen  nur  die  beiden  Strahlen 

16)  ^  =  *''     »  =  **' 

"'  1  =  0,      1  =  0 

beiden  Systemen  Z  and  £^  angehören.  Da  aber  die  Gleichungen  der- 
selben von  «  nnabhSngig  sind,  ao  sind  diese  beiden  Strahlen  zngleich 
gemeinsame  Geraden  irgend  zweier  Paraboloide  der  beiden  Schaaren. 
Wenn  endlich  irgend  zwei  Paraboloide  sich  ansserdem  in  noch  zwei  Ge- 
raden durchdringen  sollten ,  so  sind  dieselben  nicht  anter  den  Strahlen 
von  2  nnd  S^  enthalten.     Daher  folgt: 

Die  geradlinige  FlKche,  welche  von  den  gemeinsamen 
Strahlen  der  beiden  Systeme  X  and  2:^  gebildet  wird,  redo- 
eirt  sieb  auf  zwei  windschiefe  gerade  Linien,  nHinlich  :E  =  0, 
y  =  0  and  i  =  0,  (=0. 

§4. 
Betrachten  wir  in  den  Gleichungen  2),  §  3  anch  q  als  variabel,  so 
■teilen    sie    eine   dreifach  anendliche  Strahlenmenge  dar,    welche  einen 
Strahlencomplex  bildet.     Dieser  Complez  enthält  die  sämmtlichen  Strahl- 
Systeme  £,  welche  ans  den  verschiedenen  Faraboloiden  der  Schaar 

1)  iE*-y»=2pi 

nnd  den  entsprechenden  BegelflXcben  der  FlMchenschaar 

2)  2r{a:*+y»)+p(«»-y»)  =  0 

entstehen,  wenn  wir  darin  auch  p  als  veränderliche  Grösse  betrachten. 
Die  Gestalt  der  genannten  Gleichnngea  2)  zeigt,  dass  der  Strahlencom- 
plex folgende  geometrischen  Eigenschaften  bat:  Erstens  gehen  sSmmt- 
licbe  Strahlen  desselben  dnrcb  die  Gerade  a;— -^  =  0,  2=^0;  zweitens 
aber  gehört  aach  jeder  Strahl,  welcher  diese  Gerade  schneidet,  dem 
Complexe  an.  In  der  That  können  die  Yariabeln  u,  c,  q  stets  in  ent- 
aprechender  Weise  bestimmt  werden.  Die  Oleichangen  einer  beliebigen 
Geraden  dieser  Art  haben  nSmlich  die  Form 

3)  «  =  |  +  lr,      y  =  |-fpr,      i  =  vr. 

Soll  dieselbe  mit  einem  Strahl  des  Complexes  identisch  sein,  so  mflssen 
u,  ■>,  q  den^GIetchnngen 
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gaDÜgen,  wu  stets  bewirkt  werden  kann.  Sie  ZMgeD,  dtuBs  die  QrSssen 
u,  — »,  ~q  den  Kchtnngscoeinoe  proportional  sind.  Det  Proportionali- 
tatsfactor  bestimmt  steh  durch  den  Pnnkt  der  Geraden  x  —  i/^0,  z^O, 
in  welchem  sie  ron  dem  Strahl  getroffen  wird.  —  Nnr  in  dem  Falle,  ita 
2  =  fi  ist,  kannte  es  scheinen,  sie  ob  die  Gleichungen  4)  nicht  befrie- 
digt werden  kannten.  In  diesem  Falle  ist  aber  die  Gerade  3)  paiallel 
zu  a:  — y  =  0,  1  =  0,  d.  h.  sie  geht  dnrch  den  anendlich  fernen  Pnnkt 
derselben,  nnd  man  hat,  nm  die  Gleichnngen  4)  zn  erAfllen,  u  einen 
positiven,  v  einen  negativen  nnendlich  grossen  Werth  an  geben. 

Der  betrachtete  Strahlen  com  plex  ist  von  der  ersten  Ordnnng  und 
von  der  ersten  Classe.  Denn  alle  Strahlen,  welche  durch  einen  beliebi- 
gen Punkt  f  des  Baumes  gehen,  bilden  eine  Ebene,  welche  den  Punkt 
P  nnd  die  Gerade  x—y  =  (i,  z  =  0  enthSlt.  Ferner  giebt  es  in  jeder 
Ebene  unendlich  viele  Strahlen ,  die  sSmmtlicb  durch  ihren  Schnittpunkt  Q 
mit  der  Geraden  x  —  if  =  0,  i  =  0  bindorchgeben.     Demnach  ei^ebt  sich : 

Die  Gesammtbeit  der  Strableysteme  S,  welche  ans  den 
FISchenschaaren  entspringen,  die  durch  Gleichung  1)  und 
2)  dargestellt  sind,  erseugt  einen  Strahlencomplez  erster 
Ordnung  und  erster  Classe.  Er  wird  von  sSmmtllcben  Strah< 
len  des  Baumes  gebildet,  welche  die  Gerade  x  — yaO,  2=0 
schneiden. 

Dieser  Complex .  ist  identisch  mit  demjenigen,  welchen  Pliicker 
a.  a.  0.  §  45  behandelt  bat. 

Ebenso  existirt  ein  Complex,  gebildet  von  den  Strablsystemen  ^; 
er  enthSIt  sämmtliche  Strahlen  des  Raumes,  welche  die  Gerade  x+!f=>0, 
2  =  0  schneiden. 

Beide  Compleie  haben  ein  Strahlsystem  nullter  Ordnung  und  erster 
Classe  gemein,  uHmlich  alle  Strahlen,  welche  zugleich  die  Gerade  fc— y=0, 
zE=0  und  a;+ji=0,  z  =  0  schneiden,  d.  h.  alle  geraden  Linien  der  Xf/- 
Ebene.  Diese  beiden  Geraden  sind  die  Directricen  desselben.  Das 
Strablsystem  ist  sowohl  unter  den  Systemen  £,  als  auch  anter  den  Syst^ 
men  £',  ganz  enthalten;  es  entspricht  dem  Falle  ^  =  0,  in  welchem  das 
Paraboloid  in  zwei  zu  einander  senkrechte  Ebenen,  x  —  i/^ti  und  x+y 
=  0,  zernilt. 
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zu.  Einige  EigeBaohafteu  der  ebsuen  nitd  •phAriiohen  Eegabolmitte. 

Zwischen  den  ebenen  nnd  BphHrischen  Kegelschnitten  besteht  be- 
kanntlich eine  grosse  Analogie,  wofflr  anch  die  folgenden  8Stze  als  Bei- 
■piel  dienen  können. 
-  Ueber  die  Beseicbnnng  ist  Folgendes  voranaznachicken.  Ich  nehme 
keinen  Anstand,  den  spbSrischen  Grosskreis  im  Allgemeinen  ephärische 
Gerade  oder  kurz  Gerade  zn  nennen,  wodnrcb  die  Analogie  zwischen 
ebenen  nnd  sphärischen  SStzea  mehr  hervortritt,  (^j  ^,)  bezeichnet  in 
der  Ebene  den  Abstand  der  Funkte  .4,  nnd  ^j,  anf  der  Kngel  den  kflr- 
lesten  sphariBchen  Abstand  jener  Punkte.  (ßi9i)  ist  der  von  den  (ebenen 
oder  sphSrischen)  Geraden  fn  nnd  gr,  eingeschlossene  Winket  nnd  (_,4g) 
stellt  den  kttrzesten  (ebenen  oder  sphärischen)  Abstand  des  Pnnktes  A 
von  der  (ebenen  oder  sphärischen)  Geraden  g  dar.  Die  Bezeichnung  fHr 
den  Inhalt  eines  ebenen  Dreiecks  ^lA^A^  ist  -d^A,  -IgA^).  Anf  der  Kugel 
wird  unter  jHJ^J^J^)  folgende  Function  der  Seiten  und  Winkel  des 
iphärischen  Dreiecks  A^A^A^  verstanden: 

J {A^A,  Ag)  =  sin (rf,  A,)  sin {A,  A^)  sin (^,  A^  A^) 
=  sin(AgA^)sin{AjJi)  sin{A^AjA^) 
=  sin[AgA^)  sin{A^A,)  tiniAt^^A;). 

Es  sei  in  der  Ebene  ein  beliebiger  Kegelschnitt  JT  g^eben  und 
ausserdem  eine  beliebige  Gerade  u,  welche  jedoch  K  nicht  schneidet. 
Dann  bilden  die  anf  u  liegenden,  in  Bezug  anf  K  conjugirten  Punkte- 
paare  bekanntlich  eine  einstimmige  Involution  nnd  es  giebt  zwei  zn  u 
symmetrische  Punkte  M  nnd  JH  ,  von  welchen  aus  jene  Involution  durch 
zwei  rechtwinklige  involntorische  Strahle obüschel  projicirt  wird.  Han 
kann  wegen  dieser  Etgeaschaft  die  Punkte  IH  und  M'  die  orthopti* 
■  eben  Mittelpunkte  der  Geraden  u  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt iT 
nennen.  Ist  ebenso  ein  beliehlgei  sphärischer  Kegelschnitt  X  gegeben 
uid  eine  sphärische  Gerade  u,  welche  £  nicht  schneidet,  so  bestimmen 
ebenf^ls,  wie  in  der  Ebene,  die  auf  u  liegenden  Pnnktepaare,  welche  in 
Besng  auf  IC  conjugirt  sind,   eine  einstimmige  Involution,  und  es  giebt 
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auch  hier  zwei  zu  u  Hfmmetriach  liegende  Paukte  M  und  M',  von  wel- 
chen ans  je  zwei  eDtsprecliende  Punkte  jener  Involution  anter  einem 
aphüriseheii  rechten  Winkel  erscheinen.  Es  sollen  deshalb  M  und  M'  die 
orthoptischen  Mittel[)nnktft  der  sphärischen  Geraden  u  in  Bezug  auf  den 
sphäriBchen  Regelschnitt  K  heissen.  Wenn  ü  der  Pol  von  u  in  {Jezug 
auf  A'  ist,  so  sieht  man  leicht  ein,  dass,  wenn  einer  der  orthoptischen 
Mittelpunkte  von  u,  etwa  M,  mit  ü  snsammen fällt ,  alsdann  U  (oder  M) 
ein  Brennpunkt  des  Kegelschnitts  sein  muss,  und  zwar  sowohl  in  der 
£beue,  wie  auf  der  Kugel,  denn  es  mtlesen  jetzt  je  zwei  durch  u  gehende, 
in  Bezug  auf  K  conjugiite  (ebene  oder  sphärische)  Geraden  senkrecht 
auf  einandeci-etehen.  u  ist  dann  die  zu  ü  gehörige  Leitlinie.  Es  wer- 
den also  die  nachher  an fzus teilenden  Sätze  von  den  orthoptischen  Uittel- 
punkten  zum  Theil  Verallgemeinerungen  der  schon  bekannten  Sätze  von 
den  Brennpunkten  und  Leitlinien  sein.  Ein  anderer  Grenzfall  tritt  ein, 
wenn  u  in  eine  Tangente  des  Kegelschnittes  A'  übergeht,  wodurch  M  nnd 
lU'  mit  dem  Berührungspunkte  V  von  u  zusammenfallen. 

In  den  folgenden  Sätzen  ist  gegeben  ein  ebener  oder  sphäriacher 
Kegelschnitt  K,  eine  denselben  nicht  schneidende  ebene  oder  sphärische 
Gerade  u,  deren  Pol  ü  und  ein  orthoptischer  Mittelpunkt  M  fler  Geraden  u 
in  Bezug  auf  A*.  Die  grosso  Uebereinstimmung  zwischen  ebenen  nnd 
sphärischen  Kegelschnitten  macht  es  zugleich  möglich,  je  zwei  entspre- 
chende Sätze  in  einen  zusammeuzs fassen. 

1.  Durch  n  ist  eine  beliebige  Gerade  g  gezogen,  welche  den  K^el- 
schnitt  in  dsem  Punkte  J  nnd  die  Gerade  u  in  G  schneidet.  Dann 
bleibt  der  Ausdruck 

(M.(*G)    .      ,      „, 

i — ~-rpr, in  der  Ebene 

(AG) 

oder  anf  der  Kngel 

sm{UA)sm(MG) 
^i^iiJG)  — 
für  jede  Lage  von  g  constant. 

Man  kann  statt  dessen  auch  schreiben 
iUA)    (MG) 

{Äü)-{aG)="""'- 

and  Anf  der  Kngel 

srfJTÖ-STfFc)-"'""- 

Wenn  M  und  ü  zn sammenf allen ,  also  in  einen  Brennpunkt  von  IC 
übergehen,  so  wird 

(t/^)         '        sm(UG) 
d.  h.   man   erhält   den    bekannten  Satz  vom  couGtanten  Verhaltnisae,    in 
welchem  die  Entfemnngen  (auf  der  Kugel  die  Sinus  der  Entfernungen) 
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eines  beliebigen  PtmkteB  des  Kegels ebnittes  von  einem  Brennpunkte  nud 
der  zngehSrigen  Leitlinie  steben. 

2.  Wenn  g  eine  beliebige  TftDgeute  des  Eegebcbaittee  and  G  deren 
Schsittpiuikt  mit  u,  so. bat  man 

in  der  Ebene  ^  , , .,  ,  =  const, , 

3m[gu)(Mg) 

,  ^      -^       ,  sin(üg) 

anf  der  Kng6l  -r;  ■ ,    -  ,  „ttä  =  """^^ 

3.  Ea  sei  ^  der  BerfibrungBpnQkt  einer  beliebigen  Tangente  g, 
G  deren  Scbnittpnnkt  mit  u,  ^(.4)  der  (ebene  oder  sphSmche)  Krttm- 
mongshalbmesBer  des  Kegelscbntttes  im  Pankte  J.     Dann  ist 

m  der  Ebene  ,      c=  const., 

„,  d»  K.g.l   »«■(-').""(''°)'_„„„, 
*  Bin{AG)' 

Ein  specieller  Fall  ergiebt  eicb,  wenn  u  eine  Tangente  des  Eegel- 
achnittea  ist.  Es  sei  dann  (/(ü)  der  ErHmmnngsbalbmesser  in  ihrem 
Berflhmngspnnkte  U.     Dann  ist 

^^^■=— (") 

oder  auf  der  Kugel 

oder 

p(^)_(^G)'  tgf(4)      sinjAGf 

f{ü)      {ÜG)"  ""^  igffiü}      ««(ÜG)»' 
d.  h.: 

„Die  Erttmmnngsbalbmesser  in  zwei  beliebigen  Punkten  A  nnd  U 
eines  ebenen  Kegelscbnittes  verbalten   sieb   wie  die  dritten  Potensen 
der  Abscbnitte  {_J0)   nnd  {UG)   der  in  d  nnd  ü  an  den  Kegelscbnitt 
gezogenen  Tangenten" 
nnd: 

„In  jedem  sphSriscben  Kegelgcbnitte  verbalten  sieb  die  trigono- 
metriscben  Tangenten  der  Erämmangshalbmesser  in  zwei  beliebigen 
Pnnkten  A  nnd  ü  wie  die  dritten  Potenzen  der  Kinns  der  Abschnitte 
{dG)  nnd  (,UG)  von  den  in  d  and  U  an  den  Kegelschnitt  gezogenen 
Tangenten." 

4.  Satz  3  kann  als  ein  specieller  Fall  des  folgenden  angesehen 
werden. 

^,  j4^,  Jg  Bind  drei  beliebige  Pankte  des  Kegelschnittes  £j  gtißt>  St 
die  Verbindungslinien  der  drei  Pnnkte;  G^,  6,,  G,  die  Schnittpunkte  von 
9i>  Sit  9s  "^'^  "i  endlich  ist  ^{A^A^A^  der  Halbmesser  des  tim  das  Dreieck 
A^A^A^  beschriebenen  Kreises.     Die  Ausdrücke  , 
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"  '  •  •'•(•<,c.)W«,)C-'>60 

in  der  Ebene,  und 

cos C^^  cot  f-^^  cos  f-^^ .  sin («C.)  sin{MG,)  sin (MG^) 

anf  der  Kngel  sind   naabhängig  Ton  der  Lage  der  drei  Punkte  A^,  A^ 
and  A^  auf  dem  Kegelschnitte. 

5.  Von  einem  beliebigen  Pnnkte  A  zieht  man  die  beiden  Tangeuten 
p,  und  g^  an  den  Eegelscbuitt  Ji.  Eb  seien  C,  und  C,  deren  Schnitt- 
punkte mit  u,  '^j  und  A^  ihre  BerUhinugspnnkte.  Es  findet  immer  die 
Beziehung  statt: 

„,  ae,  K,g.i  -■>.(^:'.);»U_2J^"°('-'X)~(«g.). 

°  s%n{A^G{)  sin^A^G^) 

6.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  A  zieht  man  eine  verXnderliche 
Secante  g.  Dieselbe  schnwde  den  Kegelschnitt  in  A^  und  A^,  die  Gerade 
u  in  G.    Es  besteht  alsdann  die  Gleichung 

{^A^id^^^^const 
oder  auf  der  Kugel  f'*.'^)(^i'^) 

$iniAA,-)siniAA;)sin{MGy  ^ 
st«{^,GJrfn(.^,GJ 

7.  Zvei  beliebige  Pnnkte  A^  und  ^  liegen  mit  V  anf  einer  Geraden 
und  sind  in  Bezug  anf  den  Kegelschnitt  K  einander  conjugirt.  Man  Ter- 
binde  A^  und  A^  mit  einem  beliebigen  voran derllcben  Punkte  A^  des 
Kegelschnittes  durch  zwei  Geraden,  welche  u  in  G,  und  G,  schneiden. 
Das  VeThSltniss  der  Ansdrttcke 

■oder  anf  der  Kugel  \  \    iJ  Kit) 

sin(AiAg-)3in(MG,^     sin(^A^As)  sJniMG^) 

ist  für  jede  Lage  des  Punktes  A^  auf  If  dasselbe. 

8.  Zwei  durch  U  gehende  Secanten  9,  und  g^  bewegen  sich  so,  dass 
das  von  ihnen  auf  u  abgeschnittene  Stück,  von  X  ans  gesehen,  unter 
constantem  Winkel  erscheint;  g^  und  g^  schneiden  den  KegelschniU  in 
Ai  und  Ag,  die  Verbindungslinie  a  von  ^,  und  A^  schneide  u  in  A.  Hau 
bat  die  Gleicbnngen 

auf  der  Kngel  dagegen  njiizöHnCoOOQlc 


nnd  snf  der  Kagel 
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' — 7~j — \ — • — 7~~i — ^ ^  Consta , 

am  (J^  u)  JIM  [^Aj  u) 

J(VA.  A,~) 

JiUA.J.) 
7-rz — .    .  ,  ^ — Ä  =  const. 


Hieraus  folgt  noch 

tm[au)(MA)  sm(au)  sm(MA) 

9.  Dm  einen  beliebigen  Funkt  dea  Kegelschnittes  drehen  sich  2voi 
Genden  g',  nnd  j;,  ao,  da^s  das  von  ihnen  auf  u  abgeschnittene  BtUck 
Ton  X  BUB  immer  unter  demselben  Winkel  gesehen  wird,  ff,  und  (r, 
sehneiden  den  Kegelschnitt  znm  zweiten  Male  in  A^  nnd  A^,  die  Ver- 
bindungslinie a  von  Ai  nnd  A^  schneide  u  in  A,    Alsdann  ist 

iJ,.XA-)  """■ 

ond  tut  der  Engel 

«■»(^,.)«|(^,«) -'""■ 

10.  Eine  beliebige  Secante  schneide  den  Kegelschnitt  in  ^,  nnd  A^, 
die  Gerade  u  in  ^.  Die  Tangenten  in  A^  und  A^  schneiden  u  in  C,  nnd 
G,.  Es  wird  Winkel  (G^MG^  durch  AM  halbirt.  (Gilt  fQr  die  Ebene, 
wie  fBr  die  Kngeloberfläcfae.)  ^ 

11.  Eine  beliebige  Secante  schneidet  K  in  A^  nnd  j4,.  Hau  ver- 
bindet A^  und  A^  mit  [/  durch  zwei  Linien,  welche  u  in  6,  nnd  Q^ 
schneiden.  Alsdann  wird,  in  der  Ebene  wie  auf  der  Kngel,  Winkel 
{GyMG^  dnrch  AX  halMrt. 

12.  Zwei  beliebige  Tangenten  jt,  und  g^  des  K^ekchnittes  schneiden 
u  in  G^  nnd  Gj.  Ihren  Schnittpunkt  verbindet  man  mit  U  durch  eine 
Gerade,  welche  u  in  A  trifft.  Dann  wird  wieder  sowohl  in  der  Ebene, 
als  anch  auf  der  Kugel,  Winkel  (G,^G,)  durch  {AM)  halbirt. 

13-  Die  Berührungspunkte  zweier  beliebigen  Tangenten  des  Kegel- 
schnittes, sowie  ihren  Schnittpunkt  verbindet  man  mit  V  durch  Geraden, 
«eiche  17  in  6,,  G^  und  A  treffen,     Anch  dann  ist 

Winkel  (Ö,»^)  =  Winkel  (-<*G(). 

14.  Die  YerhinduDgslinien  zweier  festen  Punkte  von  K  mit  ränem 
ver&nderlichen  Punkte  desselben  Kegblschnittes  schneiden  auf  u  Strecken 
ab,  die  von  M  ans  nuter  coustantem  Winkel  gesehen  werden.  (Gilt  für 
die  ebenen  wie  fllr  die  sphärischen  Kegelschnitte  )  ^^^^   '"  ^^^^^«"X. 
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15.  DaBJenige  Stück  «ner  Teräaderlicben  Tangente  von  K,  welches 
zwischen  zwei  feste  Tangenten  desselben  Kegelschnitten  ffiUt,  wird  von 
17  ftns  auf  u  piojicirl.  Die  Projection  erscheint  dann,  von  M  ans  gesehen, 
unter  constantem  Winkel.  (Gilt  ebenfalls  ftir  die  Bbene  wie  füi  die 
Kngel.) 

16.  Dnrch  einen  festen  .Punkt  Ä  sieht  man  eine  verSadeilicbe  Se- 
cante,  welche  den  Kegelschnitt  in  A^  und.  d^  schneidet.  Hau  verbindet 
A^  und  A^  mit  V  dutcb  awei  Geraden,  welche  v  in  Gj  und  Gg  treffen. 
Endlich  sei  B  der  Schnittpunkt  von  VA  mit  u.  Es  findet  die  Gleich- 
ung statt 


17.  Gegeben  eine  beliebige  Gerade  g,  welche  K  nicht  schneidet. 
Von  einem  beliebigen  Punkte  ^  derselben  zieht  man  an  den  Kegelschnitt 
die  Tangenten  g^  und  g^.  6,  C,  nnd  G^  sind  die  Schnittpunkte  von  u 
>■>■'  01  9\  <ii>d  pj.     Das  Frodnct 

ist  alsdann  unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  A  auf  g. 

18.  Man'  hat  ein  System  von  n  Punkten /f,,  A^,  ...  A^,  welche  eine 
solche  Lage  zu  V  und  u  besitzen,  dass  für  jede  beliebige  dnrch  V  ge- 
zogene Gerade  l  die  Gleichung  stattfindet 

•  ^,^  =  0 

oder  auf  der  Kugel 

Wenn  non  g  eine  verSnderlicbe  Tangente  des  Kegelschnittes  ist, 
welche  u  in  C  trifft,  so  hat  man  die  Beziehung 


auf  der  Engel  dagegen 

fmUigJI 


fJinC-liS)'! 


sin{gu)sin(MG') 


19.  Bei  derselben  Annahme,  wie  im  vorhergehenden  Satze,  sei  P 
ein  veränderlicher  Punkt  des  Kegelschnittes,  von  welchem  aus  man  die 
Punkte  Ai,  A^^.-.A»  auf  die  Gerade  u  nach  C^,  6,,...^^  projicirt. 
Die  Summe 

oder  auf  der  Kugel  njnzöHn  ^.tiOOqle 
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ist  nnabbängig  von  der  Lage  des  Pnnktea  P  auf  dem  Kegelsebnitte- 

20.    Ein  System  von  n  Geraden  iT,  >  j7g ,  ■ .  ■  ?■  hat  eine  solche  Lage 
Bum  Pnnkte  ü,  daes  für  jeden  beliebigen  Punkt  A 

oder  auf  inr  Kttfi-el 

sin{VgJ 
Wenn  nnn  P  ein  TerSnderlicber  Pankt  dee  Kegelschnittes  K  ist  und 
Q  der  Schnittpunkt  von  PU  mit  u,  so  hat  man 


Die  meisten  der  vorhergehenden  SStze  lassen  Umkehraugen  in  Form 
von  geometrischen  Oertem  an.  Diese,  sowie  die  zahlreichen  speciellen 
Fälle,  welche  möglich  sind,  zn  entwickeln,  mnss  dem  Leser  überlassen 
bleiben. 

Stuttgart.  R.  Hbbmee, 

PaljUahnlkaT. 


TTTTT.    Zu  Eiemann'a  GravitationsthMrie, 

In  Riemann's  „Neuen  mathematischen  Principien  der  Natnrphi- 
losophie"  (H.  Weber's  Ausgabe  der  Werke,  S.  502)  findet  sich  fol- 
gender Satz:  „Nimmt  man  an,  dass  der  raumerrflllende  Stoff  eine  in- 
compressible  homogene  Flüssigkeit  ohne  Trägheit  sei  und  dass  in  jedes 
ponderable  Atom  in  gleichen  Zeiten  stets  gleiche,  seiner  Hasse  pro- 
portionale Mengen  einströmen,  so  wird  offenbar  der  Druck,  den  das  pon- 
derable Atom  erfährt  (der  Geschwindigkeit  der  Stoffbewegnng  an  dem 
Orte  des  Atoms  proportional  sein?].  Es  kann  also  die  Wirkung  der 
allgemeinen  Gravitation  auf  ein  ponderables  Atom  durch  den  Dnick  des 
ranmerfUllenden  Stoffes  in  der  unmittelbaren  Umgebung  desselben  aus- 
gedrückt und  von  demselben  abhängig  gemacht  werden."  Die  unten 
folgende  Ansfflhmng  dieser  Riemann'schen  Andentnngen  wird  seigen, 
dass  die  oben  —  wie  in  der  Web  er' sehen  Ausgabe  —  in  Klammern 
geschlossenen  Worte  einer  Berichtigung  bedürfen. 

Der  den  Raum  erfüllende  Stoff  ist  trägheitslos,  also  sind  die  Be- 
wegnngsgleichungen  eines  Punktes  desselben 

8-''       "^      »y'  3«r     ,    .1   ,Coi>*^[c 

Zrltioliilft  t.  Mathnnatik  n.  Phyilk,  XXIII,  1.  19  ^ 
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>  wo  p  den  am  Orte  xyt  des  Pnnktes  herrBchenden  Drnck,  uvtv  die  Ge- 
scfawiDdigkeitecomponenten  des  Pnnktes  bedenten. 

Ferner  ist  jener  Stoff  eine  bomogene  incompressible  FltUsJgkeit.  Es 
ergiebt  sich  dadurch  die  Bedingnng 

2)  p  +  H  +  p^O  od»  ^^  =  g  +  |L^  +  5P_„ 

Bx      äy      dz  ^      aar      oy'      o^ 

ffiT  alle  Punkte  des  Rnnmes  ausserhalb  der  Atome. 

Die  Bediugnng,  der  p  innerhalb  des  vom  ponderabten  Stoffe  erfüll- 
ten Banmes  BQ  genügen  bat,  mnss  maa  auf  verschiedenem  Wege  ableiten, 
je  nachdem  man  sich  die  ponderablen  Massen  b  diacreten,  verschwin- 
dend kleinen  Körpern  coucentrirt  oder  stetig  zusammenhängend  denkt. 
Bei  Zugrundelegung  der  ereteieu  atomistiscben  Annahme  umGchlieBse  man 
jedes  Atom  durch  eine  kleine  Fläche,  deren  innere  Normale  n  die  Win- 
kel u^y  mit  den  Co  ordinalen  rieh  tun  gen  bilde.  Durch  das  OberfiSchen- 
element  di  der  FlScbe  tritt  wftbrend  der  Zeiteinheit  die  Flüssigk  ei  tarn  enge 

[(«-x)  CMC  -I-  (e-y)  «sjS  +  (w-  i')  co*yJ  ds 
ins  Innere  ein,  wenn  x'y'i'  die  Geschwind igkeitscomponenteD  des  Atoms 
bedeoten   und   man   die  Dichtigkeit  der  homogenen  Flttasigkeit  gleich  1 
setzt.     Da  x'y't    ffir  alle  Elemente  der  uro schli essenden  Fläche  constant 
und,  die  Integrationen  über  die  ganze  FlKche  erstreckt, 

I  cosa.dts=(t,      I  cosß.ds  =  0,      f  cosy.ds  =  0 

ist,  so  strömt  ins  Innere  der  FUcbe  in  der  Zeiteinheit 

t(ucosa  +  ecotß  +  KCOsy)di^—  j  -J-ds 

and  der  Riemann'achea  Hypothese  zufolge  darf  man  setzen 


-n 


mit  ffl  die  Masse  des  umschlossenen  Atoms  bezeichnet.    Hieraus  folgt  aber 
bekanntlich  _ 

J  Jp.dt  =  4^m, 

wenn   diese  Integration  über  das  vnn   der  FlKche  umschlossene  Volum 
erstreckt  wird.    Letztere  Gleichung  bleibt  bestehen,   wie  klein  auch  die 
Fläche  sei,  und  liefert  daher  fUr  den  Fall,  dass  m  in  einem  Funkte  con- 
centrirt  ist,  fUr  diesen  die  Bedingung 
3)  dp  =  4nm. 

Bei  der  Annahme  stetiger  Erfüllung  des  Ranmes  durch  die  pnn- 
ilerable  Masse  findet  sich  die  Flflssigkeitsmenge,  die  in  ein  mit  der  pon- 
derablen Masse  m  erfülltes  Ranmelement  tritt,  ebenfalls  gleich 


-G^+^lf)— 


L^OOglc 
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Den  an  p  geatellten  FoTdernngen  2)  und  3)  nebst  den  Bedingungen 
der  Eindeutigkeit,  Stetigkeit  and  des  Verhaltens  im  Unendlichen  geoUgt 
nnr  die  Function 

4)  P  =  -s", 

WO  die  Snmmation  über  alle  Atome  zu  erstrecken  ist.  Nach  der  Sub- 
stitution dieses  Wertfaes  ergeben  sich  die  vom  Newton'schen  Gesetze 
geforderten  Bewegungs  gleich  an  gen,  wenn  man  der  Biemaan'schen  Hypo- 
these den  Zusatz  anfügt,  dass  jedes  ponderable  Theilchen  Trägheit  besitzt, 
so  dass  seine  Bewegungsgleichangen  sind 

„_  _  ap         „ dp         „ ap 

'^~      dx'      "  ~      dy'       '  ~      dt' 

Die  im  obigeu  Citat  eingeklammerten  Worte  wtlrden  hiernach  helssen 
mUssen:  „dem  Newton'schen  Potentiale  an  dem  Orte  dee,  Atoms  pro- 
portional sein". 

Dresden.  G.  Hblh. 


XIV.  Zur  Lehre  Ton  den  Binomialooefficienten. 

Sind  a,b,c,..,  die  Anfangsglieder  einer  arithmetischen 
Ordnung  und  ihrer  p  Differenzreihen ,  so  hat  man  ftlr  die  i 
ersten  n  Glieder  den  Ausdruck 

1)  S  =  an-»  +  6n»-|-CB-ä-(-....' 

Bucht  man  dnrch  diese  Formel  die  Reihe 

3)  S  =  l''  +  2P  +  3i'+... 

au  snmmiren,  so  sind  deren  Differenzreihen 

(2P-I),     (3P-2>'),    {4»'-3P) 

(3P-2.2P+1P).     (4P--2.3''  +  2''),     (5p— 2.4»'  +  3'), 
(4'-3.3''-|-3.2P-I},     (5P-3.4''  +  3.3''-2),     ... 
(5''-4.4''-i-6.3f-4.2?-H),     .,., 


Mithin 


=  IP. 

=  2P-1, 

=  3P  — 2-».2''  +  l, 

=  4P-3''.3'  +  3-».2i'-  1, 

=  5''-4->.4f  +  4-*.3P-4-'.2»'  +  l, 

k  =  kr-[k~l)  i(A-l)p  +  (*_i)-!'(A_2)r 
Durch  EiosctzuDg  dieser  Werthe  in  1)  folgt 


*  H.  Graasmanu,  Lehtb.  d.  Math.  Th.  I,  Stettm  1860,  Nr.  86i.<0(><^lc 
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i      +2P(n-»-2->.n-»  +  3  ».n*  -  4-*. "■»+.. .) 
4)  ;     +3''(n-*-3'.n-*+4-«.n-5~5->. «•'+...) 

I     +AP[n-*-Ai.n-(»+r)  +  (ft+l}-i. „.(*+« -{*  +  2)». «■(*+'>+...] 


oder,  wenn   man  znr  Abkdrznng  die   CoefGcientcn   von  1",  2p,  .  .    mit 
P,,  Tj,   ...   bezeicbnet, 

5)  S=  P,. l'  +  P,. SP +  Pj,.3P  +  ...  +  i'». *!■+.... 
Snbtrabirt  man  nnn  2)  von  5),  so  folgt 

1p(/',-1)  +  2p(/',-1)  +  3p{P,-1)  +  .,.  =  0- 
Da  diese  Formel  für  jeden  Werth  voo  p  gilt,  so  kann  sie  nur  besteben, 
wenn   die  CoefVcieDteD  aämmtlicher  Potenzen  l^,  2f, ..    Null  sind.     An- 
dernfalls würde  ans  der  Formel  ein  bestimmter  Wertb  fUr  p  folgen.    Hao 
bat  also  fttr  jeden  gauzzabligetr  Wertb  von  k  (^0) 

Pt-i  =  0,     Pi  =  l 
oder 

6)  M*- *■'.«■»+')+ (*+l)*.n-{*+"-(t  +  2)-».nf*+3'  +  ...  =  l. 

In  dieser  Formel  ist  das  letzte  Glied  der  linken  Seito 

+  [A +  („_*_!)].(— H.  „.IM  C-iH 
oder 

+  („_,).(-«. 

Denn  es  ist  n-"  =  l  nnd  »-<"  +  '>  wie  alle  folgenden  Glieder  gleich  Nnll. 
Die  Aozabl  der  Glieder  links  beträgt  mithi»  n~/c  +  l. 

Waren.  V.  Schlboel. 


Prelsanfgaben 

der 

Fürstl.  Jablonowski'schen  Gesellschaft  zu  Leipzig, 

mathematiBoh-nstnrwiBBensoliaftliohe  Seotion, 

I.   Für  da«  Jahr  1878- 

Die  Entwickelung  des  reciproken  Wertbes  der  Entfernung  r.  zweier 
Pankte  spielt  in  astronomiscben  and  phyeik aliseben  Problemen  eine  her- 
Torrngende  Rolle.  In  der  Tbeorie  der  Transformation  der  elliptiscben 
Fnnctioiten  wird  die  zuerst  von  Caucby  entdeckte  Gleicbnng  bewiesen 


i[H-2/ 
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I»  <mi'  9ita'  _ 


=  l  +  2e     ■'*+2e     "'  +2e     "'  +2e      "'  ..., 
in   welclier  mit  Rttcksicbt  aaf  die  zn  eizielende  Genau ii^keit  die  positive 
witlkfirliche  Conatante  a  so  gross  gew&hlt  Verden  kann,  daas  die  Expo- 

DentialgTÖese  e     '*    vernacblässigt  werden  darf.     Aledann  hat  man 

_  ^'  int'  _  Bnr' 

-=I  +  2c     -'+26    "^  +  26     -■   +..., 

eine  Beihenentwickelnng  yon  ungemein  rascher  Conveigenz.  £iB  steht 
ZQ  erwarten ,  dass  eine  auf  die  vorstehende  Formel  gegründete  Entwicke- 
Inng  der  Störnngsfanction  in  dem  Prüblem  der  drei  Körper  sich  für  die 
name rieche  Kechnung  als  vortb eilhaft  erweben  «erde. 

Die  Gesellschaft  wünscht  eine  nnter  dem  angedeuteten 
Gesichtspnnkte  ausgeführte  Bearbeitung  des  Störnngs- 
prohlems  sn  erhalten. 

Indem  sie  dem  Bearbeiter  die  Wahl  des  besondem  Falles  ttberlSsst, 
in  welcbem  die  nnroerische  Anwendbarkeit  des  Verrahrens  gezeigt  wer- 
den soll,  setzt  sie  voraus,  dass  das  gewählte  Beispiel  hinlänglichen  Um- 
fang und  Wichtigkeit  besitze,  um  die  Tragweite  der  vorgeschlagenen 
Methode  und  ihr  Verhältniss  su  den  bisher  angewandten  hervortreten  zu 
l&sseu.     Preis  700  Hark. 

2.  FQr  das  Jahr.  1879. 

Dnrch  die  in  den  Ahhandlangen  der  königl.  sflchs.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  von  W.  Hankel  verüff entlichten  Dntersnchungen  ist 
nachgewiesen  worden,  dass  die  Thermoelektricität  nicht  nur  anf  den 
bemimorphen  Krjstallea  auftritt,  sondern  eine  an  allen  Kristallen  wahr- 
zunehmende Eigenschaft  ist,  soweit  deren  krystallinische  Strnctnr  und 
materielle  Beschaffenheit  überhaupt  du  Entstehen  nnd  AnhSufen  der 
ElektricitKt  bis  zn  einer  dnrch  unsere  Instrumente  Dachweisbaren  Stärke 
gestatten.  Die  erwähnten  Abhandinngen  nmfassen  ausser  den  bemimor- 
phen Krystsllen  des  Boracites  nnd  Quarzes  die  symmetrisch  gebildeten 
Krj'Stalle  des  Idokrases,  Apophfllite,  Kalkspathes,  Berylls,  Topases, 
Schwerspathes ,  Aragonites,  Gypses,  Diopsids,  Orthoklases,  Albits  und 
Feriklins,  und  lehren  nicht  nur  die  Vertheitung  der  Elektricität  anf  den 
in  den  verschiedenen  Formen  vollkommen  aosgebildelen ,  sondern  auch 
anf  den  dnrch  Anwachsen  und  sonstige  Hindernisse  in  ihrer  Entwicke- 
lang gehemmten  Individuen ,  sowie  anf  den  durch  Bruch  oder  Anschlagen 
der  Durchgänge  künstlich  erzeugten  Begrenzungsfl&chen  kennen.  Eis 
acheinen  -dud  unter  allen  zwischen  der  Wärme  nnd  der  Elektricität  be- 
obachteten Beziehungen  die  therm oclektiiscben  Krscbeinangen  am  geeig- 
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neteten,  eine  oShere  Kenotnias  des  Zasamtnen banges  zviacheo  den  ge- 
nanuten  beiden  Agentien  zu  eriiiöglichen ,  nad  es  wird  daher  von  der 
FärBtI.  Jablonoweki'sohtn  Gesellschafl  fUr  das  Jabr  1879  als  Preisaafgabe 
gestellt : 

Anf  streng  physikalische  Versnche  gestützter  Nachweis 
derEntBtehnng  der  aafKrystallen  hei  steigender  nnd  sin- 
kender Temperatur  hervortretenden  Elektricität  (Thermo- 
olektricität,  Pyroelektricitfit,  Kry stalle lektricität)  und  der  durch 
Bildungshemmnisse  oder  äussere  Verletzungen  derselhen 
in  der  normalen  Vertheilung  entstehenden  Aenderungen. 
Preis  700  Mark. 

3.   Ebenfalls  fQr  das  Jahr  1879. 

Die  hinterlassene  Abhandlung  Hansen's  „Ucber  die  Störungen  der 
grossen  Planeten,  insbesondere  des  Jupiter",  aligedruckt  im  XI.  Bande 
der  Abhandlungen  der  mathematisch -physikalischen  Ciasse  der  kSoigl. 
sächsischen  Gesellschaft  der  Wisseuscharten,  enthält  als  AnwenduDg  der 
daselbst  gelehrten  Methode  zur  Entwickelung  der  planetaren  Störungen 
die  numerische  Berechnung  derjenigen  Störungsglieder  in  der  Bewegung 
des  Jupiter,  welche  unter  der  Berücksichtigung  der  ersten  Glieder  ihrer 
analytischen  Entwickelung  abgeleitet  werden  kfinnen.  Für  die  Berech- 
nung der  durch  den  Saturn  bewirkten  Störungen  der  Länge  und  des 
Radius  vectors  dagegen  erscbeiot  die  angeführte  Methode  nicht  geeignet, 
und  Hansen  verweist  in  dieser  Beniehong  anf  seine  frfiheren  Arbeiten 
aus  der  Störungstheorie,  welche  die  erforderlichen  Vorschriften  enthalten. 
Ein  grosser  Theil  der  numerischen  Rechnungen  findet  sich  bereits  in  der 
im  Jahre  1830  von  der  Berliner  Akademie  gekrSiftcn  Prrissobrift  „Ueber 
die  gegenseitigen  Störungen  des  Jnpiters  und  Satuins"  ausgeführt.  Es 
ist  jedoch  der  Theil  der  Rechnung,  welcher  die  Glieder  höherer  Ord- 
nung in  Bezug  auf  die  Massen  bplrifft,  nicht  vollendet  worden.  Sofern 
diese  Glieder  von  Einflnss  werden  können  anf  die  vollständige  Berech- 
nung der  Säcularäuderungen ,  sowohl  in  Bezug  auf  die  Länge  und  den 
Radius  vector,  als  in  Bezug  auf  die  Breite,  sind  auch  die  in  der  nach- 
gelassenen Abhandlung  Hanscn's  enthaltenen  Werthe  dieser  Säcnlar- 
glieder  nicht  als  definitiv  anzusehen. 

In  den  letsiten  Jahren  ist  die  Theorie  der  Jupitersbewegung  durch 
die  umfangreichen  Arbeiten  von  Leverrter  ihrem  Abschlüsse  entgegen- 
geführt worden.  Da  jedoch  der  berühmte  französische  Astronom  sich 
wesentlich  anderer  Metboden,  wie  Hansen,  bedient  hat,  so  bleibt  es 
dringend  wfinschenswerth  und  von  hohem  wissenschaftlichen  Interesse, 
dasB  die  vollständige  Berechnung  der  Jupitersstörangen  auf  Grnnd  der 
Hansen'schen  Theorie  zu  Ende  geführt  werde.  Die  Gesellschaft  stellt 
daher 
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die    ergSuzende  Berccbnnng  der  TolletSadig«!)   Japiters- 

Btörnngen  nach  den  von  Hamen  angegebenen  Methoden 

alB  Preisanfgabe  für  den  Termin  dea  30.  November  1879.    Preis  700  Mark. 

4.  Für  das  Jahr  1880. 

Nacbdera  durch  die  embryologiachen  Untersach  an  gen  der  letzten 
Jahre  der  Nachweis  erbracht  ist,  dsfis  der  Körper  sämmtlicher  Thiere 
—  mit  AnsschlnsB  der  sogenannten  Protozoen  —  in  SbnJicber  Weise  aas 
einigen  wenigen  Keimblättern  sich  aafhant,  entsteht  die  Frage,  ob  der 
Äntheil,  welchen  diese  Blätter  an  der  Entwickelaug  der  einzelnen  Organe 
nnd  Gewebe  nehmen,  überall  genaa  der  gleiche  ist  oder  nicht;  eine 
Frage,  die  dann  natargemäss  weiter  zn  der  Untersncbnng  fuhrt,  ob  dieser 
Antheil  dnrch  die  specifischen  Eigenschaften  der  Keimblätter  oder  dnrcb 
gewisse  secaadäre  Momente  (etwa  die  Lagenverhältnisse  der  späteren 
Organe)  bedingt  sei.  In  Anbetracht  der  grossen  Bedentnug,  welche  die 
Entscheidung  dieser  Fragen  ftlr  die  Aaffassung  der  thieriscben  Organi- 
sation bat,  wttnscht  die  Gesellschaft 

eine   anf   eigene    Untersachangen    gegründete  Kritik    der 

Lehre  ron  der  Homologie  der  KeimbllitteT. 
Preis  700  Mark. 

5.  FOr  das  Jahr  1881 

wird    die,    arsprfiaglich    fHr  1877   gestellte,    in    diesem  Jahre   aber  nicht 
beantwortete  Preisfrage  wiederholt. 

Der  nach  Encke  benannte  nnd  von  diesem  Astronomen  während 
des  Zeitranmes  von  1819—1848  sorgfitltig  nntersuchte  Comet  I,  1819,  hat 
in  seiner  Bewegung  Anomalien  gezeigt,  welche  zn  ihrer  ErkUrnng  auf 
die  H^rpothese  eines  widerstehenden  Mittels  geführt  haben.  Da  indessen 
eine  genauere  Untersnchang  der  Bahn  nur  über  einen  beachrSnkten  Theil 
des  Zeitraumes  vorliegt,  über  welchen  die  Beobachtungen  (seit  1876)  sich 
erstrecken,  und  die  v,  Asten'schen  Untersuchungen,  wenigstena  ao  weit 
dieselben  bekannt  geworden  sind,  noch  zn  keinem  definitiven  Resultate 
geführt  haben,  ao  iat  eine  vollständige  Neubearbeitung  der  Bahn  des 
En'cke'schen  Cometen  nm  eo  mehr  wfinachenawerth,  ala  die  bisher  nuter- 
Buchten  Bewegungen  anderer  periodiscbfn  Cnmeten  keinen  analogen 
widerstehenden  Einfluss  verrathen  haben.  Die  Gesellschaft  wünscht  eine 
solche  vollständige  Neubearbeitung  herbeisaf Uhren  und  stellt  deshalb  die 
Aufgabe : 

die  Bewegung  des  Eneke'echen  Cometen  mit  Berücksichti- 
gung aller  störenden  Kräfte,  welche  von  Einftuss  sein 
k&noen,  vorläufig  wenigstens  innerhalb  des  seit  dem 
Jahre  1848  verflossenen  Zeitraums  zu  nDtersnchen. 
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Die  ergfinzende  Bearbeitang  für  die  frühere  Zeit  behält  sich  die 
Gesellacbaft  vor,  eventuell  zam  Gegenstand  einer  späteren  Preisbewer- 
bnng  zn  machen.     Preis  700  Mark. 


Die  anonym  ei nznreich enden  Bewerbangsschriften  sind,  wo  nicht  die 
Gesellschaft  im  besondern  Falle  ansdrficklich  den  Gebranch  einer  andern 
Sprache  gestattet,  in  deutscher,  lateinischer  oder  französischer 
Sprache  zu  verfassen,  müssen  deutlich  geschrieben  und  paginirt,  ferner 
mit  einem  Motte  versehen  und  von  einem  versiegelten  Coavert  begleitet 
sein,  das  auf  der  Ausseuseite  das  Motto  der  Arbeit  trägt,  inwendig  den 
Namen  und  Wohnort  des  Verfassers  angiebt,  Die  Zeit  der  Einsendung 
endet  mit  dem  30.  November  des  angegebenen  Jahres,  und  die 
Znsendung  ist  an  den  Secretär  der  Gesellschaft  (fUr  das  Jahr  1878  Pro- 
fessor der  Geschichte  Dt.  Georg  Voigt)  zu  richten.  Die  Resultate  der 
l'rilfung  der  eingegangenen  Schriften  werden  dnrcfa  die  Leipziger  Zeitung 
im  März  oder  April  des  folgenden  Jahres  bekannt  gemacht. 

Die  gekrönten  Bewerbungsschriften  werden  Eigenthum  der  Gesellschaft. 
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xn. 

Heber  ein  speeielles  Hyperboloid  und  andere  mit  ihm 
ZTuammenhängende  Begelflfiohen. 

Von 

Dr.  Aethub  Schoenflies 


§  ].    DineiuiioD  des  Hyperboloids. 

In  «tner  ^ttheren  Abhandlaog,  welche  ebenfnllB  in  diesem  Jonrnal* 
sbgednickt  ist,  bin  ich  von  einem  gleichseitigen  Paraboloid  ausgegangen, 
das  als  geometrischer  Ort  aller  Pnokte  des  Ranmes  definirt  wnrde,  welche 
von  zwei  windschieren  Geraden  gleichweit  entfernt  sind.  Die  Untersnch- 
nngen,  welche  den  Inhalt  dieses  Aufeatzea  bilden,  betreffen  ein  ähnliches 
Problem.  Es  ist  bekannt,  dass  der  geometrische  Ort  aller  Funkte  des 
Banmes,  deren  Entfemnngen  Ton  zwei  windschiefen  Oeraden  ein  con- 
Btantes  Verbfiltniss  besitzen,  ein  Hyperboloid  mit  einer  HantelflSche  ist. 
Dies  Hyperboloid  hat  ~~  was  bisher  Übersehen  worden  zn  sein  scheint  — 
die  specielle  Eigenschaft,  dass  zwischen  seinen  Hanptaxen  eine  einfnche 
Relation  besteht,  nnd  diese  Relation  glebt  Veranlassung  zn  mehreren 
ganz  bemerkenswerthen  Besnltaten ,  welche  ich  mir  an  dieser  Stelle  mit- 
xntheilen  erlaube. 
Es  seien 

„  X-a  =  0,     y-az  =  0, 

^'  a:  +  a  =  0,     !/  +  «t  =  0 

die  Gleichungen   der  beiden  windschiefen  Geraden  g  nnd  A,  nnd  X  der 
Werth  des  constanten  VerbSTtnisses  der  Entfemangen,  so  ist 


^  +  'h^&T-2T^!r3T^I"-2«T±^'  +  °'=0 


die   Gleichung  des  Hyperboloids.     Um  dasselbe  auf  die  Hanptaxen   : 
traneformireii,  snbstituiren  wir 


•  Bd.  XXUI,  3.  2U. 

bUaduift  t.  Ukthtaatlk  B.  PbT*lk,  XZIU,  S. 
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Ueber  ein  specielles  Hyperboloid  etc. 


l  +  i* 
x  =  x+a      '       ,     y  =  y  COI&  —  Z  sin»,     z  =  y  sm&-\-z  cos» 

nad  erbalten,  wenn  wir  die  Striche  bei  den  nenen  Coordinaten  wieder 
TeglaseoD,  seine  Gleichnng  in  der  Form 

3)  A*x*+B*f-C*z*=\ 

und  als  Gleichnngen  der  Geraden  g  nnd  A 


-J»,  fl^  c«,  < 


wenn  die  Werthe  -J',  fl*,  C*,  *  dnrcb  folgende  Gleichnngen  bestimmt  atnd: 
1  -  l'V 


^  = 


'1-1'Vt, 
.  2a;i  ; 


Die  oben  erwähnte  Relation  ergiebt  sieb  an  mittelbar  ans  den  Gleich- 
ungen 6);  sie  lantet: 

8)  ^  =  ß»-C». 

Ferner  zeigen  die  Gleicbungen  4)  nnd  5),  dass  von  den  beiden  Ge- 
raden g  nnd  h  die  eine  die  Polargerade  der  andern  in  Bezag 
anf  das  Hyperboloid  ist. 

Die  dnrch  den  Mittelpunkt  gehenden  Ebenen  der  KreiMchnitte  haben 
für  unsere  Fläche  die  Gleichungen 

9)  Cj--Äi  =  0,     Cy  +  Bi  =  Oj 

daians  folgt,  dass  die  Kreisschnitte  auf  je  einer  der  beiden  Asymptoten 
des  Hauptschnittes  der  yr-Ebene  senkrecht  stehen. 

Ferner  zeigen  die  Gleichnngen  6),  dass  das  Verhaltnies  der  GrSsseo 
A^,  B*,  C*  Ton  a,  d.  h.  Ton  dem  kürzesten  Abstände  der  beiden  Geraden 
g  und  h ,  nnabhängig  ist.  Setzt  man  nun  a  =  0 ,  so  verwandeln  sich  diese 
Geraden  in  zwei  zu  ihnen  parallele  Geradon  g'  und  h',  welche  dnrch  den 
Mittelpunkt  des  Hyperboloids  gehen.  Dieses  selbst  aber  wird  dadurch 
zn  dem  Eegel 

d  h.  es  geht  in  seinen  eigenen  Asymptotenkegel  Ober.  Folglich  kann 
der  Asymptotenkegel  nnseres  Hyperboloids  als  der  Ort  aller  Pnnkte  des 
Banroes  betrachtet  werden ,  deren  Entfernungen  von  den  Geraden  g'  und 
h'  ebenfalls  das  constante  Verhältniss  2  besitzen. 
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Bezeichnen  wir  endlicb  die  lineufiD  Excentricität«n  der  drei  Hanpt- 
schnitte  ouaeier  Flüche  durch  e,  e^,  e^,  die  nnmeriBchen  dnrch  s,  e,,  Cj, 
80  ergelieD  sich  ihre  Werthe  in  der  Form 

10)  ^^:^'    ''=1^*'    V=-ßF7Jr. 

und   diese  Gleichungen   lassen  nnmittelbat  die  Existenz  der  Belationen 

12)  «»V  =  l. 

13)  (,•-«,»  =  !   " 
erkennen. 

§  2.    Eeileitiiog  der  Segelfläeh«  R^. 

Es  entsteht  nun  die  umgekehrte  Anfgahe,  zn  einem  gegebenen  Hy- 
perholoid,  dessen  Hanptaxen  der  Relation  8)  genfigen,  die  Geraden  g 
and  h  zu  finden,  d.  b.  ans  den  vier  Gleichungen  6)  und  7)  die  vier 
Grössen  a,  a,  X,  9  zu  bestimmen.  Diese  vier  Gleicbnngen  repräaentiren 
aber  wegen  der  Belation  8)  nur  drei  voneinander  nnabhXngige  Beding- 
DDgen;  demnach  kann  von  jenen  vier  Oifissen  eine  ganz  beliebig  an- 
genommen werden  nnd  es  ezistiit  dah^  eine  anendliche  Anzahl  von 
Geradenpaaren  g,  h,  welche  eine  geradlinige  Flüche  bilden  werden.  Be- 
trachten wir  zunächst  die  Fläche,  welche  von  den  Geraden  g  erzeugt 
wird,  BD  haben  wir  ans  den  Qleicbnngen  4),  6),  7),  also  ans  ffinf  un- 
abhängigen Gleicbnngen  die  vier  Grössen  a,  «,  l,  9  zn  eliminiren;  das 
Eliminationsiesultat  ist  die  Gleichung  der  gesnchten  Fläche. 

An  die  Stelle  der  drei  Gleichungen  6)  setzen  wir  die  beiden  un- 
abhängigen Gleichungen 

"  -i» 


1)  .     A  =  - 


2«4  ' 


^'  BC  a  2i    • 

Wenn  vir  nu>  ans  Gleichung  4)  lg&  ausdrucken  nnd  den  erhaltenen 
Werth  in  die  Gleichung  7)  einsetzen,  so  ergieht  sich 

(1  —  ii»\*        21*    «*  —  i'  1  —  B»  14-1' 

Aber  die  Mnltiplication  der  Gleichung  4)  (§  1)  mit  Gleichung  1)  (§  2) 
liefert 

4)  ^«-^-1  =  0, 

so  dass  wir  jetzt  drei  Gleichungen  gebildet  haben,  nämlich  2),  3),  4), 
in  denen  nur  «  nnd  1  vorkommen.  Uro  daher  die  Gleichung  der  Fläche 
m  Ulden,  haben  wir  noefa  aus  den  beiden  Gleichungen  2)  und  3)  «  zu 
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eliminiren  and  dann  in  die  so  entstehende  Qleioli&ng  fllr  1  seinen  Werth 
—  ans  Gleicbnng  4)  —  einzuBetsen. 
Wir  snbstjtniien  noch 
5)  l=ü*  =  2-, 

80   verwandeln  sich,   wenn  wir  zugleich  j;  durch  i 
setsen,  die  Gletchnogen  2)  nnd  3)  in 

l-l*      yz     "^l^A»      "' 
d.  h.  in  zwei  Oleichnngeu  zweiten  Grades  in  u,  ans  welchen  sich  u  ohne 
Schwierigkeit  eliminiren  ISset.     Die  resalürende  Gleichnng  lautet  nach 
Unterdrückung  der  an  wesentlichen  Factoren 

7)   |2(l-l')  +  (.,-.)'|'j'.'  +  (»'-.')'|(l-lV-h-.)'l"l  =  0 
oder,  wenn  wir  auf  der  linhen  Seite  4y*i*l{l  — A')*— («j  — i)*l*l  snbtrft* 
hiren  und  addiren,  mit  Räcksicht  auf  §  1,  Gleichnng  12) 

Setzt  man  nun  noch  für  l  den  Weitb  —Jx  ein,  so  ergiebt  sich  als 
Gleichung  der  gesuchten  FlXche 

d.  h.  die  Geeammtheit  der  Geraden  g  bildet  eine  geradlinige  Flfiche  ach- 
ten Grades. 

Dieselbe  Fläche  wird  von  den  Geraden  h  gebildet,  so  dasa  die  Gc- 
sammtbeit  der  Geraden  g  mit  der  Gesammtheit  der  Geraden  k  identisch 
ist.  Die  Gleichungen  4)  nnd  5)  des  vorigen  Paragraphen  zeigen  nXm- 
lieh,    dass  die  Gleichungen  der  Geraden  g  in  diejenigen  der  Geraden  h 

tifaergehen,  wenn  man  in  ihnen  gleichzeitig  1  in  — ,  «  in  —a,  a  in  — « 

verwandelt,  und  man  erkennt  leicht,  dass  diese  Substitutionen  die  resnl- 
tirende  Gleichung  9)  ganz  nngeSndert  lassen.  Ausserdem  ergiebt  sich 
die  IdentitSt  beider  Geradenschaaren  auch  durch  folgende  Ueberlegnng. 
Es  wurde  im  Beginn  dieses  Paragraphen  gefunden,  dass  von  den  vier 
Grössen  a,  a,  i.,  Q  eine,  also  z.  ß,  il,  beliebig  gewählt  werden  kann. 
Nun  sind  die  Geraden  g  nnd  h  dadurch  definirt,  dass  in  dem  constanten 
Verhaltnisse,  dessen  Werth  l  ist,  die  Entfernung  von  g  den  Zähler,  die 
von  h  den  Nenner  bildet.     Es  gehen  also  g  und  h  ineinander  Qber,  wenn 

sich  1  in  Y  verwandelt,   und   daher  befindet  sich   unter  den  xn  il'=  p 

gebSrigen  Geraden  ^  auch  die  Gerade  h.     Demnach  ei^ebt  sieb: 

Für  jedes  einschalige  Hyperboloid,  dessen  Hauptazen 
der  Gleichnng    8),    §  I,   gentlgen,    existirt   eine    nnendliehe 
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Anzahl  von  Paaren  gerader  Linien  von  der  Eigenschaft,  daas 
die  Entfernungen  «Her  Punkte  des  Hyperboloids  von  je 
zwei  Geraden  eines  Paares  ein  constantes  Verhältniss  be- 
sitzen. Die  Gesammtheit  dieser  Geraden  bildet  eine  Regel- 
fISche  Tom  achten  Otade,  H^,  Je  zwei  Geraden  eines  Paa- 
res, welche  conjngirte  Geraden  der  FlHcbe  B^  heissen  sol- 
len, sind  reciproke  Polaren  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid. 
Ans  der  Gleichung  9)  erglebt  sieh  unmittelbar,  dass  die  FlKche  B^ 
zwei  vierfache  Geraden  ff  =  0,  x  =  0  und  «  =  0,  (^0  besitzt,  wo  (^0 
die  Gleichung  der  nnendlicb  fernen  Ebene  bedeutet.  Sie  gehören  nicht 
KD  den  ETzeugnngslinien  der  Flitcbe. 

§  3.   Darstelloag  der  Fladie  R^  mittelst  elliptiseher  Funotionen 

und  Disonuion  deiulben. 
Da  alle  Geraden  der  Fläche  Ag  auf  der  a;-Ase  senkrecht  stehen, 
so  sind  die  Gleichungen  einer  beliebigen  Geraden  von  der  Form 

1)  Ax  +  l  =  0,     y  =  ßr,     z  =  yr, 

wenn  awischen  |S,  y,  1  die  Relationen 

besteht,  welche  man  erhält,  wenn  man  in  die  Gleichung  8)  des  vorigen 
Paragraphen  für  y  und  z  ihre  Werthe  einsetzt.  Betrachtet  man  in  den 
Gleichungen  1)  r,  j3,  7,  iL  als  variabel,  so  stellen  sie  ebenfalls  die  Fläche 
R^  dar.  Wir  werden  nun  zeigen,  dass  sich  j3,  y,  A  mittelst  elliptischer 
Functionen  ausdrucken  lassen. 

Wegen  der  Gleichung  (*t,'  =  l  Ifisst  sich  die  Gleichung  2)  in 

3)  (V-  i»)»^y»  -H  (1  -  5»i»)U  -  i*l')  =  0 

umformen.  Da  das  erste  Glied  der  Unken  Seite  ein  vollständiges  Qua- 
drat ist,  so  kann  sich  nur  auter  der  Bedingung  fttr  ß  und  y  ein  reeller 
Werth  ergeben,  dass 

4)  (1-«H»)(1-.,»1»)<0 

ist,  und  diese  Ungleichung  wird,  weil  »*<. e*  ist,  nur  ftlr  solche  Werthe 
von  il  erfllllt,  welche  der  Bedingung 

5)  ».»^l'^s» 
genfigen.     Fttr  dieae  Werthe  1  ist 

6)  l-^a*>0,     I-(,»1»<0 

und  es  existiren  reelle  Geraden  der  Fläche  Ag  nur  dann,  wenn  fttr  po- 
sitive X  tl  zwischen  1  und  i*  liegt,  und  fttr  negative  l  zwischen  —1 
und  —  f*. 

Fttr  die  weitere  Darstellung  werde  ich  mich  der  von  Herrn  Weier- 
strass  einget^rten  Functionen  bedienen.  Die  Bedeutung  und  Theorie 
derselben  idt  von  Herrn  Kiepert  bereits  eum  gresseren  Theil  verSffent- 
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Hellt  worden.*     Aas  der  «.  a.  0.  bebandelten  Fnnction  tf(u)  entspriDgen 
drei  neue  Fnnctionen  Oi{u),  (ig{u),  ffg(u)  mittelst  der  Foimela 


"(«•) 

'+-+ 

<(»+"' 

«("+») 


and  EW&r  bestfibeo  zwischen  denselben  die  beiden  Relationen 

iD  welchen  X,  fi,  v  die  Indicas  1,2,3  in  irgend  einer  beliebigen  Reiben- 
folge bedentea. 

Wir  eetsen  nun 

li)  «, — e,=3l,     Bj  — e,  =  e*, 

alao 

12)  e,-e,  =  l-.*, 

alsdann  verwandelt  Bich  die  Gleichnng  3)  in 

Nsn  ist  wegen  {■,  =  ! 

daher  wird  mit  Bilcksicht  anf  die  Relationen  8),  9) 
V(»)       '^       ■'.."(")' 

,    «1-».  °.'l")  _    «.-'.  »i'M 

alito  gebt  die  Qleicbnng  13)  scblieselich  über  in 

H)  Py'  =  ''''ü'.?ll'°'- 

Hierzu  fügen  wir  die  xwiseben  |3  and  }>  beatehende  Gleichnng  ^+7*^=1 
and  erhalten  demnach 


nnd  zwar  ist  den  inneren  Wnrzeln  in  beiden  Gleicbnngen  derselbe  Werth 

ß 
zn  geben.     Bezeichnen  wir  noch  —  durch  t,  so  ergieht  sich 

■  Borchardt'i  Journal  Bd.  Ti,  S.  S(»agg.  und  Bd.  76,  8.  aiB^^gj^^ 
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nod  hier  hat  ebenfalb  die  innere  Wurzel  im  ZSbler  und  Nenner  den 
nämlichen  Werth. 

Die  Oleichnng  10)  lehrt,  dass  en  einem  Wertbe  von  l  auch  nar  ein 

Werth  von     ',  , ,   also   anch    nnr  ein   Werth  von  — ^,— r  nnd  -Vr" ^  gö- 

hOrt.  Demnach  ei^ehen  sich  zc  einem  Werthe  von  1  gemSss  Oleichnng 
16)  Tier  Werthe  von  t,  d.  h.  dnrch  jeden  Punkt  der  «-Axe  gehen  vier 
Geraden  der  FlSche.  Also  lassen  sich  zu  einem  gegebenen  Hy- 
perboloid vier  Paare  gerader  ^Linien  bestimmen  von  der 
Eigenschaft,  dass  die  Entfernnngea  aller  Punkte  des  Hy- 
perboloids von  denselben  ein  vorgesohrieheuea  constantes 
VeihSltniss  besitzen. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  unter  welchen  UmstSnden  zwei  oder 
mehrere  dieser  Geraden  zasammenfallen ,  d.  h.  ob  die  Fläche  Ft^  ausser 
den  beiden  schon  genannten  Geraden  noch  andere  vielfache  Linien  be- 
sitzt. Die  Bedingung  dafUt  ist,  das«  die  Gleichungen  1&)  zwei  oder  mehr 
gleiche  Wurzeln  für  ß,  resp.  y  liefern,  d.  h.  ee  muss  die  Discriminante 
dieser  Gleichungen  verschwinden,  also 

.,'W-4»'(")V(")  =  o 

sein.    Diese  BelstioD  läset  eich  in 


aberfahren,  woraus  sich  endlich  für  1  die  Bedingungsgleichnng 

ergiebt.  Für  jeden  der  beiden  Werthe  i,  welche  dieser  Gleichung  ge- 
nfigen ,  fallen  je  zwei  von  den  vier  zugehörigen  Geraden  der  Fläche  zn- 
sammen,  so  dass  wir  im  Ganzen  vier  Doppelerzeugeude  erbalten.  Die 
entsprechenden  Werthe  von  t  genügen  in  beiden  Fällen  der  Gleichung 
18)  T»-1  =  0. 

Andere  vielfache  Geraden'  oder  Doppelcnrven  der  Fliehe  existiren 
nicht. 

Man  tiberzeugt  sich  leicht,  dass  sich  auch  zu  einem  Werthe  von  s 
vier  Werthe  von  iL  ergeben;  also  liegen  auch  in  jeder  durch  die  x-Ax» 
gelegten  Ebene  vier  Erzeugenden  der  Fläche.  Diese  vier  Gersrden  sind 
im  Allgemeinen  ebenfalls  von  einander  verschieden.  Nur  för  diejenigen 
Werthe  t,  welche  die  Gleichung  18)  erteilen,  fallen  wieder. je  zwei  der- 
selben snBammen,  nnd  zwar  sind  die  zugebürigen  Werthe  A  durch  die 
Gleichung  17)  hestimmt.     Daraus  folgt: 
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Die  EegelfUche  S^  besitzt  zwei  vierfache  Linien  s  =  0, 
:  =  0  nncl£  =  0,  (  =  0  tmävierDoppeletzengende;  diese  gehen 
zu  je  zweien  dnrch  denoelbeQ  Pankt  der  ^r-Axe  and  liegen 
ebenfalls  zn  je  zweien  in  derselben  dnrch  die  x-Axe  gehen- 
den Ebene. 

§  4.    Die  Schaar  der  Carren  C^. 

Sei  jT' irgend  eine  beliebige  Gerade  der  Flilche  Ag  und  u  eine  Qe> 
rade  des  Hyperboloids;  sie  bestimmen'eine  dritte  Oerade  S,  welche  durch 
die  beiden  Punkte  G  und  V  auf  g  nnd  u  hin darcli geht,  die  den  kürze- 
sten Abstand  von  einander  haben.  Bewegt  sich  u  anf  dem  Hyperboloid, 
wSbrend  g  fest  bleibt,  so  beschrei|it  die  Gerade  i  eine  geradlinige  Fläche; 
dieselbe  enthSU  alle  Strahlen,  welche  sogleich  anf  j7  nnd  je  einer  Ge- 
raden der  Begelschaar  u  senkrecht  stehen.  Ebenso  beschreibt  der  Pnnkt 
ü  eine  Cnrve,  welche  den  ganzen  oder  tbeilweisen  DarchschniU  des 
Hyperboloids  mit  jener  geradlinigen  Flüche  ausmacht. 

Um  diese  Gebilde  zu  unteranchen,  drtlcken  wir  das  Hyperboloid 
durch  folgende  Oleichnngen  aas: 

»  "'"'Ü^-    '"=0!'    ''-T^- 

■  WO  bekanntlich  u'=eonst.  die  eine  Schaar  der  geraden  Linien  liefert  nnd 
v'^cotut.  die  andere.     Setzen  wir  nun 

■'^  "'-=«■   iq^-  =  ". 

80  wird 

3)      Ax  =  l-tiuv,     Äy  =  «-Kl-w«)e,     Cz  =  u-{l  +  u*)v. 
Die  Bichtnngscosinns  der  Geraden  u  seien  a^,  /!,,  y,,  so  findet  sich 

^  '  AR'     P'         BR    '      '»  CR    ' 

nnd    zwar   ist   unter   Anwendung   der   §  1,'  Gleichung   10)   eingriUhrten 
Bezeichnungen 

Demnach  lassen  sich  die  Gleichungen  der  Geraden  u  auch  folgendermas- 
sen  schreiben: 

2u  1  — «■  l  +  u» 

6)  Ax  =  l-^r„     By  =  u+^r,,     Cz  =  u-'-J^r,. 

Die  Gletchnngen  der  Gejaden  g  seien  wieder  [§  3,  1)] 

7)  Ax  +  X^O,    y  =  C'*.     »  =  )"•, 
wo  i,  ß,  Y  ^>«  Gleichung  §  3,  2)  befriedigen  mässen. 

Den  Strahl  s,  welcher  die  beiden  Punkte  kürzesten  Abstandes  0 
und  G  miteinander  verbindet,  bestimmen  wir  anf  folgende  Weise.  Es 
Bollen  jetzt  r,  r^  die  Abscisaen  dieser  beiden  Punkte  bedeuten,  nnd  ä 
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die  Entfemnng  des  Pnoktes  r  =  0   der  Geraden  g  vom  Punkte  i 
der  Geraden  u,  bo  gelten  folgende  Gleichangen : * 

8) 

■■  =-,-Sii^l"'(»'0»<"(««)-~(«O|. 

Setzen   wir  nun  noch 


9) 


J'+C_ 


Bo  ergiebt  Bjch 

WO 

Ä,»  =  P»+ «»(?'  +  ?*)«*  +  ?*«* 
ist.    Demnach   ergeben  sich,   wenn  wir  die  gefundenen  Werthe  in  die 
Gleichungen  8)  einsetzen   und   noch  folgende  Bezeichnungen  einfahren: 

11)    „e,'  +  n(,'+e,'  +  ^)  =  k.    ne,'  +  ,n(e'+,,'-~')  =  l, 

die  geeuchten  Grössen  r,  r^   nach  einigen  Vereinfachungen  in  der  Fonn 

13)  ^=^  (*  +  <"■)• 

Setzen  wir  nnn  diesen  Werth  von  r,  in  die  Gleichungen  6)  ein,  so  er- 
halten wir  die  Coordinaten  des  Punktes  ü  der  Geraden  u,  welcher  von 
g  die  kürzeste  Entfernung  hat;  es  ergiebt  sich,  venu  wir  noch 

pi=/.,     3»  =  0.     ^3.(p.+y.)  =  iv,     ^  =  M 
setien. 


15)-  i?y  = 


P— Jtf— JV— (Jlf-jy+OJu» 


*  Hesse,  Analjb  Qeometiie  des  Baumes,  2.  Aufl.,  S.  7^,;^^itj^  C.^OOq[(^ 
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Betiachten  wir  üdd  u  in  dieien  Oleichnngen  kIs  rariabel,  so  darcli* 
ISnft  der  Fnnkt  U  die  Geradenschaar  u  des  Hyperboloids;  daher  stellen 
dieselben  die  im  Eingang  des  Paragraphen  ervXhnte  Curre  dar.  Da  sich 
ihre  Coordinaten  als  rationale  Fanctionen  eines  Parameters  ergeben,  so 
folgt,  dass  die  Punkte  der  Oertkdenschaar  u,  welche  von  g  den 
kürzesten  Abstand  besitzen,  eine  Carve  C^  .vierter  Ordnnng 
nnd  zweiter  Gattung  bilden.  Die  Geraden  u  reprftsentiren  die* 
jenige  Regelschaar  des  Hyperboloids,  welche  von  C^  nnr  je  einmal  geschnit- 
ten wird;  dagegen  hat  jede  Gerade  e  drei  Punkte  mit  C^  gemein. 

Es  giefat  zwei  Punkte  des  Hyperboloids,  nämlich  seine  Schnittpunkte 
mit  der  ^-Axe,  durch  welche  alle  diese  Curven  C^  hindnrchgehen.  Es 
sind  dies  diejenigen  beiden  Pnnkte,  welche  tüi  jede  Cnrve  den  Werthen 
u  ^  0  nnd  u  =:  cn  entsprechen. 

Die  Coefficienten  M,  N,  P,  Q,  welche  die  Cnrven  C^  bestimmen, 
hSogen  ansser  von  den  Haaptaxen  des  Hyperboloids  von  i,  ß,  y,  d.  h, 
▼on  der  Geraden  g  der  Fl&che  Ag  ab.  Diese  Cnrven  werden  sich  daher 
im  Allgemeinen  mit  der  Geraden  g  ändern;  es  entsteht  jedoch  die  Frage, 
ob  vielleicht  zn  mehreren  Geraden  g  eine  nnd  dieselbe  Cnrve  C^  gehört. 
Dies  wild  fflr  diejenigen  Geraden  der  Fall  sein ,  welche  für  alle  Wertbe 

von   u  denselben   Werth   von   -=    liefern,      Nnn   ist  mit  Benutzung   der 

Bezeichnungen  14) 


fein^  gehöre  zur  Garaden  g'  der  Werth  r\  nnd  es  sei 
tj_       St'+  //'+  ffu' 

so  ist  ZV  nntersncben,   ob  sich  die  Grössen  Af,  JV,  P,  Q,  M\  JV',  P',  Q' 
so  bestimmen  lassen,  dass  ftlr  alle  Werthe  von  u  die  Gleichung 

besteht     Als  Bedingungen  ergeben  sich  die  drei  Gleichungen 
(Ä+  JV)  P—  («'+  JV)  P=  0, 

17)  Ol*-  PQ'+iiJUy'- M'N)  =  0, 

(«—  N)Q'—  (jW-  iV')  Ö  =  0. 
Ersetzen  wir  in  ihnen  N  nnd  JV'  nach   14)  durch  P,  Q,  P,  Q\  so  gehen 
sie  in 

M P'-  PSI'+  ^6'(0P'-  P0')  =  0, 

18)  «'(*(/^+  Q-)  -  M-{P+  (/))  +  QP'-  P0'=  0, 

flher.     Jetzt  mnltipliciren  wir  die  erste  nnd  dritte  derselben  mit  i*,   die 
zweite  mit  —  1 ,  und  addiren  sie,  so  erhalten  wir 
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(ii*-l)(0/'-i'e')  =  0, 
also,  da  ^4*  — 1  nicht  Tetschvindet, 

19)  0/''- /•£>'=  0, 

und  veno  wir  dies  in  die  erste  nnd  dritte  der  OleichuDgen  18)  ein- 
setzen, so  folgt  als  £ndbedingDag 

oder  aucb  Bcblieaalioh  mit  Rücksicht  aaf  14) 

in  '  =  ''=■2. 

Diese  Doppelgleichnng  ist,  wovon  man  sich  leicht  flberzengt,  den  Oleioh- 
angcn  18)  TollsUtndig  Squivalent,  so  dass  ai«  die  nothwendige  Bedingung 
für  das  Znaammen fallen  der  Cnrven  C^  ist. 

Es  ist  nun  za  untersuchen ,  ob  es  flbeihanpt  Geraden  g,  g  der  Be- 
gelfl&che  Ag  giebt,  deren  Cooidinaten  diese  Doppelgleiehnng  befriedigen. 
Nnn  genügen,  wie  wir  oben  fanden,  die  GrSsseti  1,  ß,  y  der  Gleichong 

(f,»-s»)VV  +  l-C»*+<i*)'l'  +  'l*  =  0- 
Famer  ist  zufolge  den  Gleichungen  9) 

ß,_P  +  9       Y  _P-9 

C         2    '     B         2    ' 
also  verwandelt  sich  dieselbe,  wenn  wir  noch  der  Kürze  halber  ■^i'i'-t^B'C* 
durch  D'  ersetzen,  in 

22)  D*(P-Qy-{-l-ii'  +  ,*)X*-t-l*'=0. 
Ebenso  besteht  zwischen  den  Grössen  Jl',  P',  Q'  die  Gleichung 

23)  2)»({P'-P')*  +  l-t«'+i,')i''  +  i'*=0. 
Durch  Snbtraction  beider  ergiebt  sich 

24)  J)«((/'_e)»-(7''_0')»)_(t»+,,»)(l»_l-»)  +  (l*_i'«)  =  0, 

d.  h.  eine  zweite  Bedingnngsgleichnng  zwischen  den  sechs  Grössen  Jl,  P, 
Q,  k\  P',  f/.  Wir  bezeichnen  nun  den  coastanten  Quotienten  der  Gleich- 
ungen 21)  durch  t,  so  haben  wir 

X  =  l'x,     P=Px,     Q  =  Q't 
in    die  Gleichung  24)  einznaetzen  und  zu  nntersnchen,    ob  sich  ans  der 
so   entstehenden  Gleichung  Werthe  t  bestimmen  lassen.     Diese  Gleich- 
ung ist 

26)        |Z)>(f_p-)>-(,H..')i'  +  l'(,'+l)|(,>-l)_0, 
und  .zerflillt  also  in  zwei  andere, 

26)  T»  — 1  =  0 

und 

i>»(f-C»^)»-(i»  +  V)i'»  +  i'*('*+I)  =  0. 
Die  letztere  verwandelt  sich   noch  uiit  Bilcksicht  auf  Gleichung  23)  in 
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27)  T»i*-1  =  0, 

so  daes  sieb  also  im  Ganzen  vier  Werthe  von  t  ergeben.  Es  ist  nnn 
noch  zn  nntersnchen,  ob»  resp.  welche  Geraden  der  Fl&che  B^  diesen 
Wertben  t  entsprechen.     Die  Gleichung  26)  ^ebt  die  beiden  Werthe 

.=+1,  .=-1. 

Der  arste  derselben  liefert 

28)  i  =  l', 

-)     il^iM^Hj-  (M)'=(M)' 

Dncch  Addition  und  Snbtraction  der  beiden  letzten  Gleichungen  folgt 
oder  wegen  der  Belationen  jP  +  y'ssI,  P''+)''*=l, 

30)  p  =  ?>,   ).'=r'',   Pi  =  fr\ 

und  zwar  entsprechen  unserem  Problem  nur  solche  Werthe,  welche  die- 
sen drei  Gleichungen  zugleich  genHgen.  Dies  findet  statt  t\ii  ß  =  ß', 
y  =  y'  and  ftir  ß  =  —  jS',  f^  —  y,  aber  diese  Relationen,  ergeben  nnr  das 
selbstverständliche  Resultat,  dass  die  Cnrven  C^  zasammenfallen ,  wenn 
die  Geraden  g  nnd  g'  identisch  sind.  Demnacb  ergiebt  sieb,  dass  nnter 
den  vier  Geraden  g,  welche  zn  demselben  Werth  von  X  gehören,  d.  h. 
dnrch  denselben  Punkt  der  2-Aie  gehen,  keine  zwei  ezisüren,  ftlr 
welche  die  Carven  C^  zasammen fallen. 

Behandeln   wir  anf  dieselbe  Weise  den  Werth  t  c=i  —  1 ,  so  ergeben 
sich  die  Bedingungsgleichungen 

i  =  _v,   fr — ?,', 

31)  ^\c''"B>)'*"e>^~''[c'~p)~'p' 
"^Xp    cJ^c       '  \Bt    c'J    c> 

and  man  Übeixeagt  sich  leicht,  dasa  diesem  Werthe  von  (  ttberhaopt 
keine  Lösangen  des  Problems  entsprechen. 

Die  Gleicfanng  27)  giebt  fllr  t  die  beiden  Werthe 


32)    .  1 

Die  erste  derselben  liefert 


'I.V 


-)  (M)'=M§+^)*  (l-Ö"=^(l-l)* 

eichm 

..Cookie 
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,-)        (^f)'(f-Ö'=(l4)"(M)" 

Endlich  erhalten  vir  dnrch  Snbtr&ction  derselben  beiden  Oleichnngen 

nnd  wenn  wit  hieraus  den  Werth  von  X'*  in  die  Oteicbnng  35)  einsetzen, 
ao  folgt 

(S-Ä)Vv-(i:-i*)v^. 

Nun  hatten  wir  oben  gefunden,  dua  von  den  vier  Geraden,  welche 
dnrch  denselben  Funkt  der  ar-Axe  gehen,  keine  zvei  dieselben  Cnrven 
C^   liefern;   infolge  dessen  kann  es  auch   unter   den  Geraden,   die  zum 

Werthe    i^'^y    gehören,    nur  eine   einzige   geben,    zu    nelcber   dieselbe 

Cnrve  C^  gehört,  wie  za  der  betrachteten  Geraden  g.     Wir  zeigen,  dass 
dies   fflr  folgende  Lösungen   der  Gleichungen  36)  und  37)  der  Fall  ist: 


0, 


Denn  diese  Gleichungen  rerwandelD  sich,  wenn  wir  die  Hnltiplication 
ansfilhren,  in 

B»|3^-(7V/=0,     (fl»(3|5'-CVr')(j'^'+JJ/)  =  0, 
so  dass  in  der  That  beide  GleicbungeD  durch  die  Relation 

38)  B*ßß-C*yy=fi 

befriedigt   werden.     Ee  geht  &1ho  durch  den  zu  'l'=-r  gehörigen  Punkt 

der  A-'Axe  in  der  That  eine  Gerade  g\  welche  dieselbe  Gurve  C^  besitzt, 
wie  die  Gerade  g. 

Da  wir  oben  bereits   nachgewiesen   haben,   dass  die  Werthe  i  und 
—  l  keine  Geraden  liefern,  welche  nnserer  Aufgabe  entsprechen,  so  folgt, 

dass  auch  der  Werth  l'= — -  eine  solche  nicht  liefern  kann. 

Die  Gleichung  33)  ISsst  sich ,   wenn  wir  fHr  1  seinen  Werth  ~-  Ax 
einsetzen,  in 

Ak  .  Ax'=  1 

(IberfHhren,  und  diese  (üleichang,  im  Verein  mit  Gleichung  3S),  ergiebt 
ohne  Weiteres,  dass  die  Geraden  g  nnd  g'  reciproke  Polaren  in  Bezug 
auf  das  Hyperboloid  sind.     Also  folgt: 

Zu  iwei  conjngirten  Geraden  der  Regelfl&che  Bg  gehört 
eine  and  dieselbe  Cnrve  C^,  V^i(H>qIc 
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Fttr  zwei  aolcbe  Geraden  g  and  g'  ergiebt  sieb  nocb,  dus 
sm*(ug)       P+2Nu*+0u' 

oder 

39)  '^pl-r^x^ 

sm*{ug) 

ist,  d.  b.  die  Siniu  der  Winkel,  welcbe  ii^end  eine  Oerade  des  Hyper- 
boloids mit  der  Fläcbe  R^  bildet,  besitzen  ein  conatanteB  VerbBltniBS, 
welcbes  dem  constanten  YerhSltniss  der  Entfemnngen  gleich  ist. 

Wir  bemerken  scbliesBlicb,  dus  die  fUr  die  Geraden  u  gefundenen 
Gleiebnngen  io  die  entsprechenden  für  die  Geraden  v  ttbergeben,  wenn 
man  u  in  r  Terwandelt  ond  m  mit  n,  p  mit  q  Tcrtauscht. 

§  6.    Dia  Flftoh«  R^  dsr  kfiruiten  Abatände. 

Um  die  FlScbe  aa  nntersnchen,  welche  von  den  Geraden  t  gebildet 
wird,  deren  BrsengaagBliaiea  also  die  Punkte  kürzesten  Abstandea  G  nnd 
U  mit  dnander  verbinden,  bestimmen  wir  jeden  Stralü  t  durch  seine 
Richtnngscosinus  a^,  ß^,  Yt  <""^  seinen  Bcknittpunkt  mit  der  Geraden  g. 
Dies  bt  der  Funkt,  welcher  dem  Werthe  r  [Oleichnng  13),  §  4]  ent- 
spricht; daher  sind  die  Gleichungen  de«  Strahles  s 

1)  a:  +  j  =  V     y=ß'-  +  ßt',     '^y  +  Vi^- 

Ans  ihnen  eigiebt  sich  die  Gleichung  der  gesnchten  Fliehe  durch  Eli' 
mination  von  u  nnd  s.  Dieselbe  ISsst  sieb  ausfahren,  ohne  dass  es  nS- 
thig  wllre,  die  GrSssen  «,,  j3,,  y,  zu  berechnen.  Weil  nämlich  der  Strahl 
t  auf  u  und  g  senkrecht  steht,  so  gelten  die  beiden  Relationen 

Hultiplidren  wir  daher  die  Gleichungen  1)  mit  n,,  ^,,  }•,,  resp.  mit  jS,  y, 
nnd  addiren  sie,  so  erhalten  wir 

3)  ',{'+j)+ßa+n'=(ßß,+yny, 

4)  ßy  +  rr^r, 

d.  h.  swei  Gleicbnogen ,  welcbe  nur  noch  die  QiüBBe  ti  entbdten^  Ana 
ihoen  bilden  wir  noch  die  Gleicbnng 

6)  •,{''+~)  +  ß,y  +  n'  =  (Pßt  +  n,Ws  +  /') 

nnd  mmchen  nnnmelir  folgende  Snbatitntiou : 

6)  "  +  7-^'   »  =  ri  +  ße,   '  =  rC-ß'i, 

«Isdenn  verwandein  aich  die  beiden  Oleichnngen  4)  und  5)  in 

t-r-0,   -ti+ivßt-ßrtti^o        Google 
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und  nehmen  endlich,  wenn  wir  noch  r,  «ij,  ß^,  y^  durch  ihre  Werthe  in 
u  ersetzen,  folgende  Fonn  an: 

8)  2u|  =  (p  +  ytt»)A. 

Die  gesncbte  FIXche  iat  daher  das  Eliminationsresnltat  ans  einer  Oleich- 
nng  vierten  Grades  nnd  einer  Gleichung  zweiten  Grades,  deren  OoefG- 
cienten  lineare  Functionen  der  Coordinatcn  eind ;  daher  ist  sie  selbst  vom 
sechsten  Grade.  Die  Elimination  von  u  ans  den  beiden  Gleichungen 
ISast  sich  fibrigens  anf  eine  Elimination  ans  nnr  swei  quadratischen 
Gleichungen  rednciren,  da  man  die  Gleichung  7)  durch  eine  andere 
ersetzen '  kann ,  die  in  u  nur  vom  zweiten  Grade  ist.  Dazu  qaadriren 
wir  die  letzte  Gleichung  und  erbalten 

und  wenn  wir  nun  die  Gleichung  7)  mit  A'ri*  und  die  letzte  Gleichung 
mit  —  t  multipliciren  und  dann  beide  addiren,  so  Tolgt  mit  Unterdrück- 
ung des  Factors  u  und  wenn  wir  noch  beachten ,  dasa 

«»(p«+3t)_2p«=i 
ist,  die  Gleichung 

Ans  ihr  und  der  Gleichung  8)  ist  nun  «  zu  eliminiren.  Es  ergiebt  sich, 
wenn  wir  noch  > 

10)  4p(f'-HV)t-2^A|,)=  V, 

setzen , 

n)  »'*  +  ffr=0 

als  Gleichung  der  gesuchten  Fläche.  Sie  hat,  wie  allgemein  ftlr  Regel- 
flSchen  dieser  Art  bekannt  ist,  zehn  Doppelgeraden,  oKmlich  eine  vier- 
fache Gerade  * 

12)  1=0,     .1  =  0, 

welche  sechs  Doppelgeraden  Äquivalent  ist,  nnd  noch  vier  gewöhnliche 
Doppelgeraden,  nXmlich  ' 

t  =  0,     t  =  0, 

,-.  £=0,    .,  =  0. 

|-.-,,  =  0,     t  =  0, 
wenn  t  =  0  die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Ebene  bedeutet.    Dem- 
nach einlebt  sich; 

Alle  Strahlen,  welche  zngleich  anf  einer  Geraden  g  der 
Fliehe  ffg  und  je  einer  Geraden  u  des  Hyperboloids  seuk- 
reeht   stehen,   bilden    eine    RegelfUehe   sechster   Ordnung, 
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welche  eine  vierfache  Gerade  nnd  vier  gewShnlicfae  Doppel- 
geraden  enthSlt. 

Ebenso  bilden  die  Strahlen,  welche  sagleich  anf  g  und  je  einer  Ge- 
raden t>  des  HTperboIoidfi  senkrecht  stehen,  eine  Begelfläche  sechster 
Ordnung.  Die  Oleichnng  derselben  kann  sich,  da  za  beiden  Flfichen 
dasselbe  Coord in aten System  gebort,  von  der  Oleichnng  11)  nar  in  den 
Coostanten  nnterscheiden.  Demgemäss  hat  diese  Begelfliche  ebenfalls  die 
Gerade  12)  zu  vierfachen  Geraden  nnd  die  vier  Geraden  13)  zu  Doppel- 
geraden. 

Diese  Regelfl&chen  durchdringen  das  Hyperboloid  znm  Tbeil  in  den 
Cnrven  C^.  Es  folgt  noch,  dass  je  zwei  dieser  Flächen,  welche  zu  con- 
jngirten  Geraden  der  FISche  ü^  gehfiren,  mit  dem  Hyperboloid  dieselbe 
Cnrve  C^  gemein  haben. 


Die  Torstebende  Abhandlung  lag  der  Bedaction  dieses  Joomals  be- 
reits vor,  ala-ich  auf  eine  Mittheilnng  des  Herrn  Schroeter*  aufmerk- 
sam gemacht  wurde,  welche  sich  ebenfalle  mit  dem  von  mir  nutersnchten 
Hyperboloid  beschäftigt,  ohne  indessen  die  mit  ihm  zusammenhängenden 
Curven  nnd  Flächen  zu  berühren.  Hfrr  Schroeter  sieht  die  charak- 
teristische Definition  desselben  darin,  dass  die  den  beiden  Geraden  g  und 
g  zugehörigen  Ebeneninvolationen  circnlar  sind.  Ich  werde  nun  zeigen, 
dum  diese  Definition,  welche  a.  a.  0.  ohne  Beweis  aufgestellt  wird,  mit 
der  von  mir  gegebenen ,  dass  die  Entfernungen  ^ler  Punkte  der  Fläche 
von  den  beiden  Geraden  g  und  g'  ein  constantes  Verhältniss  besitzen, 
vollständig  identisch  ist. 

Seien  nämlich  die  beiden  Geraden  g  und  g'  durch  die  Gleichungen 
^  =  0,     fl  =  0;     C=0,     0  =  0 
gegeben,    wo  A   und  B,    ebenso  C  und  D  zwei  rechtwinklige  Ebenen  in 
der  Normalform  bedonten,  so  ist 

die  Gleichung  des  Hyperboloids,  Sie  zeigt,  wie  bekannt  ist,**  dass  diese 
vier  Ebenen  ein  in  Bezug  auf  die  Fläche  sich  selbst  conjugirtes  Tetraeder 
bilden;  daraus  folgt,  dass  A  und  B,  und  ebenso  C  und  ß  eonjn^rte 
Ebenen  fttr  das  Hyperboloid  sind.  Nun  können  aber  diese  Ebenen  ganz 
beliebig  angenommen  werden  nnd  haben  nur  die  Bedingung  zn  ereilen, 
auf  einander  senkrecht  zu  stehen  und  sich  in  den  Geraden  g,  resp.  g' 
zn  schneiden,  mithin  sind  diese  beiden  Geraden  die  Azen  circnlarer 
Ebeneninvolutionen  in  Bezug  anf  die  Fläche. 

*  Beridite  der  Berliner  Akademie  1877,  S.  594. 
**  Salmon,  Anal;t.  Geometrie  des  Batnnea,  S.  Aufl.,  S.  '^-l  ~()(->n|(;> 
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umgekehrt  hat  nach  der  Definition  des  Herrn  Schroeter  die  Oleich- 
□ng  dea  Hyperboloids  jedenfalls  die  Form 

ond  es  mnss  möglich  sein,  diese  Gleichnng  fQr  nnendlich  viele  Werthe 
Ton  fx  nnd  r  in 

»      J  +  p»     "^  '       1  +  ft«  ^      I  +  v»     "^    '       1  +  v« 

Qberznfflhren,  so  dass  beide  Seiten  der  Gleichnngen  gesondert  in  einan- 
der fibergeben-  Diese  Fordern ng  aber  kann,  wie  sich  leicht  ergiebt,  nnc 
unter  der  Bedingung 

a*  =  n^«  =  6»  =  6,»,     c'  =  ci'  =  tfi  =  rfj» 
erfüllt  Verden,  d.  h.  die  Gleichnng  des  Hyperboloids  ist 

Hiermit  ist  die  Identität  beider  Definitionen  erwiesen. 

Die  zweite  von  Herrn  Schroeter  ebenfalls  als  charakteristisch  an- 
geffihrte  Eigenschaft  des  Hyperboloids,  dass  es  sich  durch  swei  projec- 
tivische  EbenenbUschel  erzengen  IKsst,  deren  entsprechende  Ebenen  senk- 
recht auf  einander  stehen ,  ergiebt  sich  unmittelbar  ans  der  Gleichung 

und  der  Relation 

Solcher  Paare  van  Ebenen bUscbelu  ezistiren  zwei,  nXmlich 

By  —  Ct-~)i(l-  Ax)  =  0,     By  +  Cz--{l+,Jx)  =  0, 

Ganz  analoge  Betrachtangen  lassen  sich  Qber  das  gleichseitige  hyper- 
boliache  Paraboloid  anstellen. 


KrltHhiin  I.  HMhuiiatIk  a.  Phnlk,  XXIIt,  A. 
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XUI. 
üeber  die  Bedingwiseii  der  AggregatztutandsTerftndenmg. 

Von 
Prof.  Dr.  W.  C.  WiTTWER 


In  meinei  Äbbandlnng  „Uebei  A'w  Ait  der  Bewegung,  welche  wir 
WXrme  nennen",*  habe  ich  die  Principien  angegeben,  anf  welchen  die 
VerXndemng  des  Aggregatznatandea  der  Körper  bembt,  und  glüchzeitig 
habe  ich  anf  S.  176  als  Beispiel  eine  Oleichnog  vom  vierten  Qrade  mit 
willkürlich  gewählten  Constanten  angegeben,  nm  die  Art,  wie  die  Ag- 
gregatzastandsveglindeningen  bu  Stande  kommen,  zn  zeigen.  Im  Nach- 
stehenden will  ich  diese  willkttrlicb  gewählte  Gleichung  mit  solchen  ver- 
tanechen,  die  ans  den  an  verfichiedenen  Körpern  gemachten  Beobach- 
tnngen  abgeleitet  wurden,  nm  mit  ihrer  Hilfe  zn  zeigen,  dass  bei 
bestimmten  Temperatnren  eine  Veränderung  des  Aggregatzu  stau  des  nn- 
anableiblich  sei.  Die  Beweisführung  bleibt  im  Allgemeinen  die  nämliche, 
die  ich  in  der  obenerwähnten  Abhandlung  wählte,  nnd  die  vorgenom- 
menen Aendernngen  sind  zunächst  im  Interesse  der  grösseren  Allgemein- 
heit gemacht  worden. 

Die  Gleichgewichtslage  der  Atome  tritt  dann  ein,  wenn  die  Kräfte, 
welche  je  zwei  derselben  einander  zn  säbem  oder  sie  von  einander  za 
entfernen  streben ,  sich  aufheben. 

Eine  Annäherung  der  Atome  verursacht  der  Drack  der  Luft,  der 
im  Nachstehenden  mit  p  bezeichnet  werden  soll.  Seine  Wirkung  ist  un- 
abhängig von  dem  Volumen  oder  der  Atomdistanz  des  Körpers,  denn 
denken  wir  uns  letzteren  in  einen  Cylinder  mit  verschiebbarem  Deckel 
eingeachlossen ,  welcher  letztere  als  nicht  schwer  angenommen  werden 
soll,  so  ist  der  von  der  Luft  anf  die  Flächeneinheit  der  andern  Seite  des 
Deckels  ausgeUbte  Druck  unabhängig  davon,  ob  der  Deckel  mehr  oder 
weniger  weit  an rttck geschoben  wird.     Ob  der  eingeecblossene  Körper  — 


*  Diese  Zeilackrift  XVIII,  2. 
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vir  wollen  setzen,  er  sei  ein  Gas  —  diesen  Druck  anszohalten  vernuig, 
igt  eine  andere  Frage. 

Neben  dem  Lnfldmcke  wirkt  anf  die  festen  nnd  die  tropfbar-flttS' 
sigen  Körper  noch  der  Dmek  des  änaeeren  Aethers. 

Wie  ich  an  einem  andern  Orte*  gezeigt  habe,  widerspricht  die  all- 
gemein verbreitete  Ansiebt,  die  Aetherdichtigkeit  eines  Mediams  wacbse 
mit  dessen  Brechangsvermpgen ,  sowohl  der  Rechnung,  als  anch  der  Be- 
obachtnng.  Der  Aether  im  Innern  der  genannten  ESrper  ist  weniger 
dicht  als  im  allgemeinen  Ranme,  nnd  der  Aether  des  letzteren  drückt 
ebenso  gegen  die  OberflHchtv  der  Körper,  wie  die  atmosphärische  Lnft 
bei  ihrem  Bestreben,  in  einen  luftverdtlnnten  Raum  einzudringen,  einen 
Diruck  austtbt.  Uer  anf  die  Einheit  einer  EngeloberäHche  bethätigte 
Druck  des  Aethers  ist  dem  Engelradins  oder  der  Atomdistanz  r  propor- 
tional. Ist  A  eine  Constaute,  so  lässt  sieb  der  Aetherdrnck  bezeichneo 
dnrcb  Ar.** 

Die  gegenseitige  Einwirkung  der  Molecule  ist  im  grossen  Ga^en 
eine  Abstossnng,  nnd  sie  Usst  sich  ansdrUcken  durch  die  Formel 


»  ----(^+^+5+...). 


wenn  o,  n,  o,  q,  ...  positive,  |!,  ff  ...  positive  oder  negative  Constante 
bedeuten  und  das  Vorzeichen  —  eine  Ahstossang  angiebt. 

Die  durch  die  Gleichung  1)  bezeichnete  Wirkung  gilt  fUr  die  abso- 
lute Temperatur  Null.  Werden  die  Körper  warm,  so  schwingen  ihre 
Holecnle  um  ihre  Gleichgewichtslage,  und  je  stKrker  diese  Schwingungen 
sind,  am  so  höher  ist  die  ihnen  entsprechende  Temperatur.  Wenn 
Schwingungen  stattfinden,  ist  es  unvermeidlich,  daas  die  einzelnen  Theil- 
chen  sich  einander  bald  nKhern,  bald  sich  mehr  entfernen,  als  dieses  in 
der  Gleichgewichtslage  der  Fall  ist,  Ist  nun  die  gegenseitige  Wirkung 
der  Theilcben  eine  solche  Function  der  Entfernung,  dass  die  Wirkung 
wKchst,  wenn  die  Distanz  abnimmt,  so  ist  es  unansbleibücbe  Folge, 
dass  bei  der  AnnSbernng  die  gegenseitige  Wirkung  der  Theilcben  mehr 
wXchst,  als  sie  bei  der  Entfernung  abnimmt,  nnd  es  ei^ebt  sich  also 
als  Folge  der  Temperaturerhöhung  ein  Anwachsen  der  Molecularwirknng. 
Dieses  Anwachsen  habe  ich  bereits  in  meinem  Buche:  „Die  Uolecular- 
gesetze"  und  in  meiner  Abhandlung:  „Ueber  die  Art  der  Bewegung  etc." 
behandelt.  In  beiden  Ffillen  bin  ich  von  der  Annahme  ausgegangen, 
dass  ein  Theilcben  zwischen  zwei  WHnden  oder  zwei  anderen  Holeculen 
bin*  and  hergehe.  Im  Folgenden  will  ich  die  Voraussetzung  machen, 
nm  den  Mittelpunkt  einer  Kugel  schwinge  ein  Theilcben  innerhalb  der 
gegen   den   Engelradins   sehr  kleinen   Amplitude   +  Xf,,     Zwischen  dem 

•  Diese  Zeitschrift  XX,  1.  ^~-  i 

••  Meine  „Molecnlargeaetee"  8.36.  r ,  ,  .j.,  t^iOOglC 
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schwingenden  Theilcben  nnd  einem  Fnnkte  der  Engel oberfläche  bestehe 
die  dnrch  1)  angegebene  Relation  and  es  sei  derEinflnss  zn  bestiminen, 
welchen  das  schwingende  Theilchen  anf  ein  anf  der  Engeloberfläcbe 
befindlicbea  anetlbt. 

Befindet  sieb  das  schwingende  Tbeilchen  auf  der  X-Aze  tn  der  Ent- 
fernung X  von  dem  Uiltelpnnkte  c,  welcher  der  Anfangspunkt  der  Co- 
ordinaten  ist,  befindet  sich  femer  an  dem  Punkte  s  der  Engeloberfifiche 
ein  Theilchen ,  ist  der  Winkel  scx^^9  nnd  bezeichnet —  b»—"  die  Wech- 
selbeziehnng  zwischen  x  und  &,  u  die  Entfemnng  von  xs,  so  ist  nach 
den  bekannten  Formeln  die  zwischen  der  JCngeloberflSche  nnd  dem  ^n- 
geechloBsenen  Tbeilchen  bestehende  Wirknng 


'■*  +  x*-,^  .  ^ 
—2:7—"'* 


und  setzt  man  diesen  Werth  von  sm9d&  in  ,2)  ein,  so  wird 
4)  w,  =  __iL^l — J_JUa„, 

wobei  das  Integral  tob  u  =  r4-;r  bis  u^r—x  zn  nehmen  ist.  Wird 
in  dieser  Weise  integrirt,  so  erbSlt  man 

als  Wirkung  der  gesammten  Hohikagel,  infolge  welcher  Wirknng  das 
Theilchen  gegen  die  Gleichgewichtslage  hingetrieben  wird,  Hfitte  man 
ansser  der  ersten  Eoblkngel  noch  eine  zweite  mit  dem  Eadins  mr,  so 
wäre  bei  Bestimmung  ihres  Einflusses 

Hfitte  der  Radios  den  Werth  m,r,  so  würde  m,  an  die  Stelle  von  m  sa 
setzen  sein,  und  ist  eine  ganze  Uenge  von  Hohlkngeln  tiber  einander, 
80  ergiebt  sich 

wofQr  der  Eärze  wegen 

8)  »'.  =  -4««("-2)[^  +  5l^  +  -  •] 

gesetzt  werden  kann.  Die  einzelnen  Theilchen  sind  auf  den  Hohlkngeln 
nicht  so  angeordnet,  dass  letztere  continniilich  angefüllt  wXren,  sondero 
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sie  sind  durch  bestimmt«  Entferaangen  von  einander  getrennt;  es  soll 
jedoch  zunächst  angenommen  werden,  ihre  Snhstanz  sei  contiDuirlich  über 
die  Hobikngel  vertheilt  Bei  dieser  Annahme  mass  in  Gleichung  S)  noch 
ein  DichtigkeitscoeiiScient  eingesetzt  Verden,  es  lässt  sich  aber  dieser  sJs 
in  den  Constanten  n    und  «j  mit  inbegriffen  betrachten. 

Wird  die  Wirkungsnorro  der  Theilchen  nicht,  wie  bisher  angenom- 
men wurde,  ausgedrückt  durch  —  ar~",  sondern  dnrch  — ^r"",  so  be- 
käme man  statt  8} 

9)         »..=_ti,„(._2)[^+?ji;+...]. 

Tritt  die  dnrch  1}  angegebene  Wirkung  ein,  so  wird 

Sind  die  eineelnen  Glieder  von  Wf,  gegen  die  entsprechenden  von  M^n 
klein,  so  kann  hierffir  auch  gesetzt  werden 


11) 


.,(.-2K/  ^,..(.-2»  N  -1 

+        r"+>       V'  +  .»,(n-2)r— +  •■,'  +  •  -J- 


Werden  die  Coefficienten  von  x  und  a^  in  11)  dnrch  tp  nnd  2^  e 

so  ergiebt  sich  bei  Nichtberticksichtignug  der  böheren  Potenzen  von  x 

12)  »'=—{ircc  +  i^^). 

Es  beeteht  demnach  eine  Kraft,  welche  das  Theilchen  gegen  den  Mittel- 
punkt hintreibt,  es  veranlasst,  zu  schwingen,  und  darum  wird 

13)  ^  =  -(,»  +  2,p:t>), 

")  17  =  '' (»«'-l-*a^)  +  c,  ^ 

und  bedeutet    V  die  Geschwindigkeit  für  die  Zeit,  in  welcher  das  Thül- 
chen  die  Gleichgewichtslage  passirt,  so  wird 

P*  — u*  =  <))^'  +  *a!*, 

-»..•(i  +  5 


IS)  _.„.^^*,.). 


Da  nun  X  eine  kleine  Grüsse  ist,  eo  kann  man  auch  setzen 

16)  (r»-v»)(l— ^a^)  =  9>aJ'. 

Das  Maximum  der  fllongation  erreicht  das  Theilchen  in  x^,  wenn  t>  =  0 
also  ist 
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") 


Nacb  Enetznng  Ton  v  dnrcb  aeinen  nisiiTtingUcben  Werth  - 


8.rZ/l 
18)  =•-      ' 


and  die  Integration  von  x=aü  bis  x  =  ^q  giebt 

oder,  wenn  man  ftir  x^,  q>  und  -^  die  Werthe  ans  II)  nnd  17)  einsetet, 
,  2  A'  4.,.-(,-2)l'      2.»'(„_2)^-+     ■; 

'^L'  *i;i7«(;32jv+(,;:;-W.(«-2)r— +",'+'-J- 

Wird  anr  Vereinfactinng  ^  =  }is=0  genonunen,  so  erhXlt  mau 

'"  '°?/4„.;-2).-('--^i^^.^(b2)+     ■)■ 

Es  bedeutet  hier  '  die  Zeit,  während  welcher  das  Theilchei^  von  0  bis 
x^  oder  umgekehrt  geht,  und  zu  einer  gansen  Schwingung  bedarf  es  alao 
das  Vierfache  dieser  Zeit. 

Bei  Bestimmung  der  Einwirkung ,  welche  das  schwingende  Tbeilchen 
seinerseits  auf  ein  anf  der  Kugeloberfl&cbe  von  dem  Kadius  r  befindliches 
ThBÜchen  ansäht ,  mnss  daranf  Bücksicht  genommen  werden,  welche  Rich- 
tung die  Schwingungen  haben.  Nehmen  wir  an,  wir  haben  statt  eines 
einzigen  schwingenden  Theilchens  deren  soviele,  als  Schwingungsrich- 
tungen, und  dieser  ebensoviele,  als  Kiemeute  der  Kugeloberfläche,  so 
werden  diese  Tbeilchen  jeweilig  selbst  eine  Kugelfläche  von  dem  Radius 
X  darstellen.  Ein  einzelnes  Tbeilchen,  das  infolge  von  Aenderung  der 
SchwingBngarichtnng  nach  nnd  nach  alle  die  vielen  vertritt,  wird  ebenso 
nach  und  nach  die  Gesammtthätigkeit  ausüben,  welche  den  vielen 
gleichzeitig  zukommt,  und  seine  mittlere  Wirkung  ist  demnach  gleich  der 
Wirkung  der  ganzen  KugelflSche,  dividirt  durch  die  Zahl  der  Tbeilchen, 
also  dividirt  durch  die  Oberfläche  der  Kugel.  Bezeichnet  man  den  ver- 
änderlichen Eugelradius  mit  jt,  so  giebt  der  Quotient,  multiplioirt  mit 
dem  Z eit demente ,  während  dessen  sich  das  Tbeilchen  in  a;  aufhält,  den 
Werth  der  Wirkung  des  schwingenden  Theilcbens  während  der  Zeit  df; 
die  Wirkung  während  der  Zeit  (  aber  erhält  man,  wenn  durch  Integra- 
tion dt  in  I  abergebt,  worauf  wieder  durch  Divisipn  mit  f  der  Hittel- 
werth  der  Wirkung  während  der  Zeiteinheit  erhalten  wird. 
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Die  Wirkung  eiaei  Hohlkngel  von  dem  Badim  x  aaf  einen  aneser- 
halb  in  der  Entfemnng  r  von  dem  Mittelpnnkte  befindlichen  Efirper  ist, 
wenn  diu  Gesetz  der  wirkenden  Kraft  durch   -  ar-'  ausgedraekt  wird, 

n,„  = tstn»d&  \ xT^I, 

22)  *■   "^  \      «  +'       / 

wobei  das  Integral  ron  u=^r-\-x  bis  u  =  r  —  x  zu  nehmen  ist.  Eb 
ergiebt  sich  aonach 

Wird  statt  der  Norm  —ar—"  die  Formel  —  j3r— •  gesetzt,  eo  wird 

aad  nimmt  man  das  dnrch  1)  angegebene  Gesetz,  so  wird 

oder,  wenn  or-"  gegen  ^r-"...  sehr  groes  ist,  mit  fainlSnglicher  Ge- 
nanigkeit 

+  67=+5  l'  +  ,(«  +  l)(„-2)r— +-J  +  -J- 

Diese  Einwirkung  wttrde  also  stattfinden,  wenn  es  soviele  schwingende 
Tbeilchen  gSbe,  als  FlKchenelemente  da  sind;  da  aber  nnr  ein  einziges 
vorhanden  ist,  das  nach  nnd  nach  die  durch  W  ausgedrückten  Abstos- 
sengen  anstlbt,  muss  W  durch  die  Zahl  der  Flächen ele mente ,  also  durch 
Ax*n  dividirt  werdeu ,  und  der  mit  St  mnltiplicirte  Quotient  giebt  die 
mittlere  Wirkung  fttr  alle  Stellungen,  hei  welchen  sich  der  schwingende 
ESrper  in  der  Entfernung  x  von  der  Gleichgewichtslage  befindet,  wenn 
et  sich  während  der  Zeit  dl  dort  anfhilU.     Wird  nun  noch 

„(,  +  l)(„_2)/.  ,       p[.  +  l)>«-2)       .       \_      . 
gesetzt  und  statt  dt  der  in  18)  angegebene  Werth  genommen, 

26)  »",= 


r  ';       n„„odi 


C^o(5glc 
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Die  Integration  von  x  =  {>  bis  x^x^  giebt 

nnd  wird  darch  (  dividirt,  so  erbSU  man  die  mittlere  Wirkni 
Zeiteinbeit 
28,  .   ^^  =_(,  +  !  r  +  ...). 

Dnrcb  Einsetzen  der  Wertbe  von  Jl,  ft  nnd  tp  wird  bieranf 


+  .. 


Die  Verglmchnog  der  Formeln  1)  und  29)  zeigt,  das«  dnrch  die 
Schwingnngen  die  Einwirkung  eines  Tbeilcbene  auf  ein  anderes  sich  in 
der  Weise  ändert,  dnas  zn  der  ursprünglichen'  VVirknng  nocb  eine  wei- 
tere tritt,  welcbe  dem  Quadrate  der  OeBcb windigkeit,  mit  der  die  Gleich- 
gewichtslage passirt  wird,  direct,  der  dritten  Potenz  der  Entfernung 
umgekehrt  proportional  ist,  in  der  sich  aber  ausserdem,  wenn  p,  y^  ... 
nicht  TeinachlSssigt  werden  dürfen,  noch  die  ursprfln gliche,  d.  h.  die  bei 
dem  Bubezustande  stattfindende  Norm  gewissermassen  abepiegelt    Für 

ß     y 
den  Fall ,  dass  die  Grössen  — ,  — ,  ...  als  verschwindend  klein  hetracb- 

tat  werden  können,  wird 

^(«+1)'" . 


'»'  -.-(^+^!^"+-> 


Der  vorstehenden  Rechnung  liegt  die  Voranssetznng  zn  Grunde, 
daoB  das  schwingende  Theilchen  von  Hohlkngeln  umgeben  sei,  über 
welcbe  die  Kasse  der  übrigen  Tkeilcben  continnirlich  ansgebreitet  ist. 
Die  nKchste  Folge  dieser  Annahme  ist,  daas  ftir  n^2  die  Hanptglieder 
9>,  i(f  und  ft  verschwinden,  weil  sie  den  Factor  n  — 2  enthalten.  Es  Ifisat 
sich  nun  allerdings  sehr  leicht  einsehen,  dass,  wenn  die  Bedingung  der 
gleiohmSssigen  Vertheilung  aber  eine  Hohlkngel  nicht  erfDlIt  ist,  auch 
die  genannton  Grössen  nicht  verschwinden  werden;  doch  halte  ich  es 
nicht  für  fiberflüssig,  eine  besondere  Art  der  Atomverth eilung  unter  der 
Annahme,  dass  die  wirkende  Kraft  dem  Quadrat  der  Entfemang  um- 
gekehrt proportional  sei,  noch  einer  u&beren  Prüfung  zn  unterziehen. 

Bei  den  Lnftarten  und  den  tropfbaren  Flüssigkeiten,  wenn  auch  bei 
den  letzteren  vielleicht  nicht  ohne  Ausnahme,  muss  die  Gruppimng  der 
einzelnen  Theilchen  bezfiglicb  dreier  aof  einander  senkrechter  Axen  eine 
gleiche  sein;  denn  wenn  dieses  nicht  der  Fall  wfire,  so  würde  auch  die 
Aetbervertbeilung  nach  den  verschiedenen  Richtungen  verschieden  aus-- 
fallen,  was  dann  wieder  eine  Doppeltbrechnng  des  Lichtes  bewirken 
würde.     Bei  den  Gasen   ist  eine  Doppeltbrechnng  nicht  vorbanden  und 
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dämm  gilt  di«  erwähnte  Anoftlime  wenigstens  für  diese.  Unter  den  tropf- 
baren Flüssigkeiten  mügen  die  ctrcnlarpolarisirenden  eine  Ausnahme 
machen,  die  übrigen  jedoch  thnn  es  schwerlich.  Nach  dieser  Annahme 
bilden  die  Atome  anf  (gedachten)  £ngeloberflSchen  Oinppen,  deren  ein- 
zelne Glieder  gegen  drei  anf  einander  senkrecht  stehende  Axen  so  ver- 
tbeilt  sind,  dass  die  Grappimng  bezüglich  der  einen  Axe  eich  bü  der 
andern  wiederholt,  wie  die  Ecke  eines  holoedrischen  tesseralen  Krjrstal- 
les  es  gegen  die  krystallog^ap bischen  Axen  thnt,  nnd  diese  Axen,  die 
ich  als  diejenigen  der  Cooidinaten  nehme,  soUen  anch  die  Ricbtangen 
angeben,  in  denen  nach  einander  die  Schwingnngen  vor  sich  gehen. 

Macht  der  Radios  eines  Tbeilchens  mit  den  Axen  die  Winkel  y,  x,  % 
nad  ist  X  die  Coordinate  des  schwingenden  Tbeilchens,  so  ist  die  Kraft  w, 
mit  welcher  letzteres  von  ersterem  in  die  Gleichgewichtslage  zurückgeführt 

(r*  —  2rx  coty  +  x')'/' ' 
31)       --a[^''  +  J(3™,^_l)  +  i(-J»>,-U»,rt 

Ansser  dem  ersten  Atome  befindet  sieb  anf  der  entgegengesetzten  Seite 
der  Halbkugel  dem  ersten  gegenüber  ein  zweites,  bei  dem  cosy  den  ent- 
gegengesetzten Wertb  hat,  and  es  heben  sieb  also  infolge  des  Znsam- 
menwitkens  beider  Tbeilchen  die  Glieder  anf,  welche  mit  ungeraden  Po- 
tenzen Ton  coif  mnltiplicirt  sind,  während  die  übrigen  sich  addiren. 
Ausser  diesen  zwei  Atomen  sind  noch  zwei  andere  da,  die  mit  der  ^-Aze 
die  Winkel  x  und  %  machen,  während  zwei  weitete  die  Winkel  180 -|-x 
und  lSO-1-2  haben.     Durch  Addition  der  Wirkungen  wird 

32)  w'=-^C-21  +  35(co</  +  co*«*+co«i*)-|-,..)- 
Solcher  Systeme  von  zusammengehörenden  Atomen  giebt  es  nun  anf 

der  Kugelfläche,  die  man  sich  mit  dem  Radius  r  um  die  Gldchgewichts- 
lage  gezogen  denken  kann,  mehrere,  nnd  da  jedenfalls  eine  möglicbsl 
gleichförmige  Gruppirang  der  Atome  stattfindet,  so  müssen  um  so  meh) 
Systeme  von  zusammengehörenden  Atomen  da  sein,  je  grösser  die  Kugel- 
oberflKche  ist.  Die  Zahl  der  Systeme  wScbst  mit  dem  Quadrate  von  r, 
also  nmss  der  Ausdruck  rechts  des  Gleichheitszeichens  noch  mit  H  mnl- 
tiplicirt  werden.     Es  ist  nun 

33)  »"=-^X[-2l -|-35(rosj^-(- cos«*-|-cosx*) +  ...]• 
Ausser  der  einen  Kugelscbale  wirken  noch  diejenigen,  deren  Radien  2r, 
3r,  ...   sind,   nnd  es  wäre  darauf  bei  Berechnung  der  Summe  Rückeicht 
sa  nehmen,    sowie  auch   darauf,    dass  für  jede  Kugelfliche  gleicbylele 
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Gruppen  zd  bilden  sind,  weil  dem  Anwacbaen  der  Zabl  der  TheileheD 
in  den  grösaeren  Kugeln  bereits  durch  die  BinfShmog  von  r*  BechniiDg 
getragen  ist.  Der  Ansdrnck  unter  den  eckigen  Klammern  in  33)  ist 
jedenfalls  positiv,  denn  sonst  wäre  die  voroasgesetzta  Atomgroppirung 
keine  solche  des  Gleichgewichts,  fietst  man  den  Coefficienten  von  a^  in 
33)  glüoh  2if>,  so  wird  analog  der  Gleichung  13) 

34)  j|  =  -2'-' 
und  daraas 

35)  V'  —  v'-=yf>x*. 
Der  grSstte  Werth  von  »,  bei  dem  f  —  O  wird, 

36)  a 


37) 
In  dieser  Gleichung  ist  nun  x  =  cot&J/  ^  an  setzen  und  es  wird  dann 

38) 


2  ^4f»t' 
wenn..^  gleich  der  Snmme  der  Reihe  gesetzt  wird. 

Die  nach  dem  Radius  gerichtete  Componirende  der  Wirkung,  welche 
das  schwingende  Thcilchen  seinerseits  von  den  Paukten  +  x  ans  anf  ein 
Süsseres  Theilchen  ausübt,  dessen  Radios  mit  der  X-Aze  den  Winkel  / 
macht,  ist  angegeben  durch 

Da  das  Theilchen  nnn,  wie  vorausgesetzt,  abwechselnd  in  der  T-,  ¥• 
und  Z-Aze  sich  bewegt,  so  wird  die  in  der  Richtung  des  Radius  th&tige 
Componirende  der  Wirkung  in  den  Fällen,  dass  das  Theilchen  sich  in 
+  y  nnd  ±^z  befindet,  ausgedrückt  durch 

—  a(r  +  ycosit)  —alr  +  zcosx) 

{r^±2rycosx  +  !^f-  '"'"*  (^ ±tirz  COSX  + z*W 
Wird  nnn  x^t/!=t  geaetat  und  in  Reihen  entwickelt,  so  wird   nach 
Addition  sämmtlicher  sechs  Fälle 
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I    40)  »',  =  -6«(p  +  ^(-iil  +  m(my*  +  co<«*  +  cosi*))+...). 

HStte  mut  statt  eines  Theilchens  deren  sechs,  die  sieb  gleichzeitig  in 
+  2!,  ±y,  +z  befXnden,  so  väre  ihre  gemeinschaftliche  Wirkung  anf 
das  Theilchen  der  RngeloberflSche  die  dnrch  40)  angegebene  W^,  Ist  nar 
ein  Theilchen  da,  das  der  Reihe  nach  die  genannten  secba  Stellnngen 
einnimmt,  so  wiid  es  nach  nnd  nach  die  nämliche  Wirkung  aasttben, 
welche  die  sechs  anf  einmal  haben,  und-  tbeilt  man  letztere  durch  6,  so 
ergiebt  sich  die  mittlere  Wirkang,  die  das  Theilchen  aostlbt,  wenn  es 
sich  abvechselnd  in  +x,   +y,   +i  befindet,  wo  x  =  y  =  i  ist. 

Hllt  eich  das  Theilchen  an  diesen  Punkten  während  der  Zeit  dt  auf, 
80  ist  die  Einwirkung  damit  zu  mnltipliciren ,  nud  wird  dann  wieder  l 
and  fi  eingeführt,  so  ergiebt  sich 

41)  W,  =  -/(A  +  pa^)a( 


oder  nach  37) 


42) 


(A  +  >i«*)  dx 


Das  Integral  von  9^0  bis  ^sSO**  genommen,  giebt 


43)  W,= 


(-+^'+-). 


2^4rv^ 

in  welcher  Gleichung  A  die  Constante  aas  38),  B  eine  neue  Constante 
bedeutet,  ffi  giebt  nnn  die  Wirkung,  während  das  Theilchen  von  x^O 
bis  xi^Xg  geht,  und  wenn  man  mit  der  mittlerweile  verflossenen  Zeit 
41)  dividirt,  so  e^iebt  eich  die  Wirkung,  die  während  der  Zeiteinheit 
stattfindet.  Diese  ist 
AA\w       -/-^-L  6   ^  ^'   (-3  +  5(my*+co»«*  +  c.)f][*))     .       \ 

Das  Ergebnisa  ist,  wie  oben,  das  Auftreten  einer  neuen  Kraft,  welche 
dem  Quadrate  von  F  direct,  der  dritten  Potenz  von  r  umgekehrt  pro- 
portional ist. 

Da  es  sich  im  Nachstehenden  nicht  um  die  Bestimmung  der  Con- 
Btanten  a,  ß,  .,.,  sondern* höchstens  um  die  Präge  handelt,  ob  ausser  er 
noch  andere  Constante  vorhanden  seien,  so  kann  einstweilen  von  44) 
Umgang  genommen  werden,  nnd  ich  werde  mich  d^er  der  Gleichung 
29)  bedienen,  der  ich  die  einfachere  Form  geben  will; 
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45) 
wobei 


i±i-  -4- 

gesetzt  EBin  soll.  AnsseTdem  soll  versachsweise  t  aU  der  absulnten  Tem- 
perAtnr  gleich  gesetzt  werden.  Es  ist  dfesfls  zur  Zeit  eine  willkürliche  Ad- 
aahme,  deren  Richtigkeit  oder,  wenn  man  will,  Genauigkeit  der  Vergleich- 
nng  det  Resaltate  von  Rechnung  und  Beobachtung  Überlassen  bleiben  mag. 
Werden  nnn  die  vetscbiedenen  zwischen  zwei  Molecnlen  thStigen 
Kräfte  zusammengenommen,  so  hat  man  den  Luftdmck^  und  den  Aether- 
druck  Ar,  welche  die  Moläcnle  einander  zn  n&hern  snclien,  wSbreud  die 

Uolecularthätigkeit  M,   die  durch  die  Temperatarwirkuug  —^  ventSrkt 

ist,  die  Holecule  von  einandei  entfernen  wärde.  Für  den  Oleichgewichts- 
znetand  muBS  ^,  r 

46)  {>l-p-Jr)-^  +  ,  =  0 
oder 

47)  P(r)  +  ,=  0 

sein.  Aesdert  sich  t  um  ^*,  so  findert  sich  r  um  ^r  und  47)  geht 
Über  in 

48)  F(r)  +  F'{r)  dr  +  F'(r)  4r*  + . . .  +  t  +  ^»  =  0. 

Wird  der  Einfachheit  wegen  ftlr  f'(r).  ^"M.  ■■■  «>  * '.  •"•  ^  ^^ 

aber  x  gesetit,  so  wird 

49)  mar"  +  /a:"  -1  + . .  ■+  fta:»  +  oa:  +  J  t  =  0. 

Diese  Gleichung  entspricht  genau  der  Gleichung  76)  in  meiner  Abhand- 
lung „Ueber  die  Art  der  Bewegung  u.  s.  w.".  Es  ist  nur  in  der  gegen- 
wärtigen Gleichung  die  Ableitung  insofern  eine  allgemeinere,  als  ich 
bezüglich  der  gegenseitigen  Einwirkung  der  Molecnle  weiter  gar  Nichts 
vorausgesetzt  habe,  als  dass  dieselbe  eine  Function  der  Entfernung  sei. 
Ausserdem  habe  ich  statt  einer  bestimmten  Richtung  ^der  Schwingungen 
Toransgesetzt,  dass  letztere  in  allen  möglichen  Riebtangen  vorsieh  gehen 
können,  was  wenigstens  bei  den  nicht  krystftlHsirten  Körpern  der  Natur 
besser  entsprechen  dürfte. 

Ist  in  49)  n  gross  genug,  so  kann  fUr  die  jeweiligen  Wertbe  von  dt 
derjenige  von  x  mit  entsprechender  Genauigkeit  bestimmt  weiden.    Wird 
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bei  einem  Körper  Ax  nach  nnd  nach  grösEer,  ao  Ködert  sich  anch  der 
Wertfa  von  x,  und  wird  dieser  für  eine  gegebene  Grösse  von  Ar  imagi- 
när, so  ist  dieses  ein  Zeicben,  dass  es  hier  für  diese  Temperatar  keine 
Gleichgewichtslage  mehr  gebe.  Es  werden  sich  also  die  Atome,  ihrer 
gegenseitigen  AbstoBHnng  gehorchend,  von  einander  entfernen  und  es 
tritt  eine  Verdampfung  ein,  wenn  die  Theilchen  nicht  nnterwega  eine 
nene  Gleichgewichtslage  pasaireD.  In  'letzterem  Falle  beschränkt  sich  die 
Aggregat  zQ  Stands  Veränderung  anf  den  Uebergang  von  einem  festen  Ag- 
gregatznstand in  einen  andern  festen  oder  in  einen  flüssigen,  oder  von 
einem  flüssigen  in  einen  andern  flUseigen. 

Das  Sieden  dar  711knigk«it«D. 

Die  den  nachstehenden  Rechnungen  zu  Grunde  liegenden  Beobach- 
tungen sind  von  Kopp  (Po^.  Ann.  LXXII)  veröffentlicht.  Es  wurde 
von  den  einzelnen  Beobachtungen  io  der  Weise  eine  Auswahl  getrofi'en, 
dass  hei  nahe  gleichm&ssiger  Ausdehnung  die  Beobachtungstemperatnren 
in  nahe  gleichen  Intervallen  genommen  wurden ,  während  bei  ungleich- 
massiger  Ausdehnung  näher  an  einander  liegende  Temperaturen  zur  Rech- 
nung beaützt  wurden,  wenn  die  Ausdehnung  stärkere  Abweichungen  zeigte. 
Alkohol.  Wird  das  Volumen  desselben  bei  Ö''  gleich  1  gesetzt,  so 
ist  es  dea  Beobachtungen  zufolge  bei 

15"     1,01585,  60"     1,05623, 

20"     1,02128,  60»     1,06910, 

25"     1,02680,  75"     1,08994. 

40"     1,04404, 
Der  beobachtete  Siedepunkt  ist  78,4". 

Diese  BeobachtRugen  können  nun  in  verschiedener  Weise  combinirt 
werden.  Werden  diejenigen  von  40"  und  75"  gewählt,  so  ei^ebt  sich 
bei  denselben  die  lineare  Ausdehnung  also  das  x  der  Gleichung  49)  zu 
0,0144696  nnd  0,0291237,  während  die  Werthe  von  A-c  40  und  75  sind. 
Werden  diese  Zifi'em  in  49)  eingesetzt,  so  bekommt  man  zwei  Gleich- 
ungen, welche  6  =  12910,65  und  a  =  — 2951,228  ergeben.  Die  Gleich- 
nng  49)  wird  demnach  zu 

50)  12910,65a;»  -  2951,228a:  +  Ax  =  0, 

woifans  sich  

a;  =  0,1142943  +  |/0,1142943»-0,0*7745542  äx 
ableitet.     Wenn  nnn  dt  mehr  und  mehr  wächst,  so  mass  der  Werth  des 
Wurzelausdmckee  fortwährend  abnehmen  und  endlich  bei 

^^'  ^'=0,0*7745542=^^^'^^* 

verschwinden.  Steigt  Ax  noch  weiter,  so  wird  der  Warzelausdrack  ima- 
ginär, es  giebt  also  keinen  Gleich gewiebtsanstand  m^r,  die  Atome  ent- 
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fernen  sieb  «lao,  der  Alkohol  kocht.  Vergleicht  man  den  berechne- 
ten Siedepunkt  168,654"  mit  dem  beobachteten  78,4**,  so  ist  allerdings 
eine  grosse  Differenz  vorbanden;  man  kann  sich  aber  dem  Beobacbtnngs- 
TABDltate  nihem. 

Werden  die  Beobachtungen  von  25")  50"  nnd  75°  sar  Bestimmnng 
der  Conslanten  verwendet,  so  erhSIt  man  die  Gleichnng 

52)  ■   102889,7ir*4-8334,18'ir*  — 2905,223a:-|-^p  =  0. 

Wird  diese  Gleichung  nach  x  und  ^z  differentiirt  und  -x — =0  gesetzt, 
so  ergiebt  sich 

53)  Jc'-f  0,05400072ar  — 0,00941203  =  0, 

und  daraus  leitet  eich  ab,  daas  le  bei  0,07370231  einen  extremen  Werth 
erbSlt,  voraus  sich 'dann  der  Siedepunkt  zu  127,656"  ergiebt,  welcher 
sonacb  dem  BeobachtnngBresnltat  schon  bedeutend  genähert  ist. 

Werden  die  Beobachtungen  15^  30^,  45",  60"  und  75"  ansammen- 
genommen,  so  erhfilt  mau  die  Gleichung 

126411300*6- 12807750a;* +  539195,0*8  +  2515,6135« 
^  '  -  2880,396a; +^t  =  0. 

Hier  wird  x  imaginSr,  wenn  ^i=  115,366",  und  der  berechnete  Siede- 
punkt hat  sich  also  dem  beobachteten  abermals  geuUiert. 

Es  dflrfte  nun  wohl  die  Erwartung  berechtigt  sein,  dass  bd  Fort- 
setzung des  VerfabrenB  Becbnuug  und  Beobachtung  endlich  zusammen- 
fallen;  doch  ist  der  Grad  der  hierzu  nöthigen  Gleichung  wohl  ein  ziem" 
lieh  hoher.  Ich  habe  Anstand  genommen,  in  der  Rechnung  weiter  zu 
gehen,  weil  ich  fllrcbtete,  dass.  die  anvermeidlichen  Fehler  der  Beobach- 
tung das  Resultat  am  End,e  sehr  fraglich  machen  würden. 

Bei  ZaBammenstellung  der  Beobaohtangen  20^*,  40",  60"  und  75" 
ergiebt  sich  die  Gleichung 

55)  3868398 ar*  —  322925,1  **—  4554,00**  +  2886,203*  -  dx  =  0. 
Diese  Oleicbnng  giebt  keinen  Siedepunkt,  denn  sie  bat  keinen  giössten 
Werth  von  dt. 

Die  oben  angegebenen  Volumina  des  Alkohols  sind  das  Mittel  ans 
drei  Beobachtungsreihen.  Für  75°  erhielt  Kopp  1,08986,  1,08971  und 
1,09027.  Setzen  wir  den  Fall,  letztere  Beobachtung  sei  die  einzige  and 
es  werden  nüt  ihr  die  obigen  Beobachtungen  von  20°,  40"  und  60"  eom- 
binirt,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

56)  340745,9a:*  -  167583,6a:'  -  6622,76:r*  +  2894,301  x-dz  =  Q, 
und  ans  dieser  berechnet  sich  der  Siedepunkt  des  Alkohols  zu  120,86". 
Die  Grenze,  hei  welcher  das  ImaginSrw erden  von  x  eintritt,  liegt  also 
innerhalb  der  verscbiedenen  Beobacbtnngseigebnisse.  Ich  muss  übrigens 
hierbei  bemerken,  dass  aller  Wahrscbeinlickeit  nach  die  Thermometer- 
grade nicht  gleicbwerthig  sind,  je  nachdem  man  sie  weiter  oben  oder 
weiter  nuten  nimmt.    Das  Quecksilber  dehnt  sieb  ttugleichmätaig  ans  and 
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mit  der  Laft  ut  ea  aach  nicht  anders.  Die  beobachteten  Volnmina  des 
Alkohols  entsprechen  daher  etwas  niedrigeren  Temperatnren,  ab  angegeben, 
nnd  zwar  ist  die  Abweiehang  grösser,  wenn  die  Temperatur  steigt.  Es 
entsprechen  also  eigentlich  die  beobachteten  Ansdehnnngea  niedrigeren 
Temperaturen,  als  ang^eben,  nm  so  niedrigeren,  je  giöaser  der  Wertb 
der  Ansdehnnng  ist,  oder  mit  anderen  Woiten:  die  wirkliche  Ansdehonng 
ist  grösser,  als  die  beobachtete,  nnd  die  Differenz  w&chst  mit  der  Tem- 
psratar.  Dieser  Umstand  würde  eine  Erniedrigung  des  Siedepunktes  ver- 
arsacheD. 

Wie  schon  die  Verschiedenheit  der  berecboeten  Werthe  der  Goeffi* 
cienten  ren  x,  ar*,  ...  in  den  verschiedenen  Gleichungen  53)  bis  56) 
«i^ebt,  geben  die  vorstehenden  Formeln  die  Ansdehnnog  des  Alkohols 
nicht  vollstindig,  nnd  es  ist  recht  gut  möglich, .dass,  wenn  eine  Gleich- 
ung von  sehr  hohem  Grade  berechnet  würde,  das  Imagin&rwerden  der 
WoTsel  anch  für  den  Fall  einträte,  dass  das  Volnmen  des  Alkohols  bei 
75"  1,08994  ist,  wie  dieses  ursprünglich  angenommen  wurde. 

Wasser.     Die  Er^bnisse.der  VolnmbeobachtnngeD  sind: 
VoL  bei  0»  =  l!    Yol.  b«  4''  =  l! 


40» 

1,007531 , 

1,007656, 

60' 

1,011766, 

1,011890, 

60» 

1,016690, 

1,016716, 

70« 

1,022246, 

1,022372, 

80« 

1,028581 , 

1,028707, 

100" 

1,042986, 

1,043114, 

ie  Beob 

Pachtungen  voi 

1  40«  nnd  100«,  , 

Bo  erhXk  man  die 

(anf  das  Volum  bei  4"  =  !  bezogene)  Gleichnng 

633984,0  *»  -  J  5758,4a;  +  ^f  t  =  ü , 
vorans  sich  der  Siedepunkt  zu  97,923"  (über  4"  C.)  ergiebt. 

Bei  Zusammenstellnng  der  Beobachtungen  von  50''  nnd  lOO**  resnl- 
tirt  die  Gleichnng 

47709,2a:»  - 13535,27  x  +  /tx  =  <i. 
Der  Siedepnnkt  berechnet  sich  hieraus  zn  96,000^  (über  4'^  C.)  und  hier 
fallen  also  Rechnung  und  Beobachtung  vollständig  zusammen. 

Werden  die  Beobacfatnngen  von  60°  nnd  100°  zusammengenommen, 

386107,1*»-  12246,04a: +  /iT  =  0 
nnd  der  SIedepnnkt  ergiebt  sich  sn  101,101**  C. 

Die  Combination  der  Beobachtungen  von  40^  60°,  SO"  und  100'' 
giebt  die  Gleichnng 

74g5585000jr<  -  249562100x>  +  2981533;r>-  20240,20;r  +  ^s  =  0 
nnd  als  Sledepnnkt  erhält  man  daraus  100,101"  C.  V^jOOoIc 
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Nimmt  man   die  BeobachtnDgen   40",  70*^  tiod  100'^  BasammeD,    bo 
heiset  die  Gleichung 

65386450  j:»  -  1726906^»  +  18116,44a:  -  Jt  =  0. 
Diese  Oleichong  ist  der  Gleichung  55)  analog,  sie  giebt  also  anch  keinen 
Siedepunkt.  Eine  kleine  Veirttckung  dei  Beobachtnngsdata  würde  irohl 
ähnliche  Uienste  leisten  wie  bei  55),  doch  habe  ich  dieselbe  fdr  ttber- 
flQssig  gehalten.  Ebenso  erachtete  ich  es  als  nnzweckmSssig,  weiter,  als 
his  «nr  vierten  Potenz  von  x  in  gehen,  denn  bei  der  geringen  Ans- 
dehnang,  die  das  Wasser  dnrch  Temperatnrerhöhnng  erfährt,  heisst  es 
schon  den  Beohachtongen  viel  zutrauen,  wenn  man  nur  bis  znr  vierten 
Potenz  gebt.  Ans  diesem  Gmnde  bähe  ich  ancb  den  Alkohol  und  nicht, 
wie  Kopp,  daa  Wasser  vorangesetzt.  Bin  Eingehen  anf  hohe  Potenzen 
von  X  ist  übiigenB  bei  dem  Wasser  ancb  nicht  nothwendig,  nm  den 
Siedepnnkt  zn  bestimmen,  weil  es  sieb  gegen  denselben  bin  viel  rascher 
ausdehnt,  als  fern  davon.  Je  gleichmUssiger  die  Ansdebnung  eines  Kör- 
pers ist,  am  so  höher  igt  der  Grad  der  Gleichung,  welche  man  braucht, 
nm  den  Punkt  zo  bestimmen,  an  dem  der  Aggregatzustand  sich  ändert. 

Holzgeist.     Ueber  sein  Verhalten  bei  der  Erwärmung  finden  sich 
nnter  den  Kopp'schen  Versuchen  folgende: 

Volum  bei  26°     1,02912, 

„    SO"     1,03513, 

„        „    35"     1,04124, 

„         „    45'     1,05391, 

Siedepunkt:   65,5».  "  '■     ^^'     ^'08147. 

Werden  von  diesen  Beobachtungen  diejenigen  von  30"  und  65^er- 
bnnden,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

9028,192^»  -  2696,187a:  +  ^t  =  0. 
Aus  dieser  leitet  sich  die  Siedehitze  201, 29S"  ab.     Verbindet  man  die 
Beobachtungen  35"  und  65",  so  wird 

9576,397  a:»  -  2710,687a:  +  ^t  =  0, 
woraus  sich  der  Siedepunkt  191,821"  ableitet. 

Bei  der  Zusammenstellung  von  25",  45"  und  65"  erhält  man  die 
Gleichung  234584,U'+  32,47  a:»-  2622,368a:  +  ^t=  0. 
Ans  dieser  ergiebt  sich  als  Siedetemperatur  106,573".  Es  ist  also  hier 
bereits  eine  bedeutende  Annäherung  an  das  Ergebniss  der  Beobachtung 
erfolgt;  doch  ist  ans  der  grossen  Gleicbmässigkeit  der  Ausdehnung  des 
Holzgebtes  zu  schliessen,  dass  man  ungeachtet  der  ersten  Anuähemng 
auf  einen  hohen  Gleichnngsgrad  zurückzugreifen  hätte,  um  die  Beobacb- 
tnng  zu  erreichen'. 

Buttersäure.      In    einer   zweiten,    in    dem  nämlichen    Bande  von 
Pogg.  Ann.  befindlichen   Abhandlung  hat  Herr  Kopp  noch   die  Ans- 
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dehnnng  und  die  Siedeponkte  einer  grösseren  Anz&hl  von  FlOuigkeiten 
beatimmt  Ich  habe  mich  d&von  dispensirt,  sie  alle  zu  herefthnen,  und 
will  hier  nar  diejenige  Flüssigkeit  noch  nehmen,  welche  unter  den  unter- 
suchten Fltissigkeiten  den  höchsten  Siedepunkt  hat:  die  BattersStire,  nnd 
dann   diejenige,  deren  Siedepunkt  am  tiefsten  liegt:  das  Aldehyd. 

Die  Beobachtungen    geben  folgende  AuHdehnnngen  der  ButtersAnre: 
60°    1,06596,  110"     1,12909, 

70"     1,07785,  155»     1,19584. 

80°     1,09007, 
Siedepunkt  157^^. 

Die  Verbindungen   der  Beobachtungen  von  70''  und  155",  80°  und 
155",  90^*  und  155°  gehen  der  Reihe  nach 

6673,703a»-2933,190x  +  ^i  =  0, 
Siedepunkt  322,27"; 

6813,360«»  -  2941,769  a:  +  .tfi  =  0 , 
Siedepunkt  317,54"; 

6670,008a:*  -  2932,963a:  +  ^t  =  0, 
Siedepunkt  322,42°. 

Werden   die  Beobachtungen  von  60°,  IkO"  und  155°  combinirt,  so 
ergiebt  sich 

16523,46«:''+  5265,663a:»  -  2909,048a:  +  ^*r  =  0, 
«elcher  der  Siedepunkt  263,004"  entspricht.  Die  AnnXherung  an  die 
Beobachtung  ist  weniger  gross,  als  zu  erwarten  stand.  Wahrscheinlich 
macht  eich  hier  der  obenerwähnte  Umstand  geltend,  dass  bei  hohen  Tem- 
peraturen die  einzelneu  Thermometergrade  denen  der  niedrigen  Tem- 
.peraturen  nicht  gleichwerthig  sind. 

Aldehyd.     Die  beobachteten  Voluuüna  sind: 

5"     1,00790,  15"     1,02476, 

10"     1,01616,  20"     1,03372. 

Siedepunkt  20,8°. 

Durch  Verbindung  der  Beobachtungen  10"  und  20"  erhUt  mau 
12803,64a:''  -  1935,004a  +  Ji  =  0, 
Siedepunkt  73,109". 

Werden  die  Beobachtungen  von   5",   10",  15"  und  20"  zusammen- 
genommen, so  wird 

65473390a:*  -  1355156a:»  +  21239,06a;»  - 1951,367«  -1-  ^r  =  0. 
Der  Siedepunkt  berechnet  sich  nun  zu  31,820" 

Sieden   bei  verschiedenem  äusseren  Drucke.     Die  Zuaam- 
menatellung  der  Formeln  46)  und  47)  ergiebt,  dasa 

8««„...„  ^<"  =  (---^'Ä-|^-        ,     ...Google 

k  i.  Pbrtik,  xxni,  i.  2S 
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80  wird  bei  einer  Aendenng  von  t 

9>(r)+i^(r)  +  C9.'(r)  +  vV))^r  +  (v"(r)  +  <W)^r»  +  ...  +  t+JT  =  0. 
Es  ist  nun  offenbar  ganz  leicht,  mit  Hilfe  von  ans  Beobacbtnngen  ab- 
geleiteten znsammeD  gehören  den  Werthen  von  8iedetemperatnren  nnd  Aiu- 
debnnngen  die  GrÜBsen  ip{r),  ij>(r),  .,.  zn  bestiminen.  Mich  wUrde  diese 
Rechnnng  für  jetzt  zu  weit  fuhren  und  es  möge  dabei  der  vorstehende 
Hinweis  genügen. 

Das  Sobmelien  d«r  ftiten  EOrpei. 

Wenn  ein  feetei  Körper  scbmilst;  so  ist  die  Ursache  der  Eraohel- 
Dong  die  nSmlicbe,  die  ancb  das  Sieden  der  FlttHsigkeiten  veranlasst: 
es  ist  das  ImaginSrwerden  derjenigen  Wnrzel  der  Gleichung  des  Körpers, 
welche  die  mit  der  steigenden  Temperatnr  sich  ändernde  Ansdehnnng 
ang^ebt.  Ausser  dieser  Wurzel  kann  die  Gleichung  noch  eine  andere 
haben,  welche  bei  gleichem  Jt,  für  welche^die  erste  Wnrzel  ima^nXr 
wird,  noch  reell  bleibt  nnd  grössere  x  giebt,  als  diese. 

Einen  solchen  Fall  zAgt  die  Gleichung  76)  in  meiner  obenerwähn- 
ten Ahhandlnng  „Deher  die  Art  der  Bewegung  n.  s.  w,".  Wenn  nnn 
die  Atome,  welche  der  ersten  Wurzel  folgten,  bei  dem  ImaginSr werden 
derselben  sich  von  einander  entfernen,  so  treffen  sie  noch  eine  zweite 
Wurzel  an,  welche  wieder  eine  Gleichgewichtslage  giebt,  und  bei  ferne- 
rer Temperaturerhöhung  gehorchen  sie  dem  Gesetze  der  neuen  Wurzel. 
Auf  dem  Uebergange  von  einer  Wurzel  zur  andern  beruht 
das  Schmelzen  der  Körper.. 

Wenn  durch  Temperaturerhtibnug  ein  ImagiuSrw erden  der  Wurzel 
eintritt,  so  suchen  die  Atome  diejenigen  Stellungen  auf,  in  denen  sie 
sich  weniger  abstoesen;  sie  müssen  sich  also  von  einander  entfernen,  nnd 
dieses  geschieht  auch,  wenn  das  Volunien  des  Körpers  bei  dem  Bchmel* 
zen  abnimmt,  wie  z.  B.  das  Eis. 

Die  absolute  Summe  der  Abstossnugen ,  die  zwischen  einer  grossem 
Anzahl  von  Atomen  stattfinden,  ist  eine  kleinste,  wenn  bei  gleichem 
Volnmen  die  Atomvertheilung  eine  derartige  ist,  dass  die  Entfernungen 
zwischen  je  zwei  benachbarten  Atomen  einander  ganz  oder  möglichst 
gleich  sind.  Diese  Bedingung  ist  erfüllt  bei  den  Flflssigbeiten ,  wfihrend 
die  festen  Körper,  namentlich  die  Krj'stalle,  leere  Zwischenräame  eia- 
Hchliessen.  Ich  habe  diese  Stmctnr  in  meinem  Buche-.  „Die  Molecnlar- 
gesetze",  S.  102flgg.  uäher  angegeben  und  es  möge  mir  gestattet  sein, 
hier  darauf  zu  verweisen.  Geht  ein  fester  Körper  in  eine  Flüssigkeit 
über,  so  kann  recht  gut  durch  Ansfüllen  der  HohlrKume  das  Gesammt- 
Tolumen   kleiner  werden,   obwohl   die  Entfernungen  je  aweier  einaadw 
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znnScbat  benachbarten  Tbeilohen  bedentend  gewacbaen  alnd,  und  es  wSre 
eher  zu  erwarten ,  da«8  die  Volnmabnabme  bei  dem  Schmelzen  der  Kör- 
per öfter  einträte,  ftia  dieses  in  der  Tb&t  der  Fall  en  sein  scbeint. 

Ea  anterGcheidet  sieb  also  das  Schmelzen  von  dem  Sieden  dadurch, 
dase  bei  ersterem  noch  eine  reelle  Wurzel  vorhanden  ist,  in  welcher  die 
Atome  aufgefangen  werden,  wenn  ihre  bisherige  Wurzel  imaginär  wird, 
während  dieses  bei  dem  Sieden  nicht  der  Fall  ist. 

Bezüglich  des  Nachstehenden  mnss  ich,  nm  Misaverständnissen  vor- 
zubeugen ,  bemerken ,  daas  ich  hier  zanächst  den  Nachweis  bringen  will, 
dass  durch  Imaginär  werden  einer  Wurzel  auch  bei  den  festen  Körpern 
eine  Aenderang  des  Aggreg&tzustandea  eintreten  müsse.  Eine  zweite 
Frage  wäre  die,  ob  der  Körper  im  neuen  Znstande  eine  Flüssigkeit  sei 
oder  ein  Gas.  Zur  Beantwortung  dieser  Frage  reichen  die  vorhandenen 
Beobachtnngsdata  nicht  aus,  und  dieselbe  soll  daher  znnflchst  unberück- 
sichtigt bleiben,  bis  ausreichende  Beobachtungen  Über  das  Verhalten  der 
geschmolzenen  Körper  für  grössere  Temperatorintervalle  zu  Gebote  stehen. 

Die  den  nachstehenden  Recbnnngen  zn  Grunde  liegenden  Beobach- 
tungeiL  sind  von  Kopp  in  den  Annalen  der  Chemie  XCIII  vetöffentlicht 
worden- 

Wachs.     Die  Beobachtungen  geben  nachstehende  Volumina: 
40"     1,0318,  60»     1,1276, 

50»     1,0677,  64"     1,1607; 

Schmelztemperatur:  64°. 

Durch  Combination  der  Beobachtungen  40**  nnd  64°  ergiebt  sich 
63221.84*»  -  4476,473x  4-  dx  =  0. 
Dieser  Gleichung  entspricht  der  Schmelzpunkt  79,240". 

Werden  die  Beobachtungen  von  50"  und  64»  mit  einander  verbun- 
den, so  wird 

34945, 17a!»-  3036,373iF  -f  Ji  =  0 
mit  dem  Schmelzpunkte  65,957». 

Die  Combination  40»,  50",  60»  und  64»  giebt 
66027140a;*  -  7118517*«  -|-  319013,9*«  -  6441,032*  -f  ^t  =  0. 
Dieser  Gleichung  entspricht  der  Schmelzpunkt  64,1.7». 

Stearinsäure.     Beobachtet  ist: 

40"     1,0278. 
50"     1,0377. 
70»     1,0793; 
Schmelzpunkt:  70». 

Die  Beobachtungen  von  40"  nnd  70»  geben 

98862,69**  -  5264,069«  -f-  Jt  =  0; 
SehmebEpunkt:  70,073".  r     ,     i   .CoOgIc 
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Dnrch  Combination  von  hd"  und  70"  erbXit  man  | 

98216.60X*  -  5247,424c  +  ^t  =  0;  i 

SobnieUpmikt:  70,088".  j 

OelsSnrehaltige  Stearins&nro,     Die  Beobachtiing;en  geben: 
1.:  U: 

30°     1,0203     ],0190, 

Schmelzpunkt:  68«.  "'"     ^'*>^"     ^'««^' 

Combination  1.:  i4066,21.''-5408,802»  +  4.  =  0j 

Schmelzpnnkt:  51,995°. 

CcmbinatiDn  1»:  isßsß^gga^  -  5750,872;r  +  ^.  =  0; 

SchmolBpnnkt:  52,876  ^ 

Der  berechnete  Schmelzpunkt  iat  hier  betiMcbtlich  niedriger,  als  der 

beobachtete.     Eb  ist  nicht  nn wahrscheinlich ,  dass  die  Beimengung  einer 

fremden  Substanz,  der  OelsXnre,  einen  Einflnsa  faeknndet. 

Stearin.     Den  Beobachtungen  zufolge  ist  das  Volum  bei 

30°     1,0148, 

40°     1,0222,  * 

50°     1,0308. 

Bei  50°  tritt  eine  ZuBammeneinterung  bis  1,0076  ein,  der  Schmelzpunkt 

ist  bei  60°. 

Werden  die  Beobacbtiiiigen  30° -und  50°  combinirt,  so  vird 

22672,50  *»  -  7224,014  *  +  ^r  =  0 ; 

Schmelzpnnkt:  57,543°. 

Die  Beobachtungen  40°  und  50°  geben 

18650,64*»  -  6815,272*  +  Jx  =  Oi 

Schmslepunkt:  62,260°. 

Chlorcaleinm.     Beobachtet  wurde: 

20°     1,0066, 

25°     1,0123. 

a  V      1  1*     ono  29°     1,0200; 

Schmelzpnnkt:  29°.  '  ' 

Die  Zusammen  Stellung  von  20°  und  29°  giebt 

1068764»»  -  11456,917  a-  +  Jt  =  Oj 

Schmelzpunkt:  30,704°. 

Bei  Benützung  von  25°  und  29°  wird 

686627,0x»-8926,203»  +  Jt  =  0j 

Schmelzpunkt:  29,010°. 

Phosphorsaures  Natron.     Beobachtete  VolamiDa  sind: 

20°     1,0012, 

30°     1,0031, 

o  u     1         L*    »ca  35°     1,0048:  ,        ,.  Cooolc 

Schmelzpunkt:  35°.  '  nsjiizöHnA.j*.HJt^lL 
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Ziuammengostellte  Temper&tnieii : 

*  a)  20"  nnd  36": 

23475630*»  -  59410.57*  +  ^r  =  0; 
Schmelzpunkt:  37,588 <>. 

b)  30"  und  35": 
12653,g00«»  -  42123,94«  +  ^t  =  0; 
BcliiDelEpnnkt:  35,056". 

UnterschwefligsKiires  Natron.    Beobachtete  Volanüna  sind: 
30"     1,0032, 
40"     1,0053, 

Scfamelzpnnlct:  45".  '         ' 

Die  Beobachtangen  30"  und  45"  geben 

6904415*»  -  35512,44*  +  i^t  =  0; 
Schmelzpunkt:  45,664". 

Werden  40"  und  50"  TeTbunden,  so  irird 

5589278ar'  -  32538,11«  +  ^»  =  0; 
Schmelspnnkt:  47,355". 

Bose's    leichtfltlBsige    HetalllegiinDg.      Diese    Verbindnng 
zeichnet  sich  dadurch  ans,  daaa  sie  von  60"  an  nicht  nur  sich  sieht  aus- 
dehnt, sondern  sich  zusammenzieht.     Die  Beobachtungen  ergeben: 
Vol.  bei  0"=!!    VoL  bei  80"  =  !! 
60"        1,00267  1,0000000, 

80"        1,00060  0,9979355, 

90"        0,99724  0,9945845, 

95"        0,99467  0,9920215. 

Der  Schmelzpunkt  liegt  zwischen  95*^  nnd  96". 

Die  Combination  der  Beobachtungen  80"  and  95"  giebt 
8049492 X*  -  34590,73 x  +  /*t  =  0 ; 
Schmelzpunkt:  97,161"  C. 

Stellt  man  90°  nnd  95"  zusammen,  so  wird 

4037065a;»  ^  23890,39a:  +  ^r  =  0; 
Schmelzpunkt:  95,344"  C. 

Schwefel.     Beobachtungsergebniese  sind: 

50"     1,0101,  90"     1,0203, 

60"     1,0127,  100"     1,0374, 

70"     1,0153,  110"     1,0722, 

80"    1,0179,  115"    1,0956; 

Schmelzpunkt:  115". 

Werden   die  Beobachtungen   100"  nnd   115"  zusammengestellt,    so 
.rgi.bt  .icb  236671,l^'-11035,04i+4.  =  0i 

Schmelzponkt:  128,63°. 

n,i„o,n,GoOglc 
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Werden  dagegen  die  Beobachtnngen  110''  nnd  115"  bentttst,  m>  wird 
129525,3a:»  -  7724,03a;  +  ^i  =  0* 
mit  dem  Sclimelzp unkte  115,15". 

Aaeser  diesen  ZnaammeuGtel langen  habe  icb  nocb  diejenigen  der 
Beobachtnngen  von  50",  60",  70",  80"  nnd  90''  mit  dem  ErgebnUae  von 
115"  berechnet  nnd  der  Reibe  naeb  die  Schmelzpnnkte  162,92",  160,33", 
159,49",  159,72"  nnd  161,620  erbalten.  LHese  Wertbe  sind  venig  von 
einander  versclueden,  aber  eie  sind,  verglichen  mit  der  Beobacbtnng, 
viel  zu  hoch,  w&hrend  eine  Ann&bemng  eintritt,  wenn  die  Beobacbtang 
von  100"  faenntzt  wird  nnd  eine  Coincidenz  von  ReCbnnng  nnd  Beobacb- 
tnng  sich  einstellt,  sobald  man  das  Ergebniss  von  110°  in  Recbnung 
zieht.  Der  beteebnete  Schmelzpunkt  näbeit  sich  dem  beobachteten  in 
dem  MaaBBe,  als  man  znr  Berechnung  solche  Beobachtungen  nimmt,  welche 
näher  an  den  Stellen  liegen,  an  denen  eine  starke  KrHmmang  der  Ans- 
dehnnngscurve  stattfindet. 

Ans  diesem  Grunde  müssen,  wie  ich  bereits  oben  bemerkt  habe,  die 
zur  Rechnung  verwendeten  Beobachtungen  uSber  an  einander  liegen, 
wenn  die  Ausdehnung  starke  Abweichungen  zeigt.  £s  ist  eher  darauf 
zu  sehen,  dass  die  Auadahnungen  gleiche  Intervalle  zeigen,  als  dass 
dieses  bei  den  Temperaturen  der  Fall  ist 

Uebrigens  versteht  sich  diese  Auswahl  der  Beobachtungen  von  selbst, 
denn  wenn  man  eine  Curve  mit  Hilfe  einzelner  fixer  Punkte  bestimmen 
will,  so  wird  man  letztere  auch  vorzugsweise  da  wHhlen,  wo  die  Curve 
die  meisten  Unregelmässigkeiten  zeigt. 

Wie  man  sieht,  sohliesst  sich  der  berechnete  Scbmelzpankt  bei  den 
verschiedensten  Substanzen  in  genügender  Weise  an  den  beobachteten 
an;  doch  macht  eine  grosse  Ausnahme  hiervon  der  Phosphor.  Nach 
Kopp's  Zusammen  Stellung  dehnt  sich  der  Phosphor  von  0"  bis  40" 
gleichmässig  aus,  und  von  40"  bis  44"  ist  seine  Ansdehnnng  nur  um 
eine  einzige  Einheit  in  der  letzten  Decimale  grösser,  als  sie  bei  vollstän- 
diger OleichmSssigkeit  wäre.  Dieses  entspricht  bd  der  Verbindung  mit 
der  Beobachtung  von  40"  einem  Schmelzpunkte  von  307,62"  statt  von  44". 

Es  dürfte  sieb  nach  dem  Voisteheuden  schwerlich  lengnen  lassen, 
dass  sich  die  Schmelzpunkte  der  Körper  in  der  von  mir  angegebenen 
Weise  berechnen  lassen,  denn  es  mUsste  doch  ein  sonderbarer  Zufall 
sein,  wenn  Herr  Elopp  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Phosphors  nur  solche 
Körper  zn  seinen  Versuchen  gewählt  haben  sollte,  die  sich  der  Rech- 
nung anschliessen.  Es  kann  sich  also  nur  dämm  handeln,  wie  das  ab- 
weichende Verbalten  des  Phosphors  zu  erklären  sei. 

Ich  habe  oben  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  sich  ein  Körper 
nach  einer  Gleichung  von  um  so  höherem  Grade  richte,  je  regelmässiger 
seine  Ausdehnung  ist,  und  dieser  Fall  wäre  bei  dem  Phosphor  gegeben. 
So  einfach  übrigens  diese  Erklämng  auch  ist,   so  genügt  sie  mir  darum 


Von  Prof.  Dr.  W.  C.  Wittwhb.                            307 
*,, ^. _,, 

nicht  Tollatäudig,  veil  es,  am  den  Schmelzpunkt  bestimmen  zu  können, 
bei  den  übrigen  KSrpem  gar  nicht  nöthig  ist,  zn  einem  hohen  Grade  der 
Oleichnng  seine  Zuflucht  sn  ergreifen.  Warum  soll  dieees  gerade  bei 
dem  Pboaptior  der  Fall  eein?  Anders  wHre  es,  wenn  es  sich  am  eine 
Siedepuaktsbestimmnng  baodelte,  denn  da  sind  im  Gegensatze  zn  den 
Schmelzpnnkten  unregelmKssige  Ausdehnungen  nnd  Gleichungen  von 
niedrigem  Grade  eine  Ausnahme.  Ich  möchte  daher  eher  glauben,  dasB 
die  Aasdehnung  des  PboBphors:am  Ende  doch  nicht  so  ganz  regelmässig 
iBt.  Uie  Kopp' sehen  Versuche  bilden  zwei  Reiben ,  nach  denen  der 
Aasdehnnogscoefecient  zwischen  8,3°  und  15,S°  0,000351  und  0,000366, 
Ewisehen  15,8°  nnd  41,1°  0,00037t  und  0,000396,  dann  zwischen  lÖ.S'* 
and  43,1°  0,000369  nnd  0,000397  ist,  nnd  es  ergiebt  sich  hieraus  doch 
ein  kleiner  Unterschied  zwischen  der  Ansdebnung  bei  niedrigerer  und 
höherer  Temperatur.  Wären  Beobachtungen  fiber  die  mittleren  Tempera- 
turen vorhanden,  so  könnte  es  sein,  dass  auch  der  Phosphor  sich  der  all- 
gemeinen Regel  auschliesst. 

Es  möge  mir  hier  gestattet  sein,  auf  die  obenerwSbnte  Aufgabe  zu- 
rOckznkommen ,  die  zweite  Wnrzel  nachzuweisen,  in  welcher  der  Kürpi 
nach  dem  ImaginKrwerden  der  eisten  fortgeht,  um  bei  dem  Imaginär- 
werden  der  zweiten  Gasgestalt  anzunehmen.  Bedingung  der  Aggregat- 
snstandsXndemng  ist  ungleicbfSrmige  Ausdehnung  bei  gleicher  Tempera- 
torannahme.  Ist  diese  Bedingung  nicht  erUlllt,  so  giebt  es  weder  Sieden, 
noch  Schmelzen.  Ist  ein  Körper  weit  von  der  AggregatznstandaSndening 
entfernt,  so  dehnt  er  sich  also  Im  Allgemeinen  regelmässig  ans,  und  dieses 
wird  also  zunächst  bei  den  Temperaturen  eintreten,  welche  wenig  über 
dem  Schmelzpunkte  sind,  lieber  die  Strecke  nun,  in  welcher  die  Ans- 
debnung der  geschmolzenen  Körper  noch  regelmässig  ist,  gehen  die 
Kopp'schen  Versuche  nicht  hinaus  nnd  es  ist  also  znr  Besünimnng  der 
aweiten  (Flfissigkeits -)  Wurzel  kein  Beobacbtungamaterial  gegeben. 

Ich  habe  oben  versuebsweise  angenommen,  dass  die  Temperatnr  dem 
Qaadrate  der  Geschwindigkeit  proportional  sei,  mit  welcher  die  Holecule 
die  Gleichgewichtslage  passiren,  und  in  dem  Zusammenstimmen  von  Rech- 
nnng  nnd  Beobachtung  dfirfte  wobl  eine  Rechtfertigung  dieser  meiner 
Voraussetzung  zn  finden  sein.  £s  ist  jedoch  dabei  nicht  zu  übersehen, 
dass  weder  die  Gleichnng  29),  noch  44)  mit  dem  Gliede  abechliosst,  in 
welchem  das  Qnadrat  von  V  vorkommt,  nnd  es  giebt  daher  noch  Glie- 
der, in  denen  ?,  fi,  ...  vorkommt.  Es  geht  mit  der  angeführten  Norm, 
wie  mit  den  anderen  Gesetzen  auch;  sie  ist  nur  richtig,  wenn  die  Be- 
obachtungen nicht  sehr  genau  sind,  und  je  weiter  eine  gewisse  Grenze 
Überschritten  wird,  um  so  leichter  lässt  sich  die  Ungenauigkeit  wahr* 
nehmen.  Mit  dem  Mariotte'schen  nnd  dem  Gay-Lussac'schen  Ge- 
setze ist  der  Fall  der  nämliche.  

(  UNIVZRSITY 


TTeber  die  Folarfläohen  der  windachiefen  Flächen 
dritter  Ordnnng. 

Von 

Dr.  Ad.  Hochheim, 


Einleitnng. 

Bewegt  sich  eine  geiade  Linie  im  Ranme  nnd  gleitet  dabei  &af  zwei 
festen  Geraden  nnd  einem  Kegelschnitte,  welcber  von  der  einen  der 
festen  Geraden  geschnitten  wird,  fort,  so  beschreibt  sie  eine  windschiefe 
FUche  dritter  Ordnnng.  Die  eine  gerade  Leitlinie  {D),  welche  den  Kegel- 
acbnitt  schneidet,  ist  eine  Doppellinie ,  die  andere  (£)  eine  einfache  Linie 
der  Fläche.  In  jedem  Punkte  der  Fläche,  welcher  sich  auf  der  Geraden 
ß  befindet,  schneiden  sich  zwei  Eraengende,  welche  mit  der  Geraden  E 
in  eitaer  Ebene  liegen.  Bemerkens werth  sind  zwei  Punkte  der  Linie  D, 
die  sogenannten  Bückkehrpnnkte ;  in  jedem  derselben  fallen  die  beiden 
Erzengenden  zusammen.  Die  windschiefe  Fläche  wird  länge  einer  dieser 
singnIKren  Erzengenden  dnrch  eine  einzige  Ebene  hertihrt,  welche  die 
Gerade  E  enthält.  Betrachtet  man  die  beiden  Tangentialebenen  längs 
der  singnlären  Erzengeaden  (x^^0,  3:^  =  0)  nnd  die  Tangentialebenen 
an  den  Rttcfckebrpnnkten  der  Doppellinie  ^  (x^  =  0,  a:^  =  0)  als  Co- 
ordinaten ebenen  eines  Hesse'scben  tetraedriscben  Systems,  so  sind  die 
GleicboDgen  der  beweglichen  Geraden 

nnd  demnach  die  Gleichnng  der  windschiefen  Fläche  dritter  Ordnung 

In  der  folgenden  Untersnchnng  mögen  zwei  verschiedene  Lagen  der 
Doppellinie  D  Berttcksichtignng  finden.  Wir  bezeichnen  tionacb  diejenige 
windschiefe  Fläche,  deren  Doppellinie  in  der  Endlichkeit  liegt,  mit    W, 


Uebet  die  Polarfläcben  etc.     Von  Dr.  Ad.  Hocbhbiu.  309 

diejenige  dagegen,  deren  Doppelli nie  sich  in  unendlicher  Entfernung  be- 
findet, mit    fr. 

Die  Gleichnng  einer  windschiefen  Flficbe  dritter  Ordnung  Iftsst  rieh 
aber  nnr  dann  in  die  .Form  1)  bringen ,  wenn  die  beiden  Geraden  D  and 
E  getrennt  liegen,  denn  sobald  diese  beiden  Leitlinien  sich  decken,  müssen 
anch  die  rorerwHhuten  Tangentialebenen  zusammenfallen. 

Von  Gayley  wurde  zuerst  nachgewiesen,  dass  eine  windschiefe  Fläche 
dritter  Ordnung  existirt,  deren  beide  gerade  Leitlinien  sich  decken.* 
Diese  Fläche  entspricht  der  Gleichnng 

2)  x»  +  w^{x,xt  +  x^x,)  =  0, 

und  die  Lage  der  Linie   T,  welche  D  und  E  enthält,  ist  bestimmt  durch 
die  beiden  Relationen 

Xj  =  0,     «,  =  0. 
Die  Erzeugung  dieser  windschiefen  Fläche  kann  in  folgender  Weise 
geschehen : 

„Man  nehme  in  a;j  =  0,  x^^O  eine  Beifae  von  Funkten  und  lege 
durch  diese  Gerade  eine  dieser  Reihe  nach  gleichem  DoppelTerbSltniss 
entsprechende  oder  homo graphische  Reihe  von  Ebenen.  Dann  liegt  die 
Erzengende  der  Fläche  dritter  Ordnung,  welche  von  irgend  einem 
Punkte  der  Doppellinie  ausgeht,  in  der  jenem  Punkte  entsprechenden 
Ebene  und  schneidet  eine  ebene  Cnrve  dritter  Ordnung,  welche  den 
Durchschnittspnnkt  ihrer  Ebene  mit  der  Doppeldirectrix  Kum  Doppel- 
punkt hat."** 
In  dem  Folgenden  möge  diese  letztere  Fläche,  wenn  ihre  Linie  T 
in  der  Endlichkeit  liegt,    mit    fF,    dagegen  falls  sich  T  in  unendlicher 

Entfernung  befindet,  mit    W  bezeichnet  werden. 


Abschnitt  I. 

Die  PolsrflSeheB  der  wJndatdilereH  Fliehen  W  and  W. 

1.  Sie  Gleichungen  dei  Folarflächen  eines  Fanktes  bezOglich  einer 
windschiefen  Fläche  1).  Gegeben  seien  die  tetraedriscfaen  Coordinaten 
eines  Punktes  (Ar)  |j,  £,,  £,,  4f  Durch  Differentiation  der  Gleichung  1) 
lassen  sich  in  bekannter  Weise  die  Gleichungen  der  PolarflSchen  ***  des- 


•  Grelle,  Jonm.  £  Math.  Bd.  60,  8.  316. 
••  Salmon,  Änalyt.  Qeom.  d.  Cnrv.  i.  Baum  n.  Flächen,  deutsch  von  Prof, 
Fiedler,  S.  .100. 

•**  SalmouT  Analjt.  Qeom.  d.  Fl.  8. 16. 
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selben  in  B«2ng  aof  eine  windschiefe  Flüche  1)  anfetellen,  nämlich  die 
der  qnftdratischen  FolarflScbe  [Ptg) 

nnd  die  der  Polarebene  (^t^) 

2.  Die  qQadratisohe  PolarflSohe.  Ans  der  Gleichung  3)  folgt:  Die 
quadratische  PolarflXcbe  des  Punktes  k  bezüglich  einer 
windschiefen  FIXcbe  I)  ist  eine  windschiefe  FlXche  zweiter 
Ordnung,  welche  die  Doppellinie  t>  in  sich  enthält. 

Die  Resultate  fUr  die  Flächen  Jf  und  ff  gestalten  eich  in  folgender 
WeUe: 


Die   Fläche   Ptq   bezUglich 
reiaxiges  Hyper- 


ff  ist   ein  dr. 


boloidmiteinerUantelflSche, 
dessen  Axen  durch  dieGleich- 
ung 
£i*-4*-6,{l,-l,)-4*-(S,£.+S,')^ 

bestimmt  werden  können. 

Die  eine  Axe  desselben  i&llt  mit 
der  Geraden  0:^  =  0,  x^^O  znsam- 


Die  Fläche  Fk9  beaflglich 
If  iat  ein  bypetbolisches  Pa- 

raboloid,  dessen  Axe  in  der 
Geraden  a^=0,  Xg=-0  liegt; 
dasselbe  geht  durch  die  un- 
endlich fetneDoppelliniennd 
wird  dort  von  der  Ebene  a-^=0 
berflhrt. 

Ein  System  von  Geraden  anf 
dem  Paraboloid  ist  der  Ebene  :r,  =  0 
parallel;  die  zu  diesem  System  ge- 
hörende, in  der  Ebene  ^s  =  0  lie- 
gende Gerade  entspricht  den  Gleich- 

^iT^  +  i^Xi  =  Q,     a:g  =  0. 


Die  Ebene  x^  =  0  beriihrt  die 
Fläcfae  Ptq  in  dem  Punkte  x^=fi, 
a:j=0,  lEfsO  und  schneidet  sie  in 
den  beiden  Geraden 

3-„  =  0,     a;,  =  0 
und 

^x^+n^x^^a,    ^4=0. 

DieEbene  a;,^0  dagegen  schnei- 
det Pkj  ansser  in  D  in  der  Geraden 

«1  =  0,     ilX^  +  2i^x^=(i, 
berShtt  also  die  Fläche  in  der  Un- 
endlichkeit, 

Aus  den  Gleichungen  I)  nnd  3)  ergiebt  sich: 

Jede  windschiefe  Fläche  1)  wird  von  der  zngehörigeii  quadratischen 
Polarfläche  eines  Punktes  k  ausser  in  der  Linie  D  noch  in  einer  Banm- 
curre  vierter  Ordnnng  geschnitten,  deren  Projection  auf  die  Ebene  3^3=0 
die  Gleichung 

besitzt.  ,  -  I 

C,0(5glc 
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D«r  Fol  k  werde  längs  einer  ParnlleleD  zn  der  Geraden  0:^=0,  -TgsO 
venchobeD,  dann  folgt  ans  Gleichung  3); 

Verschiebt  man  den  Ful  k  panllel  der  Geraden 
a:,  =  0,     «8  =  0, 
•o   Ködern  sich  zugleich  die  Axen     so  tritt  eine  Verschiebung,  aber  keine 
def  Hyperboloids  Pkq  besUglicb  W.      sonstige  Vertfnderung  des  byperbo- 
''      liscben  Paraboloida    Pt;  be&äglicfa 
W  ein. 

Setzt  mau  |j  =  0,  so  gehen  die  Gleichungen  3)  und  5)  über  in 

a)  Befindet  sieb  demnach  der  Fol  k  in  der  Ebene  0:^  =  0, 
so   wird   das  Hyperboloid    Pkq   be-      so   wird  das  hyperbolische  Parabo- 
xüglicb  ^  von  jeder  Ebene,  welche     loid   Pi,q   bezüglich    W  von  jeder 

a;^  =  0  parailel  läuft,  Ebene,  welchex,  =  0  parallel  ISuft, 

in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  geschnitten. 

ß)  Liegt  der  Pol  k  in  der  Ebene  a;,  =  0,  so  besteht  die  Frojection 
der  Banmcnrve,  in  der  eine  windschiefe  Fläche  1)  von  der  zugehörigen 
quadratischen  Polarflltche  Pkq  geschnitten  wird,  anf  die  Ebene  7,  =^0 
ans  einer  Doppelgeraden  und  einem  Kegelschnitt. 

Es  sei  ^  =  0,  £g  =  0 ,  dann  gehen  die  Gleichungen  3)  nnd  5)  Über  in 

Veilf^  man  also  den  Pol  k  in  die  Axe  x,  =  0,  fg^O,  so  degenerirt 
die  quadratische  FolarflKche  Pi,q  bezüglieb  einer  windschiefen  Fläche  1) 
in  zwei  Ebenen,  und  die  Projeclion  der  Baumcurve  5),  in  der  eich  die 
windschiefe  Fläche  nnd  die  quadratische  Folarfläohe  schneiden ,  gehtUber 
in  zwei  Doppelgerade,  \'on  denen  die  eine  mit  der  Geraden  D  znsam- 
menfällL 

3.  Die  Ptdareben«.  Der  Gleichnng  4)  enUpricht  die  Poiarebene  des 
Punktes  k  bezflglich  einer  windschiefen  Fläche  1).  Dieselbe  schneidet 
die  Doppellinie  x^=iQ,  ^r^s^O  in  demjenigen  Punkte,  in  welchem  eine 
durch  k  gehende  Ebene  die  windschiefe  Fläche  berührt. 

Die  Schnittcnrve  einer  windschiefen  Fläche  I)  nnd  der  zngehSrigen 
Polarebene  {Pk^)  ist  von  der  dritten  Ordnung  und  die  Frojection  der- 
selben auf  Xj^O  besitzt  die  Gleichung 

6)  a;,(|,»V  -  i^*=c*)  -  2  V{£i&-8  -  kU'^A'l  =  0- 

Als  besondere  Lagen  der  Folarebene  P^e  lassen  sich  folgende  an- 
fBbien. 

Befindet  sich  der  Punkt  k  in  der  Ebene  ^j==0,  so  steht  die  Polar- 
ebene  /•*«  auf  der  Ebene  3:3  =  0  lotbrecht.  .   ■,^,•,QL- 
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Liegt  der  Po!  k  anf  der  Ebene  a;j  =  0, 
so  ist  die  Polarebene  Pte  beillglich     so  ut  die  Polarebene  Pkt  bezflglich 
der  Fläche    W   der  Ebene  x^^^Q     der  FlBche    W  der  Ebene   dr,  =  0 
parallel  parallel 

nnd  die  Projection  der  Schnittcnrre  besteht  aus  drei  Geraden,  von  denen 
zwei  ensammen fallen. 

Wenn   sich   der  Pol  k   auf  der  Lie^  der  Pol  k  auf  der  Ebene 

Ebene  ^4  =  0  befindet,  so  steht  die     x^<=0,  bo  gebt  die  Polarebene  Pi,e 
Polarebene  P^e   bezüglich    W  auf     bezüglich  der  FUche  f  dnrcb  den 

d.t  d.tE, 

dieser  Ebene  lotbrecbt  nnd  entfallt      Fnnkt  x,^0,  ^t^O,  x,>=iO, 
_  die  Axe  37,1=0,  i(=0  in  sich.    Die 
Projection  der  Schoittctirve  ist  eiae  , 

Parabel  dritter  Ordnung. 

4.  Benehnnfren  der  Folarflächen  za  eioRDder.  Ans  den  Qleichnngen 
3)  nnd  4)  folgt: 

a)  Die  Polarebene  des  Punktes  k  in  Bezug  anf  eine  windschiefe 
Fläche  1)  ist  zugleich  die  Polarebene  desselben  Punktes  bezfiglich  der 
quadratischen  PolarflXche  Pi,q. 

ß)  Geht  die  quadratische  PoUrfläche  des  Punktes  k  durch  den  Punkt 
A,  so  liegt  auch  der  Punkt  k  auf  der  Polarebene  des  Punktes  A. 

Darana  folgt:  Der  geometrische  Ort  der  Pole  k,  deren  quadratische 
Polarfläcben  alle  durch  den  Punkt  A  gehen,  ist  die  Polarebene  des  Punk- 
tes A,  und  der  geometrische  Ort  der  Pole  k,  deren  Polarebtnen  alle  den 
Punkt  A  enthalten,  ist  die  quadratische  PoUrfläche  des  Punktes  A. 

5,  Der  Pol  liege  auf  der  windsahiefen  Fläohe.  Befindet  sich  der 
Punkt  k  auf  der  windschiefen  Fläche  selbst,  so  berührt  die  Polarebene 
Pte  sowohl  die  windschiefe  Fläche,  als  auch  die  quadratische  Polarfiäche 
Ptq  in  diesem  Punkte.  Demnach  muss  auch  die  windschiefe  Fläche  von 
der  quadratischen  Polarfläche  P^q  im  Paukte  k  berttbrt  werden. 

a)  Durch  Elimination  von  x^  ans  den  Gleichungen  1)  und  3)  erhält 
man,   wenn  man  zngleicfa  i^r  |,  den  Ausdruck  —^  substituirt, 

7b)  a:,  =  0,  S4a-,-|j£r4  =  0,  k^<^^{t,x,  +  ^x;i-2t^'x,x^  =  0. 
Befindet  sich  demnach  der  Pol  k  auf  einer  windschiefen 
FUche  1),  so  schneidet  die  quadratische  Polarfiäche  Ptq  die 
windschiefe  Fläche  ausser  in  der  Doppelliuie  in  zwei  Ge- 
raden, von  denen  die  eine  die  durch  den  Funkt  k  gehende 
Generatiiz  ist,  und  in  einer  Curve  zweiter  Ordnung- 
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Die  Projection  der  letzteren  Onrve, 
in    der  die   windschiefe   Fläche    W      in    der   die   vindscbiefe   Fläche    W 
d.t  d.» 

von  der  zugehörigen  quadratischen  von  der  zugehörigen  quadratischen 
Polarfiäche  Piq  geschnitten  wird,  Polarfläche  Ptq  geschnitten  wird, 
anf  ;f,  =  0  ist  eine  Hyperbel.  auf  11;,  =  0  ist  eine  Parabel. 

p)  Eliminirt  man  an«  den  Gleichungen  1)  und  4)  x,  und  setet  zugleich 

■^    fitr  £j  ein,  so  ergiebt  sich 

8.)  |,|,»a:,V-£g»a:jar,'-2|,S,»3:B8  +  2|,i,i,V^,  =  0 

oder 

Die  Tangentialebene  am  Punkte  k  einer  windschiefen 
Fläche  1)  schneidet  dieselbe  demnach  in  der  durch  den  Funkt 
k  gebenden  Geseratriz  und  in  einem  Kegelschnitte.  Der 
Kegelschnitt  schneidet  die  6eneratrix  im  Pnnkte  k  und  in 
der  Doppellinie  der  windschiefen  Fläche. 

Die  ProjectioD  des  Kegelschnittes, 
in  dem  die  windschiefe  Fläche  ff     in  dem  die  windschiefe  FlScbe   1f 

von  der  Tangentialebene  am  Pnnkte  von  der  Tangentialebene  am  Pnnkte 
k  gescbnittea  wird,  anf  37^  =  0  ist  k  gescbnitten  wird,  anf  ^^  =  0  ist 
eine  Parabel.  ein  Hyperbel. 

RUckt  der  Berührungspunkt  k  anf  einer  Generatrix  einer  windschie- 
fen Fläche  1)  fort,  so  dreht  sieb  die  Tangentialebene  um  diese  Generatrix. 

Jede  Ebene  E,  welche  die  einfache  Leitlinie  einer  windschiefen 
Fläche  I)  in  sieb  enthält,  ist  eine  Doppeltangenten  ebene  derselben.  Die 
beiden  Berfibrnngspnnkte  sind  die  Schnittpankte  der  einfachen  Leitlinie 
und  der  beiden  Erzeugenden,  welche  auf  der  Ebene  E  liegen. 

Eine  Gerade  G  durchsticht  eine  windschiefe  Fiflche  1)  im  Allgemeinen 
■0  drei  Punkten,  von  denen  jeder  in  einer  Generatrix  liegt.  Durch  jede 
geacbnittene  Generatrix  und  die  Gerade  g  ist  eine  Tangentialebene  der 
Fläche  bestimmt.     Daraus  folgt: 

Durch  eine  Gerade  G  lassen  sich  drei  Tangentialebenen  an  eine 
windschiefe  Fläche  1)  legen;  dieselbe  gehört  demnach  nicht  nnr^ 
der  dritten  Ordnung,  sondern  auch  der  dritten  Classe  an. 

y)  Wenn  man  endlich  aus  den  Gleichungen  3)  und  4)  x^  eliminirt, 
so  erhält  mau 

9a)  2S,|.»*i*3-3li£.*V+*lifel4's**-£.W-2i,»l.»i*4  =  0 
oder 

Daraus  folgt: 

Die  Tangentialebene  am  Punkte  k  einer  windschiefen 
Fläche    1)    schneidet    die    quadratische   Polarfläche    dieses 
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Punktes  in  zwei  Geraden,  welche  die  Inflexionstangenten 
der  windschiefen  Fläche  im  Punkte  k  sind.  Die  eine  dieser 
Inflfixionstangenten   fällt  mit  der  durch  k  gehenden  Gene- 

6.  Die  DiRmetralfläBben.  Gegeben  sei  eine  Gerade  6,  welche  eine 
windschiefe  Fläche  1)  im  Allgemeinen  in  drei  Punkten  durchsticht-  Es 
läast  sich  auf  einer  solchen  Transversale  ein  Funkt  bestimmen ,  fttr  wel-  ' 
eben  die  algebraische  Summe  seiner  Entfernungen  von  den  Schnittpunk- 
ten verschwindet.  Dieser  Funkt  heisst  das  Centrum  der  mittleren  Ent- 
fernung der  Schnittpunkte.  Den  geometrischen  Ort  des  Centrums  der 
mittleren  Entfernung  in  einem  System  paralleler  Transversalen  bezeich- 
net man  als  die  der  Richtung  der  Transversalen  conjugirte  Diametral- 
fläche erster  Ordnung  (Diametralebene)  der  windschiefen  Fläche;  dagegen 
nennt  man  den  geometrischen  Ort  des  Punktes,  für  den  die  Summe  der 
Froducte  von  je  zwei  Abschnitten,  die  von  ihm  ans  gemessen  dnrcb  die 
Transversale  und  die  windschiefe  Fläche  gebildet  werden,  die  der  Rich- 
tung der  Strahlen  conjugirte  Diametralflitche  zweiter  Ordnung.  Die  Dia- 
metralflächen einer  Fläche  sind  die  Polarflächen  unendlich  ferner  Punkte. 
Aus  den  Gleichungen  3)  und  4)  kann  man  demnach  die  Gleichungen  der 
Diametral  flächen  einer  windschiefen  Fläche  J)  entwickeln,  indem  mau 
den  Pol  k  in  die  Unendlichkeit  fortrttcken  lässt. 

A.    Die  Diametralflächen  der  Fläche  W.     Fähren  wir  Carte- 
i.t 

sische  Coordinaten  ein,  indem'  wir  a;  dir  — ,  u  för  — ,  z  für  —  setzen, 

und  beseicbnen  wir  die  Winkel,  unter  denen  eine  Transversale  G  des 
Systems  gegen  die  Coordinatenazen  geneigt  ist,  mit  u,ß,y,  so  erhalten 
wir  als  Gleichung  der  Diametral  fläche  zweiter  Ordnung 

10a)  y*cosa  +  2xycosß—2tcosy  =  (i 

und  als  Gleichung  der  Diametralebene 

10  b)  X  cos^ß  -)-  2si  cosacosß  -  cos^y  =  0. 

Aus  der  Relation  10a)  folgt: 

Die  einem  StrahlenbUndel  conjugirte  Diametralfläche 
Zweiter  Ordnung  der  windschiefen  Fläche  If  ist  ein  hyper- 
bolisches Paraboloid,  dessen  Axe  mit  der  z-Ase  zusammen* 
fällt. 

Laufen  die  Transversalen  der  .i'2-Ebene  parallel,  so  ist  die  Dia- 
metralflSche  ein  parabolischer  Cylinder,  dessen  Generatrix  auf  der  FZ- 
Ebene  lothrecht  steht. 

Zieht  man  die  Transversalen  parallel  der  J'f-Ebene,  so  degenerirt 
die  ÜTAmetral fläche  in  zwei  Ebenen,  die  auf  der  JT- Ebene  lothrecht 
stehen,  von  denen  die  eine  mit  der  £Z-Eb»ne  sniammenfUlt         IC 
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Naeh    10b)    steht    Ün    einem    Strshlenbtlndel    conjngirte 

Diametralebene    der   windschiefen    Flftche    ff   saf   der   XY- 

i.t 
Ebene  lothrecht.  Laufen  die  Transveraaleu  der  TZ-Gbene  parallel, 
ao  ist  die  Diametralebene  derselben  Ebene  parallel.  Qehen  die  Trans- 
versalen der  J'Z-Ebene  paiallel,  so  liegt  die  Diametralebene  in  unend- 
licher Entfemnng.  Wenn  endlich  das  TranaTersalenbUndel  der  .ff- Ebene 
parallel  ist,  so  enthUt  die  Diametralebene  die  Z-Aze  in  sich. 

B,    Die   DiametralflXchon    der    windschiefen  FUche    W. 

Wir  ftlhren  ebenfalls  Cartesiacbe  Coordinaten  ^n,  indem  wir  x'  fQr  — ', 

y'  ftli  — ,  t   für  —  setzen.     Die  Winkel,   nnter  denen  jede  Gerade  des 

parallelen  Strahtenbttndels  gegen  diese  nenen  Coordinatenaxen  geneigt 
ist,  mögen  a,  ^,  y  beissen.  Aus  den  Relationen  3)  nnd  4)  erhalten 
wir  dann  die  Gleichung  der  DiametralflXche  zweiter  Ordnung 

IIa)  z'^cosß'+^y'z'cosy'—  cos  a  =  0 

und  die  der  Diametral  ebene 

IIb)  y'cosY'+2z'coi^  =  Q. 

Ans  der- Gleich nng  IIa)  erhellt: 

Die   einem   StrahlenbUndel    cenjagirte  Diametralflfiche  - 
Bweiter  Ordnung  der  windschiefen  FlScbe   fV  ist  ein  hyper- 
bolischer Cylinder,  dessen  Generatriz  der  ^'-Axe  parallel 
IXnft. 

Zieht  man  das  StrahlenbUndel  der  7'Z'. Ebene  parallel,  so  degeneritt 
die  Diametral fl&che  zweiter  Ordnung  in  zwei  Ebenen ,  wn  denen  die  eine 
mit  der  ^T'F'-Ebene  zusammenfällt,  die  zweite  anf  der  l"Z'.Ebene  loth- 
recht steht  and  die  .f'-Aze  in  sich  enthält. 

Ist  jeder  Strahl  des  Bfindels  der  ^'2*- Ebene  parallel,  so  ist  die  in  der 
J"Z'- Ebene  liegende  Directrix  des  Cjlinders  eine  gleichseitige  Hyperbel. 

LXuft  endlich  jeder  Strahl  der  .XT'-Ebene  parallel,  so  besteht  die 
Diametralfläcbe  aus  zwei  Ebenen,  die  ebenfalls  der  ^'f-Ebene  parallel  sind. 

Die  Diametralebene  der  windschiefen  FUche   fF,  welche 

einem  Strablenbändel  conjugirt  ist,  enthält,  wie  sich  ans 
der  Relation  IIb)  ergiebt,  stet«  die  .1"-Axe  in  sich.  Die  Lage 
derselben  ist  von  dem  Winkel  a    gana  nnabhängig.     Allen  Strablenbtin- 

dein,    für  welche  das  Verhältniss  —^  einen  consUnten  Werth  hat,  ist 
cogy 

dieselbe  Diametralebene  conjngirt. 

Ist  das  StrahlenbUndel  der  A''2'-EbeDe  oder  der  ..r'F'- Ebene  parallel, 

so  fällt  die  Diametralebene  jedesmal  mit  der  betreffenden  Coordinatea- 

ebene  anaammen. 
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7.  Sie  HeMe'sohe  Pläohe  einer  windioMefiBn  Tl&olie  1).  Der  geo- 
metrische Ort  Klier  derjenigen  Pole,  deren  qnftdrmtische  Polarflftclieu  be- 
züglich einer  FlKcbe  n'"  Ordnung  Kegel  zweiter  Ordnnng  sind,  wird  die 
Hesse'sche  Fläche  der  Fläcbe  n"'  Ordnung  genannt. 

Ist  r=0  die  Gleichung  der  FlScbe  n'"  Ordnnng,  so  erbSlt  mftD  die 
Gleichung  der  zugehörigen  Hesse'echen  FlScbe,  wenn  man  die  Deter- 
minante ans  den  zweiten  partiellen  Differentialqnotienten  der  Function  0 
bildet  and  diese  gleich  Nnll  setzt.* 

Die  Gleichang  der  Hesse'schen  Fläche  einer  windscbiefen  FlKcbe 
1)  ist  demnach 


12a) 


0 
-2a; 


0 


-2.T, 


0 


=  0 


oder 

12b)  16V»/  =  Ö- 

Daraus  folgt: 

Die  Hesse'sche  Fläche  einer  windschiefen  Fläche  1)  be- 
steht ans  vier  Ebenen,  von  denen  zwei  mit  der  Ebene  x^'=0, 
die  beiden  anderen  mit  der  Ebene  ;r^  =  0  znaammenfallen. 
Da  jede  windschiefe  Fläche  1)  der  dritten  Ordnnng  angehört,  so 
-  mtlsseu  die  Spitzen  der  Kegel,  welche  quadratische  Polarflächen  bezflg* 
lieh  einer  windschiefen  Fläche  1)  sind,  ebenfalls  in  den  Ebenen  3-3  =  0, 
CE^^O  liegen. 

Setzt  man  in  Gleichung  3)  ls  =  0,  so  erhält  man 
13)  liX,»  — |jj!g*4-2|^a!,a!j  =  0. 

Liegt  demnach  der  Pol  k  in  der  Ebene  x^  =  0. 


adratiscbe  Po- 
lar fläche  desselbea  bezüglich 
der  Fläche  fT  ein  hyperboli- 
scher Cflinder,  dessen  Er- 
zengende der  Geraden  *s  =  0, 
x^^Q  parallel  sind,  d.  h.  ein 
Kegel,  dessen  Spitze  auf  der 
Doppellinie  der  Fläche    ff  in 

derUnendlicbkeit  liegt,  näm-  ' 
lieh  in  dem  Punkt e  «1  =  0,  »8=0, 

*4  =  0. 

Fttr  1«  =  0  ergebt  «ich 
Darans  folgt: 


so  ist  die  quadratische  Polar- 
fläcbe  desselben  bezüglich 
der  Fläche  »'  ein  paraboli- 
scher Cylinder,  deaseuErzeu- 
gende  der  O-eraden  :rj^O, 
x^  =  0  parallel  sind,  d.  b.  ein 
Kegel,  dessen  Spitze  in  der 
Unendlichkeit  liegt,  wo  die 
Dopp  eil  in  ie  der  Fläche  »'▼on 

der  Geraden  *,  =  0,  *j  — 0  ge- 
schnitten wird- 


*  Salmon,  Analyt.  Qaometrie  des  Baumes  S.  S: 
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Befindet  sich  der  Pol  k  in  der  Ebene  ^«  =  0,      ■ 
Bo  ist  die  quadratisclie  Polar-     ao  Ist  die  qnadratiBche  Polar - 
fUcbe    beztiglich    der    wind-      fUche    bezöglieb    der    wind- 
scbiefen  Fliobe  Wein  Kegel     schiefen  Fläcbe  fT  ein  hyper- 

zweiter  Ordnung,  dessen  bolischerCy  lind  er,  dessen  Er- 
Spitae  im  Punkte  a;j  =  0,  ir,  =  0,  leogende  der  Geraden  x^  =  (i, 
«4  —  0  liegt  i>^s  =  0  parallel  sind,   d.  h.  ein 

Kegel,  dessen  Spitze  in  der 
Unendlicbkeit  liegt,  wo  die 
Gerade  otj^O,  ic,  =  0  von  der 
Doppellinie  der  FUcbe  Wge- 

—  schnitten  wird. 

Fttt  I,  =  1^  =  0  erh&lt  man 

15)  liV-feV=o- 

Liegt  demnach  der  Pol  k  in  der  Doppellinie  einer.wind- 
schiefen  FUcbe  1),  so  besteht  die  quadratische  PolarflXehe 
desselben  aus  zwei  Ebenen,  die  sieb  in  der  Doppellinie 
schneiden. 

Ist  also  die  quadratische  Polarflücbe  eines  Panktes  k  besUglicb  einer 
windschiefen  Fläche  1)  ein  Kegel,  so  liegt  die  Spitze  desselben  stets  in 
einem  der  beiden  Rückkehrpunkte  der  Doppellinie. 

Daraus  folgt:  Jedem  Rttckkehrpunkte  auf  der  Doppellinie 
einer  windschiefeu  FUcbe  1)  entsprechen  aile  Punkte  einet 
Bbene,  welche  zu  der  Hesse'scben  FUche  gehört,  oder  ein 
Bttckkehrpnnkt  •  auf  der  Doppellinie  einer  windschiefen 
FUche  1)  und  jeder  Punkt  einer  Ebene  der  Hesse'schen 
FUche  sind  reciproke  Pole,  und  zwar  entsprechen  dem  Bdckkehr- 
punkte  ^1  =  0,  x,  =  0,  x^  =  Ü  alle  Punkte  der  Ebene  !r,=sO,  dagegen 
dem  BUckkehrpunkte  iTj^O,  Tg=0,  x^^O  alle  Punkte  der  Ebene  1^4  =  0. 

FkUt  der  Pol  k  mit  einem  Rttckkehrpunkte  der  Linie  D  zusammen, 
so  besteht  die  Fläche  P^q  aus  zwei  Ebenen,  welche  beide  mit  derjenigen 
Ebene  zusammenfallen ,  deren  Punkte  reciproke  Pole  des  Punktes  k  sind. 

Aus  der  Gleichung  4)  findet  man : 

Die  Polarebene  eines  Punktes  k  der  Hesse'scben  Fläche  in  Bezug 
auf  eine  windschiefe  Fläche  1)  geht  stets  durch  des  Bdokkehrpunkt  der 
Doppellinie,  welcher  dem  Punkte  k  entspricht. 

8,  PUabolHehe  Ptmkte.  Im  Punkte  f  sei  an  eine  Fläche  V  eine 
Tangentialebene  gelegt  und  in  dem  unendlich  kleinen  Abstände  i  eine 
Ebene  parallel  zur  Tangentialebene  construirt,  welche  die  Fläche  V  schnei- 
den möge.     Die  Schnittlinie,  welche  nach  Dnpin*  den  Namen  der  in- 

*  Naviei,  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung  Tbl.  U,  S.  SU. 
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dicatorisclieii  Linie  FBhrt,  kftnn  kIs  ein  Kegelschnitt  nnd  die  Mhr 
kleine  Schnittfignr,  welelie  von  der  Tangentialebene  gebildet  wird,  als 
denuelben  gleichartig  hetrscht«t  werden.  Je  nuhdem  demnach  die  indi- 
catorische  Linie  eine  Ellipse,  Hyperbel  oderPwabel  ist,  wird  der  Punkt 
/als  ein  elliptischer,  hyperbolischer  oder  parabolischer  Pnnkt 
der  FlSchfl  ü  beseicbnet. 

Es  ISsst  sich  leicht  nachweisen,  dass  die  TaDgeutialebene  an  eioeni 
parabolischen  Punkte  einer  FlKche  als  eine  stationSre  Tangentialebene 
zn  betrachten  ist,  da  sie  die  Fläche  in  Ewei  aufeinander  folgenden  Punk- 
ten berQhrt.* 

Da  die  quadratische  PolarflSche  eines  parabolischen  oder  Wende- 
punktes der  FIKche  TJ  beetlglich  derselben  ein  Kegel  ist,**  so  ist  der 
geometrische  Ort  aller  parabolischen  Punkte  die  Cnrre,  in  der  die  Fläche 
Twon  ihrer  Hesse'scbeu  Fläche  geschnitten  wird.  Diese  Schnittcurre 
fuhrt  den  Namen:  „die  parabolische  Gurre"  der  Fläche  V. 

Die*  parabolische  Curve  einer  Windschiefen  Fläche  I)  entspricht  dem- 
nach den  Gleichungen 

16)  «,«4» -«,«,»  =  0,    fl!g»a!/=0; 

die  Schnittcurre  dieser  Flächen  besteht  ans  der  doppelten  Leitlinie  nnd 
den  beiden  doppelten  Erzeugenden  der  windschiefen  Fläche. 

Legt  man  durch  einen  beliehigen  Punkt  k  eine  Tangenten  ebene  au 
eine  windschiefe  FUche  I),  so  liegt  der  Berührungspunkt  derselben  au- 
gleich  auf  der  quadratischen  Polarfläcbe  Ptq,  d.  h.  auf  der  Schnittcurre 
der  beiden  Flächen  1)  nnd  3).  Ist  ein  Punkt  dieser  Schnittcurve  ein 
parabolischer  Punkt  der  FUche  1),  so  wird  die  Taneentenebene  an  die- 
sem Punkte  eine  stationäre  sein. 

Daraus  ergiebt  sich: 

Die  Schnittpunkte  der  windschiefen  Fläche,  der  Hesse'schen  Fläche 
nud  der  quadratischen  Polarfl&che  Pk^  sind  die  Bertthmngspnnkte  der 
stationären  Tangentenebenen ,  die  sich  von  k  ans  an  die  windschiefe 
Fläche  legen  lassen. 

Die  Coordinaten  der  Berührungspunkte  sind  demnach  bestimmt  durch 
die  Qleichungen 

9.  Der  Tangentenkegel.  Von  einem  Punkte  k  seien  alle  magliehen 
Tangenten  an  eine  windschiefe  Fläche  1)  geaogen.  Der  geometrische 
Ort  aller  dieser  Tangenten  ist  ein  der  Fläche  umschriebener  Kegel, 
dessen  Tangenten  ebenen  angleicb  Tangentenebenen  der  windschiefen 
Fläche  sind.     Bekanntlich  liegen  die  Berährnngspnnkte  der  Tangenten 


*  Salmon,  Analyt.  Qeom.  d.  Baumes  S.  II.  ^  , 
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anf  der  Cnrre,  in  der  die  Flache  von  der  qnftdratiseben  PoInrflKche  P^g 
geBehnitten  wird. 

Es  seien  £j,  £,,  |,,  ||  die  tetraedriscben  Coordinaten  des  Pnnktes  lt. 
Wird  von  divsem  Punkte  ans  eine  Tranaversale  dnrch  eine  windschiefl 
FIXche  1)  gezogen,  so  llast  sich  die  in  Bezog  anf  das  VerhSltniss  1:^ 
knhische  Oleichnng  aufstellen 

dnrch  deren  Wnreeln  das  VerhSItnisa  der  Abschnitte  bestimmt  ist,  die 
dnrch  die  windschiefe  Fläche  auf  der  Transversalen  gebildet  werden. 
Verschwindet  die  Discriminante  dieser  Gleichung,  so  fallen  zwei  Schnitt- 
punkte der  Transversale  zusammen,  d.  h.  die  Transversale  ist  eine  Tan- 
gente der  windschiefen  FlXche.  *  Man  erhält  demnach  als  Gleichung  dea 
Tangenten  kegeis  folgende  Relation: 

X  (|.»*i  -  V*s  -  2|,^<rg  +  2|.i,r.)» 

Der  vom  Punkte  k  ans  einer  windschiefen  FUche  1)  um- 
Bcbtiebene  Tangentenkegel  ist  demnach  von  der  sechsten 
Ordnung,  and  zwar  besteht  derselbe  aus  einer  Doppelebene, 
welche  den  Punkt  k  und  die  doppelte  Leitlinie  der  wind- 
schiefen Fläche  insich  enthSlt,  und  einem  Kegel  vierter 
Ordnung. 

Da  die  Gleichung  18)  unverändert  bleibt,  wenn  man  die  GrfiBsen 
S,,  £,,  Ig,  I,  mit  f,,  X|,  Xj,  x^  vertauscht,  so  folgt; 

Beschreibt  man  von  irgend  einem  Punkte  A' des  Tangen- 
teakegels  18)  einen  zweiten  Kegel  um  die  windschiefe  Fläche 
1),  so  geht  derselbe  stets  durch  den  Punkt  k. 

Dttrcb  die  Spitze  k  des  Tangentenkegels  sei  eine  Gerade  G  gezogen. 
Die  Classe  des  Kegels  ist  bestimmt  durch  die  Zahl  der  Tangenten  ebenen, 
die  sich  durch  6  an  ihn  legen  lassen.  Diese  Zahl  ist  aber  offenbar  gldcb 
der  Zahl  der  OenCVatrixen  der  windschiefen  Fläche,  die  von  der  Ge- 
raden G  geachnitten  werden;  der  Tangentenkegel  gebSrt  sonach 
der  dritten  Classe  an. 

Nimmt  man  an,  dass  der  Punkt  k  auf  der  windschiefen  Fläche  selbst 
liege,  so  geht  die  Gleichung  18)  Über  in 


•  Salmon,  Analyt  Geometrie  de«  Baumes  8.19.  r  .  iz^j  =,  CjOO^Ic 
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oder 

19b)  (lja=4-t*'*.)*=0, 

Liegt  also  der  Punkt  k  auf  der  windschiefen  FISche  selbst, 
Bo  besteht  der  Tangentenkegel  ans  der  Doppelebene,  die  den 
Fankt  k  und  die  doppelte  Directriz  in  sicbeathült,  ansswei 
Ebenen,  die  mit  der  Tangentenebene  am  Pnnkte  k  anaam- 
menfallen,  und  einem  Kegel  sweitei  OrdnnDg. 

Verlegt  man  den  Pnnkt  k  in  die  einfache  Leitlinie  a;^  =  0,  x^  =  a 
einer  windschiefun  FISche  1),  so  nehmen  die  Oleichiingen  19b)  die  Ge- 
stalt an: 

20)     (l4''»i-V«.)»  =  0,    (6*«,-^<c.)»  =  0,   a!,  =  0,   «,  =  0. 

Der  Tangentenkegel  besteht  demnaeh  in  diesem  Falle 
ans  sechs  Ebeoen,  von  denen  zwei  den  Punkt  k  and  die  dop- 
pelte Directrix  in  sieb  enthalten,  zwei  mit  der  Doppeltan- 
gentenebene am  Pnnkte  k,  eine  mit  der  Ebene  X|B=0  nnd 
eine  mit  der  Ebene  (C|=:0  ansammeafallen. 

LHsst  man  den  Pnnkt  k  in  die  Doppellinte  einer  windschiefen  FlSehe 
1)  fallen,  so  veraebwindet  die  Gleichnng  18)  vollständig.  Verlegt  man 
endlich  den  Pnnkt  k  in  eine  singnl&re  Erzengende  einer  windschiefen 
FlScbe  1),  so  besteht  der  Tangentenkegel  ans  vier  Ebenen,  welche  paar- 
weise mit  den  Coordlnatenebenen  snsammen fallen,  die  sich  in  dieser 
Erzengenden  schneiden,  nnd  einem  Kegel  zweiter  Ordnnng. 

10.  Die  Inflexioiutknge&ten,  welche  sich  an  eine  windschiefe  FlSehe 
I)  von  einem  Pnnkte  ansserhalb  derselben  ziehen  lassen.  Nach  67) 
schneidet  die  Polarebene  Pfe  die  qnadratische  Polarflficbe  Pfq,  falls  der 
Pnnkt  f  anf  der  windschiefen  Fläche  liegt,  in  den  beiden  Inflexionatan- 
genten  der  letzteren.  Nimmt  man  anf  einer  dieser  -Schnittlinien  einen 
Pnnkt  k  mit  den  Goordinaten  £j,  £,,  |,,  l^  als  bekannt  an,  so  mnsi  der 
Berührnngspnnkt  der  In  flexionstau  gen  te ,  die  sich  von  k  ans  an  die  wind- 
schiefe Fläche  legen  lässt,  nach  5)  sowohl  anf  der  Folarebene  /*»'•  <>1> 
auf  der  quadratischen  Polarfläche  Pt9  liegen.  Die  Goordinaten  des  Be- 
ruh rnngspnnktes  sind  demnach  bestimmt  durch  die  Oleiohnngen  1),  3) 
nnd  4).» 

a)  Fahrt  man  in  die  Gleichungen  1),  3],  4)  ai,  y,  z  fiBr  die  Qno- 

tienten  ^,  ^,  ^  nnd  |,  n,  t  für  ?,   ?,   p  ein,  so  erbSlt  man  durch 
ai,     0),     a;,  >    i  >  •         £t     Si     li 

Elimination  von  x  und  2 


*  Salmon,  AnaJjt.  Qeometrie  dei  Baumea  S 
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(  y*  =  o, 

2')     4{|£»-|*V)r'+l2(S»,j"-|i,t»)i/*  +  3(£*  +  2|,^:*-3|»V), 

woraus  sich  aeobs  Wurzeln  ftlr  jr  ergeben.     Da  aicb  ftir  jede  dieser  War- 
sein nnt  je  ein  Wertb  von  x  nnd  z  entwickeln  llUst,  so  folgt: 

Von  einem  Punkte  k  können  sechs  Inflexionstangeuten 
«n   die   windscbiefe  FUche    W  gezogen  werden,    von   denen 

drei,  "welcbe  durch   die  Doppellinie  der  Fläche  gehen,    zu- 
sftmni'enfallen. 

b)  An  Stelle  der  Quotienten  —  <  —  ,  —  mögen  x,  y,  i',  statt  ~, 
Yt  ^    dagegen   £',    r{,    ^   in   die    Qleichnngen  1),   3)    und   4)   eingesetst 

werden,     Dnrcb  Elimination  tou  a^'.uud  y' ergiebt  sich  dann  aus  diesen 
Relationen 

22)  t'-{:'=0,     ijV»-3.jY''*  +  3|V-|*f=0. 

Man    erhKlt  demnach  vier   Wurzeln   fUr  z   und  dem  entsprechend   vier 
Werthe  fllr  X    und  y'. 

Von  einem  Funkte  k  lassen  sich  demnach  nur  vier  In- 
riexionstangeuten  an  die  windschiefe  FlBcbe   W  sieben. 

Liegt  der  Punkt  k  in  der  Ebene  j-,  ^  0 ,  so  IXast  sich  ausser  der 
durch  die  Doppellinie  D  gehenden  nur  noch  eine  Inflexion Stangen te  an 
die  windschiefe  FlScbe  1)  ziehen. 

Befindet  sich  endlich  der  Funkt  k  auf  der  windschiefen  FlKche  selbst, 
so  lassen  sich  durch  ihn  nui  die  beiden  Inäexionstangenten  eieben,  deren 
Berflbmngapunkt  der  Punkt  k  selbst  ist. 

Die  Inflexionstangenten ,  welche  von  einem  Punkte  k  an  eine  wind- 
scbiefe FUche  1)  gezogen  werden  können,  sind  zugleich  Cuspidalkanten 
des  von  k  derselben  umschriebenen  Kegels. 

Ein  der  Fläche  W  umschriebener  Kegel  besitst  demnach  sechs  Cus- 
pidalkanten, von  denen  aber  drei  zusammenfallen;  ein  der  Fläche  f^ 
umschriebener  Kegel  bat  dagegen  nur  vier  Cuspidalkanten. 

11.  Bie  gcmiiohto  FolarflAohe  sweier  Punkte  k  vad  k'.  Gegeben 
aeien  £j,  l^,  gj,  ^,  die  tetraedrischen  Ooordinaten  des  Pupktes  k,  und 
fn  fit  Tj)  tij  die  Ooordinaten  des  Punktes  k'.  Constmirt  man  die 
Polarebene  des  Punktes  k  bezflglich  der  quadratischen  Polarfläche  Pi/  q 
und  die  Polarebene  des  Punktes  k'  bestlgUch  der  c[uad ratischen  Folar- 
fläcbe  Phq,  so  ergebt  sich,  dass  beide  Polarebenen  dieselbe  Gleichung, 
-nXmlich 

2S)   «,r.',-6,!>,-(i,r.+i,r,i*,+cä,r.+t,r,)«,=(iio(igic 
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betitaen,  sie  fftUen  also  sasKtnmen  in  eine  Ebene.  Diese  Ebene  wird 
die  gemiscbte  Polarebene  der  Pnukte  k  und  k'  (Pe)  ge- 
nannt,* 

BeBchrflibt  oksn  demnacb  von  dem  Fankte  k  einen  Tangen teokeg«! 
tun  die  quadratische  Polarfläche  Pq  nnd  von  dem  Packte  k'  einen  Tan- 

gentenkegel    am   die  quadratische  Polarfläcbe  Pg,    so   liegen    die  beideo 

Bertthmngscatven  in  derselben  Ebene,  nSmlich  in  der  gemischten  Polar- 
ebene Pe. 
tf 

Ans  der  Gleichung  23)  folgt: 

Liegt  einer  der  beiden  Punkte  k  oder  k'  in  der  Uoppellinie  einer 
nindBchiefeo  FlKche  1),  so  «ntbftlt  auch  die  Ebene  Pe  diese  Doppel- 
linie  in  sich. 

Befinden  sich  beide  Funkte  anf  der   einfachen  Leitlinie  der  wind- 
schiefen Flüche,  so  enthalt  auch  die  Ebene  Pe  dieselbe  in  sich.    . 
ky 

Liegen  beide  Punkte  k  nnd  k'  in  der  Ebene  x^  =  0,  so  geht  die 
Ebene  Pe  durch  die  Gerade  x^^0,  x^=^(i^  liegen  dag^en  beide  Punkte 

iu  der  Ebene  x^=>0,  so  geht  die  Ebene  Pe  durch  die  Gerade  x^^O, 


12.    Gegeben  seien  ^"j,  £",,  S'ft  ^'41  die  Coordinaten  eines  dritten 
Punktes  k",  dann  ist  die  Gleichung  der  gemischten  Potarebene  Pe 

**" 

und  die  der  gemischten  Folarebene  Pe 

24b)  r4r4*i-rflr'8'^,~{r,«",+r»n)^,+(i'.r,+r«r,)**=o. 

Mit  Hilfe  einfacher  Substitutionen  gelangt  man  »n   folgendem  Re- 
sultat: 

Gebt  die  gemischte  Polarebene  Pe  durch  den  Punkt  k', 

so  liegt  auch  der  Punkt  k  auf  der  gemischten  Folarebene  Pe. 

Ein   Punkt   m    auf  der  gemischten  Polarebeue  Pe  beaüglich  tiner 

windschiefen  FlSche  1)  mSge  die  Coordinaten  |,  17,  t,  v  besitzen.  Con- 
struirt  man  die  quadratische  PoIarflKche  desselben  beatlglicb  der  wind- 
schiefen Fläche,  so  ist  die  Gleichung  derselben 

25  a)  ix^—n^'-^ix^x^  -I-  2wir,a;,  =  0, 

in  der  |,  ij,  £,  v  der  Relation 
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25b)    {4r,i-£Bi',if-(fi,r,+s,i'.)t+(i.{'«+i,i',)t.=o 

genügen.     Bildet  man  die  Folarebene  dea  Pnnktei  k  bezflgBch  Pg,  so 
entspricbt  dieselbe  der  Gleicbnng 
"25c)  5»f«^,-S,tar,-{S.C  +  l,il)x,  +  (£,v  +  {,|);c,  =  0. 

Dieselbe  wird  eine  identische,  sobald  man  l*!,  ^,,  l*,,  ^^  für  o;,,  x^,  x^, 
Xf  einseUt.  Stellt  man  nnn  in  gleicher  Weise  die  Gleichung  der  ge- 
mischten Polarebene  Pe  auf,  so  findet  man: 

Liegt  ein  Funkt  m  anf  der  gemischten  Polarebene  Pfit  eo 

geht   die  Ebene   Pe   dnrch    den  Punkt   ic'  and   die  Ebene  Pe 

dnrch  den  Punkt  k,  oder  die  Punkte  k  and  k'  sind  in  Beang 
auf  die  quadratische  PolarflXcfae  Pg  oonjugirt. 

Die  gemischte  Polarebene  Pe  ist  demnach  der  geometrische  Ort 

des  Punktes,  in  Besag  anf  dessen  quadratische  Polarflftche 
die  Punkte  k  und  k'  conjugtrt  sind. 

Ist  der  Punkt  k  und  die  gemischte  Polarebene  Pe  gegeben ,  so  lltost 

sich  die  Lage  des  Punktes  k'  nach  dem  Vorigen  mit  Leichtigkeit  bestim- 
men.    Uan  constmirt  sunKchst  an  jedem  Punkte  der  Ebene  Pe  die  qoa- 

dratiscbe  PolarflXche  bezUglich  der  windschiefen  FlScbe.  Alle  diese 
Hyperboloide  bilden  ein  Netz.  Bestimmt  man  in  Bexug  anf  jedes  dieser 
HTperboloide  die  Polarebene  des  Punktes  k,  so  gebt  jede  derselben 
dnrcli  den  verlfingteu  Punkt  k. 

13.  Die  ente  Polare  einer  Oeroden  G.  Gegeben  sei  eine  Gerade  G, 
auf  der  die  beiden  Punkte  k  und  k'  mit  den  Coordinaten  £i,  £,,  ^,  l^ 
und  {"i,  {',,  l*,,  ^4  liegen  m^en.  Die  Gleichungen  der  quadratischen 
Polarflächen  Pg  und  Pg  bezUglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  sind 

Bride  PolarflXcben  schneiden  ücb  in  einer  Ranmeurve  vierter  Ordnung, 
welche  dnrch  diese  beiden  Gleichungen  bestimmt  ist.  Da  Jeder  Punkt 
dieser  Baumcurre  beiden  PoUrfl&cben  angehSrt,  so  folgt  ans  5): 

Die  Polarebenen  aller  Pnnkte,  welche  auf  der  Banm- 
eurve26)  liegen,  bezüglich  einer  wlndschiefeD  Fliehe  1}  ent- 
halten die  Gerade  6  in  sieb.  Oder;  Gteitet  ein  Punkt  auf 
der  Banmcnrve  26)  fort,  so  dreht  sich  seine  Polarebene  um 
di«  Gerade  G. 
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Dmgekebrt  ISut  sich  acblieeieo,  dus  dann  «seh  jede  qahdntieche 
Pol«rfi8cbe  eines  Punktes  der  Geraden  G  dnrch  diese  Banmcuive  hin- 
dnrehgehftn  mues,  dass  also  alle  quadratiacbeu  Polaiflächen  der  Punkte 
auf  der  Geraden  G  ein  FltlchenbflBcbel  bilden.  Die  RaamcuTve  26)  fUbrt 
infolge   dessen   den  Namen:  „die  erste  Polare  der  Gera'den  G".* 

Dnrcb  Elimination  von  x,  ans  den  Gleicbnngen  26)  erbillt  man 

27  a)  +4(i,r,-i,r,)V**-'*(fer,-s,fi',)(s,s',-Jir,)v^. 

27b)  a^4  =  0. 

Die  erste  Polare  einer  Geraden  G  beaäglicb  einer  wind- 
Bchiefen  Flftcbe  1)  bestebt  demnacb  an-s  der  doppelten  Leit- 
linie der  windscbiefea  Fläcbe  und  einer  Raumcurve  dritter 
Ordnung,  deren  Projection  auf  a-j  =  0  der  Gleicbung  27a) 
entspricht. 

Folgende  specielle  Fälle  mögen  bier  Erwähnung  finden: 

k)  dnrcbscbneidet  die  Gerade  G  die  doppelte  Leitlinie  der  windschie- 
fen Fl&che,  Bo  bestebt  die  Projeclioa  der  ersten  Polaren  auf  x,  =  0  ans 
zwei  Geraden ,  die  mit  der  doppelten  Leitlinie  zusammenfallen ,  und  einem 
Kegelschnitte ; 

|S)  verlegt  man  die  Gerade  G  in  die  Ebene  a:,  =  0,  so  degenerirt  die 
Projection  der  ersten  Polaren  27a)  in  die  Gerade  X]=0,  x^  =  ü  und 
in  eine  Parabel; 

y)  setzt  man  ^  =  ^%=>ü,  so  verschwindet  die  Gleichung  27a); 

i)  liegt  die  Gerade  G  in  der  Ebene  3*3^0,  so  besteht  die  Projec- 
tion der  ersten  Polaren  derselben  auf  ')'t  =  0  ans  vier  Geraden,  von 
denen  zwei  mit  der  doppelten  Leitlinie  der  windschiefen  Fläche  zaaam- 
menfallen,  die  beiden  anderen  sieb  ebenfalls  decken;. 

t)  befindet  sich  endlich  die  Gerade  G  in  der  Ebene  x^^(i,  so  wird 
die  Projection  der  ersten  Polaren  derselben  auf  Xa  =  0  ebenfalls  von  vier 
Geraden  gebildet,  von  denen  zwei  getrennt  liegen,  die  beiden  anderen 
mit  der  doppelten  Leitlinie  der  windschiefen  Fläche  zusammenfallen. 

14.  Die  Pole  einer  Ebene  E,  Gegeben  seien  drei  nicht  in  einer 
Geraden  liegende  Punkte  Ar,  k',  k"  und  ihre  tetraedriscben  Coordinaten 
£|t  li>  •••)  S'iil'tt  --i  ^'i>  l*!)  ■■>  durch  welche  die  Lage  einer  Ebene 
£  bestimmt  ist.  Constmirt  man  zu  jedem  dieser  Punkte  die  quadratische 
Polatfläche  beeflglich  einer  windschiefen  Fläche  1),  eo  schneiden  sich 
dieselben  in  einer  Beibe  von  Punkten,  deren  Coordinaten  dnrcb  die 
GleicboDgen 
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berechnet  werien  kÜnneD.  Die  Polarebene  jedes  dieser  Funkte  mnss 
Dach  5)  mit  der  Ebene  E  zosammen fallen.  Die  gemeiliscbaftlicben  Punkte 
der  drei  quadratischen  Folarflächen  eind  demnach  die  Pole  der  Ebene  £ 
bemttglicb  einer  windschiefen  Fläche  1). 

Ans  den  Gleichungen  28)  ergeben  sich  die  Wurzeln 


=  0, 


"    "      ■  2c  ' 


^_0,    »-2C,     =-2c.  S„„,     =  +  /^, 

in  denen  a,  b,  c,  a,  ß,  y  der  AbkUrznng  wegen  gesetzt,  von  den  Co- 
ordinatea  der  Punkte  A,  k',  k"  abhängig  sind. 

Wird  demnach  eine  beliebige  Ebene  E  »Is  Polarebene 
einer  windschiefen  Fläche  1)  betrachtet,  so  kann  jeder 
Paukt  der  doppelten  Leitlinie  der  windschiefen  Fläche  als 
Pol  derselben  angesehen  werdenj  ausserdem  existiren  zwei 
getrennte  Paukt«,  welche  ebenfalls  Pole  der  Ebene  sind. 

CoDstruirt  man  zu  allen  Punkten  einer  Ebene  die  qua- 
dratischen Polarf lachen  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche 
1),  so  geben  alle  durch  die  doppelte  Leitlinie  der  windschie- 
fen Fläche  nnd  durch  zwei  Punkte. 

Legt  man  durch  drei  willkflrlioh  gewählte  Punkte,  von  denen  keiner 
sich  in  der  Linie  ^j  =  0 ,  ir^  =  0  befindet  and  deren  Projectionen  auf  den 
Coord in aten ebenen  nicht  symmetriech  za  den  Azen  liegen,  eiue  qnadra- 
tiaehe  Polarfläehe  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1),  so  werden  sich 
die  drei  Polarebenen  dieser  Funkte  in  einem  Punkte  schneiden ,  nämlich 
in  dem  Pole  der  quadratischen  Polarflache. 

Dnrch-drei  beliebige  Punkte  kann  demnach  im  Allgemei- 
nen nur  eine  eiuBige  quadratische  Polarfläehe  bezüglich 
einer  windschiefen  Fläche  1)  gelegt  werden. 

Constmirt  man  alle  quadratischen  Folarflächen,  welche  durch  zwei 
fest«  Punkte,    von   denen   keiner   auf  der  Kante  ^,  =  0,   a-^  =  0   liegt. 
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geben,  §o  liegen  die  Pole  derselben  auf  einer  Geraden ,  nSmlieh  aaf  der 
Scbuittkante  der  PoUrebeaen  jener  beideo  Ponkte. 

Nach  14)  eohneiden  aich  alle  dieae  quadratischen  Polarflächen  in 
der  Kante  a:,'=0,  x^^Q  and  in  einer  Banmcorre  dritter  Ordnung,  d.h. 
in  der  eraten  Pal^reo  jener  Geraden^  und  bilden  aUo  ein  FUchen- 
bflscbel. 

Durch  einen  Punkt  k  (welcher  ausserhalb  der  Kante  x^^O,  7^=0 
liegen  möge)  seien  alle  mtfglicben  quadratischen  PelarflKchen  bezflglich 
einer  windschiefen  Fliehe  1)  gelegt.  Alle  diese  FUchen  haben  die  dop- 
pelte Leitlinie  %=0,  at^i^O  nnd  ausserdem  noch  einen  Pnnkt  k^  gemein. 
Der  geometrische  Ort  der  Pole  aller  dieser  quadratischen  Polarflächen  ist 
die  Polarebene  des  Panktes  Ar,     . 
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XT.    B7atli«tiichet  Baweia  du  Sattes,  da»  jsde  ebene  Cnrre  dritter 

Ordnniig  daroh  ein  Xegeltohnittbflsohel  ond  ein  projeetiviuhei  Strahlen- 

bfinhel  eneagt  werden  kann. 

Von  allen  Erseagungearteu  der  ebenen  Cnrven  dritter  Ordnnng  ver- 
dienen w^en  der  sahlreicfaen  Folgerangen,  welche  sie  gestatten,  beeondeis 
znei  bervorgehoben  zu  werden.  Die  eine  rUhrt  Ton  Chasles  berj  nacb  ibr 
igt  die  Curve  dritter  Ordnung  der  Ort  der  Dnrchschnittspankte  entsprechen- 
der Elemente  eines  Kegelscbnittbttecbels  und  eines  ihm  projectivischen 
StrablenbÜGcbeb;  nach  der  andern  ist  die  Cnrve  dritter  Ordnung  der  Ort 
der  gemeinscbaftlichen  Tripelpnnkte  der  in  tunem  Eegelscbnittnetz  Torkom- 
menden  BUschel.  Steiner  bat  diese  Carre  die  Tripelcurre  genannt  und  ibre 
wichtigsten  Eigenscbaften  anf  rein  geometriscbem  Wege  abgeleitet  (vergl* 
St  einer'a  Vorlesungen,  II.  Bd.,  beraiugegeben  von  Schroeter).  Bis  jetzt 
ist  es  aber  noch  nicht  gelungen,  rein  geometrisch  zn  zeigen,  dass  eine  ebene 
Cnrve  dritter  Ordnung,  die  auf  eine  der  beiden  Arten  erzeugt  ist,  auch 
auf  die  «ödere  Art  erzengt  werden  kann,  Cremona  (vergL  Einleitung 
in  eine  geometrische  Theorie  der  ebenen  Gurren)  bat  sieb  dadurch  xa 
helfen  gesucht,  dass  er  den  Satz:  „Zwei  ebene  Gurren  dritter  Ordnung 
ecbneiden  sieb  in  nenn  Punkten"  als  Gmndsata  an  die  Spitze  der  Theorie 
stellte.,  Steiner  bat  für  ^nen  besondern  Fall  gezeigt,  dass  man  die 
Tripelcarre.  durch  ein  EegelschnittbOscbel  und  ein  projectivisches  Srtablen- 
bttscbel  erzeugen  kann,  wenn  nXmlicb  drei  von  den  Gmndpunkten  ein 
Tripel  bilden.  Eeye  hat  (vergl.  Beye,  Die  Geometrie  der  Lage)  ränen 
Beweis  mitgetbeilt,  dass  die  Tripelcnrven  dnrcb  ein  K^elscbsittbüscbel 
nnd  ein  projectivisches  Strahl enbUscbel  erzengt  werden.  Doch  gilt  der- 
selbe auch  nur  tut  den  Fall,  dass  drei  der  Basispnnkte  ein  Tripel  bil- 
den. Im  Folgenden  soll  der  Versuch  gemacht  werden,  den  angeführten 
Satz  von  der  Tripelcnrve  ganz-  allgemein  zu  beweisen;  dann  Usst  sieb 
weiter  folgern,  dass  jede  Gnrve  dritter  Ordnung  als  Tripelcurve  betrachtet 
nnd  auf  die  von  Ghasles  ang^;ebene  Art  erzeugt  werden  kann.  Als 
unmittelbare  Folgerung  ergiebt  sich  dann,  dass  doreb  beliebige  nenn 
Punkte  der  Ebene  im  Allgemeinen  nur  eine  Curve  dritter  Ordnung  gelegt 
werden  kann  nnd  dass  zwei  Cnrven  dritter  Ordnung  sieh  in  höebstens 
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nenn  Punkten  schneiden  nnd  die  syntbetiacbe  Geometrie  bat  nicht  mehr 
nötbig,  diese  Sätse  der  «nklTtischen  Geometrie  zn  entlehnen.  —  Um 
jenen  Beweis  zn  führen,  werden  aber  einige  Sätae  von  den  hormoni- 
sehen  Mittelpunkten  gebraacht,  die  zunächst  auf  geometriscbem  Wege 
abgeleitet  werden  sollen.  Dazn  reichen  einige  Eigenschaften  vom  ebeueo 
Dreieck  ans. 

Zuerst  sei  der  bekannte  Satz  angeftlfart:  „Wenn  man-durcb  einen 
Punkt  0  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC  mit  den  Seiten  abe  drei 
Transversalen  OA,  OB,  OC  zieht,  zu  ihren  DurchBchnitlen  aßf  mit  abe 
die  harmonischen  Gegenpankte  a'ß^y  in  Bezug  auf  die  Ecken  sacht,  so 
liegen  dieselben  in  einer  Geraden  g  und  omgekebrt.  Man  nennt  g  die 
gerade  Polare  von  0  und  0  den  Pol  von  g  beBttglich  der  drNseitigea 
Carve  (abe). 

Dnrcb  einen  Punkt  P  seien  die  Geraden  j^jTi ffi  ■  •  -  g^I^gt;  >bre  Schnitt- 
punkte mit  den  Seiten  abc  seien  a'^y,  tt\ff^y'i,  a\ß^y\,  ...,  deren 
barmoniscbe  Gegenpunkte  bezüglich  der  Ecken  mit  «ßy,  a^ß^y^,  u^ß^Y^, .... 
bezeichnet  werden  mögen.  Da  die  Pnnktreiben  nV,  a', ...,  ?ffi^%--; 
y'y'iy'i---  in  perspectivischer  Lage  sich  befinden,  so  müssen  die  Punkt- 
reihen  ttM,a,...,  ßß^ß^...,  yfiy^---  und  daher  aucb  die  Strahlenbflachel 
^(ua^a,...),  B{ßßiß^...),  C{yy^yf...)m  proj ectivisch er Beziebnng stehen. 
Je  drei  entsprechende  Strahlen,  wie  Aa,  Bß,  Cy;  AOf,  Bßj,  C/,,  .... 
BchneideD  sich  stets  in  einem  Punkte  0,  0^,  ..  ,  dem  Pol  der  Geraden  g, 
g^,  .. .,  deshalb  erzeugen  die  drei  Büschel  einen  Kegelschnitt  x,  der  durch 
ABC  geht  nnd  die  coniache  Polare  von  P  bezüglich  der  dr«seitigen 
Curve  {abc)  beisst. 

Dem  Strahl  AC  des  Büschels  .4  (an, «tj...)  entspricht  im  Btlschel 
^(yriVf)  der  Strahl  CV,  der  CP  von  CA  und  CB  harmonisch  trennt 
Daher  berührt  it  in  C  den  Strahl  CT'  und  ebenso  in  A  und  B  die  Strahlen 
AJ"  und  BB',  welche  JP  und  BP  von  AB  und  AC,  resp.  BA  und  BC 
barm^isch  trennen. 

Die  conische  Polare  n  von  P  enthilt  also  die  Pole  00, 0, . . .  sKmmt- 
licker  dareh  P  gelegten  Geraden  ggigf-  nnd  daraus  folgern  wir:  „Liegt 
ein  Punkt  0  auf  der  eonischen  Polare  »  eines  Punktes  P  bezüglich  der 
dreiseitigen  Curve  {abc),  so  liegt  P  auf  der  geraden  Polare  g  von  0  und 
umgekehrt. 

Weiter  lAsst  sich  leicht  nachweisen,  dass  die  gerade  Polare  p  eines 
Punktes  P  bezüglich  der  dreiseiügen  Curve  [abc)  zusammenfSllt  mit  der 
Polare  von  P  bezüglich  seiner  conischen  Polare  n.  Die  Transversalen 
AP,  BP,  CP  mSgen  die  Seiten  abc  in  jIBF  schneiden;  dann  berührt  h 
in  ABC  die  Geraden  A/f,  BB!,  CF',  welche  Aji,  BB,  CF  von  AB  und 
AC,  BA  und  BC,  CA  und  CB  harmonisch  trennen.  Die  Polaren  von 
ABT'  sind  AA,  DB,  CF-^  diese  schneiden  sich  in  Pol  P  von  ^SF' 
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betBglich  n;  also  ist  die  Gerade  ÄST'  Bowobl  die  gerade  Polare  von 
P  bezHglicb  (<>6c),  ala  ancb  die  Polare  von  P  besäglicb  «. 

Durch  den  Paukt  P  Bei  l  eine  Tranaversale ,  welcbe  die  Seiten  abc 
in  AS7  schneidet;  die  gerade  Polare  p  von  P  schneide  l  in  P,  die  co- 
niacbe  n  achneide  \  in  P^Pf  Es  soll  gezeigt  werden,  dass  diese  Scbnitt- 
pankte  nngeändert  bleiben,  wenn  man  durch  ItST  die  Seiten  irgend 
eines  andern  Dreiecks  ÄyB^C^  legt,  dass  also  die  Punkte  P' P^P^  nur 
TOD  der  gegenseitigen  Lage  der  Punkte  PR  S  T  abhftngen.  Da  die  Schnitt- 
punkte RST  der  Seiten  der  Dreiecke  ABC  und  A^B^C^  in  einer  Gera- 
den '  liegen,  so  mOssen  sich  die  Geraden  AA^,  BB^,  CCj  in  einem 
Punkte  L  treffen  and  man  kann  L  und  l  als  Centrnm  und  Axe  sweiei 
perspectivisch  liegenden  collinearen  Systeme  betrachten,  in  denen  ^  und 
A^,  B  und  £,,  C  und  C■^  entsprechende  Punkte  sind.  P  ist  ein  Punkt 
der  Ato  i,  also  f&llt  sein  entsprechender  jPi  im  andern  System  mit  ibm 
■usammen.  Der  Linie  PA  eatsprieht  PAy,  dem  Schnittpunkte  A  von  PA 
mit  a  entspricht  der  Schnittpunkt  ^,  tou  PA^  mit  a,,  dem  harmonischen 
Oegenpankte  A  von  A  beBÜglich  BC  entspricht  der  harmonische  Gegen- 
pnnkt  >tf',  Ton  A^  beattglich  B^C^;  ebenso  sind  B'  nnd  B'j,  V  und  T', 
entsprechende  Punkte,  wenn  B'  and  5',  die  Ecken  AÜ  und  A^C^  von 
PB,  resp,  i'Ä,,  r  und  T',  die  Ecken  AB  und  ^,ß,  von  PC,  tesp.  PC^ 
harmonisch  trennen.  Daher  sind  AST"  und  A^S^F'^  entsprechende 
Strahlen  und  schneiden  sich  im  Punkte  P'  von  /;  die  Geraden  sind  aber 
die  geraden  Polaren  von  P  in  Bezug  anf  die  Dreiecke  ABC  und  Ai  B^C^, 
—  Die  coniscbcD  Polaren  ■  und  n^  von  P  besilglich  de^r  beiden  Drei- 
seite sind  auch  entsprechende  Kegelschnitte  in  den  beiden  Systemen, 
denn  n  geht  durch  die  Ecken  ABC  und  berUbrt  in  ihnen  die  Geraden 
AA',  BB\  CP';  Rj  aber  geht  durch  die  entsprechenden  Punkte  AjB^Cj 
und  berührt  in  ihnen  die  entsprechenden  Geraden  A^A^,  B^Si,  C^t^^. 
Efr  mfissen  sich  also  n  und  n^  anf  /  und  daher  in  P,/>,  sobneiden. 

Die  Punkte  P'Pi  P,  hSngen  also  nnr  von  der  Lage  der  vier  Punkte 
PRST  gegen  einander  ah;  man  nennt  f'  den  harmonischen  Uittelpunkt 
des  ersten  Grades,  PjP^  die  harmonischen  Mittelpunkte  des  zweiten 
Grades  der  drei  Punkte  RST  für  P  als  Pol. 

Es  folgert  sich  leicht:  ,,Ist  P'  ein  harmonischer  Mittelpunkt  des  ersten 
Grades  der  drei  Punkte  ^57*  für  P  als  Pul,  so  ist  P  ein  harmonischer 
Mittelpunkt  des  eweiten  Grades  derselben  drei  Punkte  fUr  P'  als  Pol.  — 
Die  barmoniBohen  Mittelpunkte  des  aweiten  Grades  P^P^  werden  dnrch 
den  harmonischen  Mittelpunkt  1^  des  ersten  Grades  nnd  den  Pol  P  har- 
monisch getrennt." 

Liegt  der  Punkt  P  anf  einer  der  Seiten,  z.  B.  e,  des  Dreiecks  ABC, 
Bo  ist  diese  die  gerade  Polare  von  P;  die  conieche  Polare  »  ist  ein  Ge- 
ntdenpaar,  dessen  einet  Theil  c  ist,  während  der  andere  die  Gerade  CP 
von  den  Seiten  CA  und  CB  harmonisch  trennt.     FUr  die  barmoniseben 
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Mittelpnnkte  folgt  darana:  Der  bannoaiBcbe  Mittelpunkt  ersten  Grades 
A*  von  RST  fflr  R  lUa  Pol  ist  A  selbat;  von  den  harmoniscben  Mittel- 
punkten  swwten  Gradea  der  Pnnkte  RST  für  R  als  Pot  fXllt  der 
eine  A,  mit  R  zasorameu;  der  andere  R^  trennt  B  von  S  and  T  har- 
moniscb. 

Diese  SXtze  gentigen,  nm  den  Beweis  des  obenerwKfanten  Sataes  an 
fllbren. 

'  Auf  die  von  Cremons  angegebene  Art  lassen  sich  jetat  einige  SXIse 
von  der  Polaren  irgend  einer  ebenen  Cnrre  dritter  Ordnung  ableiten.  — 
Es  aei  f '  iigend  eine  ebene  Cnrve  dritter  Ordnung,  P  ein  beliebiger 
Pnnkt,  u  eine  variable  Gerade  dnrch  ihn,  welebe  X'  in  ^ F/ scbneidet ; 
dann  sind  die  barmonischen  Mittelpnnkte  P'  des  ersten  Grades  und  f,  Pj 
des  zweiten  Grades  der  Pnnkte  Ä  7Z  für  P  als  Pol  aneb  variabel.  Der 
Ort  aller  Punkte  P'  ist  eine  Gerade  p,  der  Ort  aller  Punkte  P,  P,  ist  ein 
Eegelaehnitt  k;  dann  heisst  p  die  gerade  Polare  und  n  die  conisebe  Po- 
lare von  P  beiilglich  f^  —  Liegt  P  anf  K^,  so  musa  seine  coniaclie 
Polare  n  je  zwei  mit  P  in  gerader  Linie  liegende  Ourvenpunkte  banne- 
niseb  trennen  und  daher  k^  in  P  berühren.  Deshalb  muss  auch  die 
gerade  Polare  p  von  P,  falls  P  auf  Ü*  liegt,  diese  Cuire  in  P  be- 
rühren, 

Anf  einer  Geraden  g  seien  ABCD...  beliebig«  Pnnkte,  aßyi... 
ihre  conisohen  Polaren  in  Besag  anf  £',  LMNO  die  Schnittpunkte  von 
«  und  ß,  dann  muas  die  gerade  Polare  eines  jeden  dieser  vier  Schnitt- 
punkte durch  J  und  fi  geben,  also  g  sein;  weiter  muas  y  durch  LMNO 
gehen,  denn  aieht  man  CM,  so  ist  C  der  bannenische  Mittelpunkt  des 
ersten  Grades  tUr  die  Schnittpunkte  von  CM  mit  ^^  in  Bezug  auf  M  als 
Pol,  also  muas  M  ein  harmonischer  Mittelpunkt  des  zweiten  Grades  der- 
selben Schnittpunkte  ftlr  C  als  Pol  sein.  Die  coniachen  Polaren  aßyS... 
aller  Pnnkte  i4  d  Ci) .. .  einer  Geraden  g  schneiden  sich  in  densellien  vier 
Punkten  LMNO,  welche  die  Pole  von  g  bezüglich  K^  sind. 

Sind  JEFAT  irgend  drei  Punkte,  die  nicht  in  gerader  Linie  liegen, 
so  Hast  sieh  aeigen,  dass  das  Neta  von  Kegelschnitten,  velebes  durch 
die  drei  conischen  Polaren  ijfta  jener  Punkte  bezilglich  A'^  bestimmt 
wird,  alle  coniachen  Polaren  der  Curve  ä'^  enthilt.  '  Sind  QQ^  awei  be- 
liebige Punkte,  SD  giebt  es  im  Netse  ()]9)a)  einen  einzigen  Kegelschnitt, 
der  durch  diese  Punkte  geht.  (Vergl.  Schreeter,  Steiner's  Vor- 
lesungen.) Dm  ihn  zu  finden,  wXhle  man  ans  den  beiden  Kegelschnitt- 
bflaebeln  (^tp)  und  (jp*)  diejenigen  Kegelschnitte  fi  und  v,  welebe  durch 
Q  gehen,  und  wSble  femer  im  Büschel  (fiv)  denjenigen  Kegelschnitt  f, 
welcher  durch  (>,  geht,  so  ist  dieser  der  verlangte.  —  Die  gerade  Polare 
von  Q  bezüglich  K^  sei  q,  dann  liegen  die  Pole  aller  conischen  Polaren 
von  iC\  welche  durch  Q  gehen,  auf  9*;  deshalb  mUssen  diese  eoniaeben 
Polarea  ein  Büschel  bilden.    In  diesem  giebt  es  einen  Kegelaehnitt,  der 
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mm  Bflsob«!  (ij^)  g«liSrt;  dieser  KegelBcbnitt  iat  die  coaiBche  Polare  des 
Schnittpunktes  SR  Ton  9  nnd  EF  nnd  vmx»  mit  dem  vorher  gefundenen 
Kegelschnitt  f*  znaftmmes fallen.  Ebenso  ist  v  die  conisefae  Polare  des 
Sehnittpanktes  91  von  FK  nnd  g\  die  conischen  Pol&ren  sllei  Pnnkte 
von  9R9t  bilden  du  Büschel  (ftv);  in  ihm  ist  ein  Kegelschnitt  enthalten, 
der  durch  Q^  gebt  nnd  die  conische  Polare  des  Schnittpunktes  von  SR9{  mit 
?,,  der  geraden  Polare  von  £),'ist.  Dieser  Kegelschnitt  fXUt  mit  p  an> 
sammen  nnd  daraus  folgt,  daas  alle  eoniacben  Polaren  einer  Cnrve  K^ 
ein  Kegelscbnittnetst  bilden.  —  Die  Tripelcnrve  S*  dieses  Netses  heisst 
die  Hesse'sohe  Curre  der  Cnrve  K^.  Bs  sei  g  eine  beliebige  Gerade, 
so  bilden  die  conischeii  Polaren  aller  ihrer  Punkte  in  Besag  auf  K*  ein 
Kegel Bchoittbflschel.  Dieses  entbMt  drei  Geradenpaare,  deren  Scheitel 
Pnnkte  von  g'  sind.  Ist  0  ein  Punkt  auf  g,  dessen  conisehe  Polare  «n 
Geradenpaar  mit  dem  Scheitel  0,  ist,  so  gebt  auch  die  gbrade  Polare 
von  0  dnrcb  0, ,  folglich  mnss  O  anf  der  geraden ,  wie  auf  der  eonischen 
Polare  von  0,  liegen;  diese  letatere  musa  also  ein  Geradenpaar  mit  dem 
Scheitel  O  sein  und  daraus  folgt,  dass  0  ein  Punkt  von  S'  sein  mnss, 
veil  er  an  den  Tripelpnnkten  des  Naties  gehSrL  Für  die  Hesse'scbe 
Cnrve  von  K'  folgt  dabei  die  Eigenschaft,  dass  die  eoniacben  Polaren 
aller  ihrer  Pnnkte  Geiadenpaare  sind. 

Ist  W  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  der  Cnrve  K*  nnd  Ihrer  Eesse- 
scben  Cnrve  g',  so  mnss  seine  conische  Polare  ein  Geradenpaar  (wiv,) 
aän,  dessen  einer  Theil  w  die  K*  in  W  berührt,  dessen  anderer  Tkeil 
ttTj  je  zv^i  Curvenpnnkte  von  S^  die  mit  W  in  einer  Geraden  liegen, 
harmonisch  von  W  trennt.  Die  erstere  der  beiden  Geraden  «  kann 
keinen  Ponkt  ausser  W  mit  jf'  gemeinsam  haben,  denn  wXre  P  noch 
ein  Schnittpunkt  von  m  und  f ,  so  mllaste  seine  gerade  Polare  durch  W 
gehen  nad  K'  in  P  berBhren,  also  wieder  die  Gerade  fv  sein,  und  diese 
wBrde  dann  A**  in  iwei  Funkten  berSbren.  Daher  mOssen  K*  und  m 
sieb  in  drei  snsammenfallenden  Punkten  schneiden  nnd  es  ist  W  ein 
Wendepunkt  von  K\  m  seine  Wendetangente,  »j  seine  harmonisehe  Po- 
lare. Wir  folgern,  dass  alle  Schnittpunkte  einer  Cnrve  dritter  Ordnung 
H*  und  ihrer  Hesse' sehen  Cnrve  Wendepunkte  der  ersten  sind. 

Anf  einer  Tripelcurve  C*  seien  Ä  B  CD  vier  beliebige  Punkte;  es  soll 
geaeigt  werden,  dass  alle  Kegelschnitte  mit  den  Gmndpnnkten  ABCB 
die  C*  noch  in  solchen  xwei  Funkten  schneiden ,  dass  ihre  Verbindnngs* 
linien  sich  in  einem  Punkte  von  C*  treffen.  Steiner  bat  fflr  die  Tri- 
pelcnrve bewiesen,  daas,  wenn  awei  Gerade  dieselbe  schneiden  nnd  man 
die  sechs  Schnittpunkte  verbindet,  die  Verbindong^eraden  die  Cnrve 
wieder  in  drei  Punkten  einer  Geraden  treffen.  Durch  die  vier  Punkte 
ABCD  werden  drei  Linienpaare  bestimmt  {AB,  CD),  {AC,  BD),  {AD,  BC), 
welche  die  Cnrve  noch  in  E,  F\  G,  ff;  J,  K  schneiden  mögen;  dann  tref- 
fen nach  dem  aageftlbrten  Satndie  Gieraden  AD,  BC,  BF  und  auch  AC, 
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DD,  EF  die  Carre  in  drei  Pnnkten  J,  K,  M  nnd  G,  B,  M  einer  Geraden. 
CoDJugirte  Pnnkte  der  Tripelcnrve  eines  Netzes  sind  aulctiQ,  dus  die 
Polaren  des  einen  in  Bezng  snf  alle'  Kegelschnitte  des  Netaes  sich  im 
andern  scbneiden.  Zn  ABCDEFGBJK  seien  aSSeSegS^^jr  die 
conjngirlen  Pnnkte,  dann  sind  9(9€  und  (£2)S  awei  Tripel,  veil  sie 
zn  den  Schnittpunkten  ABE  nnd  CDF  zweier  Geraden  mit  C^  conjogirt 
sind.  Je  zwei  Tripel  liegen  aber  auf  einem  Kegelschnitt,  also  mtUaen 
auch  9lSBe3)eS  auf  einem  Kegelschnitt  St*  liegen.  Unter  den  Kegel- 
schnitieL  des  Netzes  giebt  es  drei  Geradenpaare,  deren  Scheite!  in  '£€$ 
liegen;  diese  Geradenpa&te  seien  [dd^,  ifis^t  (.ffi)-  l^i^  Polaren  aller 
Pnnkte  tod  ff*  bezüglich  dieser  Geradenpaare  bilden  drü  projectivisehe 
Büsche]  mit  den  Scheiteln  ^€9i  <I>b  beiden  letsten  Bflschel  erzengen 
einen  Kegelschnitt,  der  durch  €  und  §  geht  und  auch  durch  die  con- 
jugirten  Faakte  ABCß  znSSBfSS),  also  liegen  die  sechs  Pnnkte  ,<SCi>eg 
auf  einem  Kegelschnitt  Ebenso  Iftsst  sich  Dachveisen ,  dass  die  Punkte 
J  BCD(S^  nai  ABCS^St  je  aof  einem  Kegelschnitte  lAgen.  Die  Linien 
€9,  @£>i  ^S  mässen  aber  durch  M  gehen;  denn  denkt  man  sich  M  mit 
den  Paaren  conjugirter  Pnnkte  von  C  durch  Gerade  verbunden,  so  bil- 
den diese  eine  Involution,  zn  deren  Strahtenpaaren  also  auch  ME  und 
M(S,  MF  und  K%  gehören.  Da  aber  ME  nnd  MF  zusammenfallen,  so 
mnss  dies  auch  mit  M<S  nnd  M%  der  Fall  sein;  es  liegen  also  f&%M, 
®^M,  2>fljV  je  in  einer  Geraden.  Wir  haben  also  durch  ABCP  sechs 
Kegelschnitte,  welche  (^  in  den  Punkten  EP,  GB,  JK,  ISg,  @^,  %St 
schneiden,  nnd  in  K  sechs  Strahlen  durch  diese  Punkte.  Jedem  der 
sechs  Kegelschnitte  entspricht  alao  mu  bestimmter  Strahl  von  M  nnd 
diesem  wieder  jener  Kegelschnitt,  folglich  sind  die  sechs  KegeU<^nitte 
in  projeGtJvischer  Beziehung  mit  den  sechs  Strahlen.  Denkt  mau  sich 
durch  M  alle  mfiglichen  Strahlen  gezogen ,  so  entsprechen  ihnen  in  der 
dnrch  jene  sechs  Paare  festgestellten  projectivischen  Besiehnng  alle  mög- 
lichen Eegelscbnitte  des  fitlschels  {ABCJf)  und  es  erzeugen  die  projec- 
tivischen BOschel  {AB CD)  and  M  eine  Curve  C,^  dritter  Ordnung,  welche 
mit  der  Tripelcurve  C'  17  Punkte  gemein  hat,  nämlicli  ABCDEFGBJK 

Die  Polaren  von  üf  bezaglicbde(  Kegelschnitte  des  Bttachels  (ifiCi)) 
schneiden  sich  in  einem  Pnnkte  M'  nnd  bilden  ein  zum  Bdschel  M  pro* 
jectivisches  Strahlenbüscbel ,  (reil  letzteres  mit  dem  Kegelschnittbnschei 
(ABCD)  in  projectivischer  Beziehung  steht.  Die  beiden  Strahlenbflschel 
.V  und  M'  erzengen  einen  Kegelschnitt  ft,  welcher  je  zwei  mit  M  in 
gerader  Linie  liegende  Cnrvenpunkte  der  Cnrve  C^'  von  lU  harmonisch 
trennt  nnd  daher  die  couische  Polare  von  M  bezüglich  C,*  ist.  Da  er 
aber  auch  die  Punkte  EP,  GB,  J£,  €3,  @$,  39  harmonisch  von  M 
trennt,  so  ist  er  auch  die  conieebe  Polare  von  M  bezfiglieh  C*.  —  Ist  <<* 
der  Punkt  auf  M^,   welcher  von  A  durch  ^  harmoniHch  getrennt  wird, 


Kleinere  UiltheilnngeD.  333 

so  ist  Ä  ein  Ponkt'beider  Cnrven  C^  und  C,*.  Auf  dieselbe  Art  erliält 
man  auf  den  Geraden  MB,  MC^  MD  die  Cnrvenpankte  B'(fB',  die  beiden 
Curren  gemeinschaftlich  sind.  Daber  müssen  die  vier  Kegelschnitte  des 
Büschels  (ABCD),  welche  durch  AB'C'B'  geben,  beide  Cnrven  C^  und 
C,'  in  ABCD  berühren ;  diese  berfibren  sich  also  selbst  in  den  fünf  Punk- 
ten ABCDM. 

Vorher  ist  schon  gezeigt,  daea  M  für  Cg  nnd  Cj*  dieselbe  coniscbe 
Polare  bat.  Dies  lässt  sich  auch  für  die  Punkte  ^  SC/)  nachweisen.  Es 
gehen  von  A  drei  Secanten  ans,  welche  die  beiden  Curven  nnr  in  ihren 
gemeinschaftliehen  Punkten  treffen',  es  sind  dies  AB,  AC,  AB;  sie  schnei- 
den die  Cnrven  noch  in  E,  G,  J.  Constmirt  man  die  barmonisehen  Mit- 
telpunkte des  zweiten  Grades  der  Pnnkte  ABE,  ACG,  ADJ  für  A  als 
Pol  und  bezeichnet  sie  mit  B^B^,  C^C^,  D^D^,  so  tSllt  der  eine  ^,,  C,, 
/),  mit  A  zusammen.  Die  conischen  Polaren  von  A  bezüglich  beider 
Cnrven  müssen  beide  in  A  berfibren  nnd  durch  B^C^D^  gehen,  also  zu- 
sammenfallen. Ebenso  haben  die  Punkte  B,  C,  D  fUr  C^  und  C,'  die- 
selbe   coniscbe   Polare.     Die   Polaren   von    ABCD  bezeichnen   wir   mit 

Jetzt  lässt  sich  nachweisen,  dass  jeder  beliebige  Punkt  dieselbe 
coniscbe  Polare  in  Bezug  anf  C^  und  C^  bat.  Durch  einen  beliebigen 
Funkt  X,  dessen  coniscbe  Polaren  bezüglich  der  beiden  Cnrven  £  nnd  |, 
sein  mögen,  lege  man  eine  beliebige  Gerade  r,  welche  AB  in  R,  AC  in 
R,  AD  in  IC  schneidet;  die  conischen  Polaren  dieser  drei  Schnittpunkte 
seien  ^  und  p, ,  q  nnd  (i\,  (»"  nnd  q'\.  Die  Polaren  p  und  q,  gehören 
znm  BUscbel  {aß),  weil  A  anf^fi  liegt;  sie  müssen  femer,  da  ^f  beide 
Cnrven  C*  und  C^  in  demselben  Funkte  E  schneidet,  darcb  die  harmo- 
nischen Mittelpunkte  des  zweiten  Grades  der  Funkte  ABE  fUr  B  als 
Pol  geben,  also  zusammenfallen.  Dasselbe  zeigt  man  für  p' und  p,,  q" 
und  ^"1.  Ferner  müssen,  da  RI^R"  auf  derselben  Geraden  r  liegen,  die 
drei  conischen  Polaren  ue'q"  sich  in  denselben  vier  Punkten  schneiden 
nnd  durch  diese  mflssen  auch  die  conischen  Polaren  £  und  £,  von  X 
geben.  Zieht  man  dnrch  X  eine  andere  Linie  q,  so  lässt  sich  ebenso 
folgern,  dass  |  und  1^  durch  vier  andere  Punkte  gehen  müssen,  also 
haben  sie  acht  gemeinsame  Punkte  und  fallen  daher  snsammen.  —  Dies 
folgt  anch  daraus,  dass  die  Punkte  einer  Geraden  und  ihre  conischen 
Polaren  in  projectivischer  Beziehung  sich  befinden.  Also  bat  man 
(ää'ä"J...)  A  (p?V'l--)'^(*pV'äi  ■■■)!  £  ''i^  ^1  f»ll«n  also  zusammen 
nnd  der  beliebige  Punkt  X  hat  für  beide  Cnrven  dieselbe  coniscbe  Po- 
lare. —  Nehmen  wir  X  anf  C  an,  so  berührt  seine  conische  Polare  | 
bezüglich  C*  diese  Curve  in  X\  da  aber  |  auch  die  coniscbe  Polare  von 
X  in  Bezug  anf  C,'  ist  und  dnreb  ihren  Pol  X  gebt,  so  mnss  dieser  anch 
ein  Punkt  von  C^  sein ,  d.  h.  C*  nnd  C,'  haben  alle  ihre  Pnnkte  ge- 
meinschaftlich,  Bie  fallen  zusammen,  nnd  da  C,*  dnrch  das  Kegelschnitt- 
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btlachpl  {ABCD)  and  das  projectiTiscbe  StmhlenbUfichel  ^  erzengt  wird, 
so  wird  anch  C^  durch  diese  beiden  BUscbel  erzengt  und  es  folgt: 

„Sind  JBCD  irgend  vier  Punkte  einer  Tripelcnire  C^  so  schnei- 
det ein  vftriabler  Kegehcbnitt  x  durch  dieselben  C^  in  zwei  varisblen 
Punkten  XY,  deren  VerbinduDgsliuie  durch  einen  festen  Punkt  M  gebt. 
Das  Kegelscbnittbüschel  (ABCD){*,  ...)  ist  dabei  in  projectiviscber 
Beziehung  mit  dem  Stiahlenbüschel  M{XY,  ...)." 
Ans  diesem  Satse  folgt; 

„Jede  Tripelcnrve    ist   durch   neun   Wavi  Punkte  ün  Allgemeinen 
voltstSndig  und  eindentig  bestimmt. 

Zwei  Tripelcarven  schneiden  sich  höchstens  in  nenn  Punkten." 
Die  Hesse'scbe  Cnrre  der  Tripelcurre  C^  sei  &;  da  sie  ebenfalla 
eine  Tripelcurre  ist,  so  schneidet  sie  die  erstere  in  neun  Punkten,  die 
fUr  dieselbe  Wendepunkte  sind.  Wir  bezeichnen  sie  mit  WW^...  W^W^. 
In  W  nnd  Wy  denken  wir  uns  je  diei  Punkte  STü  und  S^T^V^  in  ge- 
rader Linie  vereinigt,  dann  müssen  die  drei  Schnittpunkte  S^T^V^  von 
SS^,  TT^,  ÜUf  mit  C  in  einer  Geraden  liegen  und  da  «ie  is  einen 
Punkt  zusammenfallen,  so  mnss  dieser  ein  Wendepunkt  sein  und  daher 
geht  jede  Gerade,  welche  zwei  Weodepunkte  verbindet,  noch  durch  «inen 
dritten, 

Hit  fF  mögen  noch  in  einer  Geraden  liegen  die  Wendepunkte  W^  W^, 
^8^0  ^fi'^et  ^t^ii  jedes  dieser  vier  Paare  wird  durch  die  Gerade 
Wj  von  W  harmonisch  getrennt,  daher  mnss  die  conische  Polare  von  W 
bezüglich  6^  auch  ein  Geradenpaar  sein,  dessen  einer  Theil  w,  ist;  der 
andere  Theil  n  berührt  (g?  in  ff  und  kann  ausser  f^  mit  g'  keinen 
Punkt  gemeinBcbaftlicb  haben.  Deshalb  ist  W  ein  Wendepunkt  auch 
von  S^.     Daraus  folgt: 

„Eine  Tripelcurre  und  ihre  Hesse'scbe  Cnrve  schneiden  sich  in 
neun  Punkten,  die  für  beide  Cnrven  Wendepunkte  sind." 

Vorher  fanSen  wir,  dass  alle  Schnittpunkte  einer  Curve  £'  dritter 
Ordnung  und  ihrer  Hesse'schen  Curve  ft'  Wendepunkte  der  ersten  sind; 
wir  wollen  znnXchst  zeigen ,  dass  sie  auch  Wendepunkte  der  zweiten  sind. 
Es  seien  ffW,  zwei  Wendepunkte  von  Ä*,  es  sei  ferner  S  der 
Schnittpunkt  von  ff  fV^  mit  It*.  Die  couischen  Polaren  aller  Punkte  von 
JFW^  bezüglich  K^  bilden  ein  Kegelschnittblischäl ,  dessen  Gnindpuakte 
LMNO  seien.  In  diesem  Büschel  sind  drei  Geradenpaare  vorhanden, 
die  conischen  Polaren  von  WW^S.  Wenn  mw'  und  n^w\  die  Wende- 
tangenten nnd  harmonischen  Polaren  von  ^und  W^  sind,  so  mfigen  sich 
m  Bud  w,  in  L,  w  und  m\  in  M,  te  und  Wj  in  iV,  n>'  und  n>'j  in  0  treffen. 
Da  das  KegelsohnittbUscbel  {LMNO)  zu  den  Kegelschnittbllscheln  des 
Netzes  der  conischen  Polaren  von  £^  gehört,  so  sind  die  drei  Tripel- 
punkte  desselben  drei  Punkte  von  ft*  und  bilden  auf  Jt*  ein  Tripel ;  ihre 
coujng^rten  Punkte  müssen   in   einer  Geraden  liegen  und  sind  tVWjS. 
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Wir  bezeichnen  die  drei  Tripelpnnkte  (ww')  mit  O,  (wifi)  mit  SR  nnd 
den  dritten  mit  @,  dann  mnes  S  anf  09t,  ff,  aafO©  nnd  fFauf  9t@ 
liegen;  daher  ist  ff  der  Schnittpnnkt  von  w  nnd  9t®,  ^,  der  von  w, 
and  0@.  Da  aber  LMQ  W  nnd  i.JVStrr^  je  vier  harmonische  Punkte 
sind,  80  miiasen  sich  die  Geraden  MN,  ODt,  WW^  in  einem  Punkte 
schneiden  nnd  dieser  mnss  S  sein,  denn  er  ist  der  Schnittpunkt  von  031 
nnd  WW^.  Das  dritte  Oeradenpaar  des  BUscheiä  ist  {MN,  LO)  mit  dem 
Scheitel  @;  der  eine  Tbeil  desselben,  Mti,  geht  durch  S  hindurch.  Dieses 
Geradenpaar  ist  die  coniache  Polare  von  S  in  Bezng  auf  A'^  und. da  die 
conische  Polare  durch  den  Pol  S  geht,  so  mnss  dieser  auf  der  Cnrre  S,^ 
liegen,  also  ein  Schnittpnnkt  von  i"  und  ^  nnd  deshalb  ein  Wende- 
pankt  sein.     Wir  bezeichnen  ihn  mit  W^.     Daraus  folgt: 

„Kine  Gerade,  die  zwei  Wendepunkte  einer  beliebigen  Curve  K^ 

dritter  Ordnung  verbindet,  trifft  diese  Curve  noch  in  einem  dritten." 
Ist  nun  W^  noch  ein  Schnittpunkt  von  K^  and  S^,  also  ein  vierter 
Wendepunkt  von  K*,  so  muES  die  Gerade  WiV^  die  A'^  noch  in  einem 
fttnften  Wendepunkte  »',  schneiden  j  die  Geraden  W^^'^  und  W^W^  mö- 
gen fP  noch  in  W^^  und  W^  schneiden,  dann  weiter  WW^^  und  ^W^  in 
fVj  und  W^  etc.,  so  sind  alle  diese  Punkte  Wendepunkte  von  K'.  Es 
ist  zn  unteraucben,  ob  dieses  Ziehen  von  Geraden  sich  Bchlieset,  d.  b. 
ob  die  Verbindungslinie  zweier  Wendepunkte,  z,  B.  WW^^  nicht  etwa 
durch  W^  gebt,  so  dass  W^  und  W^  mit  W^  zusammenfallen  wtlrden,  Di« 
conische  Polare  von  W  ist  das  Geradenpaar  mw'\  -die  harmonische  Polare 
n>'  trennt  W^  W^,  W^  W^,  W^  W^  harmonisch  von  !V  nnd  daher  muss  die 
conische  Polare  von  ff  in  Bezug  anf  fi'  auch  ein  Geradenpaar  sein, 
dessen  einer  Thei!  m  ist,  denn  die  Punkte  WW^W^W^W^W^W^  sind 
auch  Punkte  von  fi".  Daraus  folgt  dann,  dass  W  auch  ein  Wendepunkt 
von  S*  ist,  dass  ferner  alle  %bnittpunkte  von  K^  nnd  S^  auch  Wende- 
punkte von  £*  sind,  dass  also  f  nur  neun  Wendepunkte  haben  kann, 
weil  if  nur  neun  hat.     Es  folgt: 

„Jede   Curve  K'  dritter  Ordnung   wird  von   ihrer  Hesse'scben 

Curve  in  den  gemeinschaftlichen  neun  Wendepunkten  geschnitten," 
Legt  man  durch  die  vier  Wendepunkte  ^i^j^j^ü  ^'*"  denen 
ffj  >f I  und  W^^^  mit  W  in  einer  Geraden  liegen,  einen  Kegelschnitt, 
so  muss  dieser  K^  in  zwei  Punkten  treffen,  die  auch  mit  Vf  in  einer 
Geraden  liegen ,  weil  dje  harmonische  Polare  rv  von  W  zugleich  die  Po- 
lare von  -V  in  Bezug  auf  jenen  Kegelschnitt  ist.  Wir  erhalten  daher 
ein  Kegelschnittbttschel  mit  den  Grundpnnkten  ^,  W^  W^  W^  nnd  in  W 
ein  projectirisches  Strahl enbllsch el ,  wenn  wir  jedem  Kegelschnitt  des 
BHschels  denjenigen  Strahl  entsprechen  lassen ,  der  durch  die  Schnitt- 
punkte des  Kegelschnittes  mit  K*  geht,  d.  b.; 

„Jede  Cnrve  H^   dritter  Ordnung  kann  durch   ein  Kegelschnitt- 

btlschel  und  ein  projectivisches  Strahlenbüschel  erzengt  werden,  wenn 
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die  GnindpQnkte  beider  BUscbel  eolcbe  Wendepankte  Biad,  die  zwei- 
•mal  za  je  dreien  in  eiaer  Qeraden  liegea." 

Da  eine  Tripelcorre  erat  durch  nenn  ihrer  Punkte  beetimmt  ist,  so 
lassen  sich  dnrch  acht  Fnnlcte  DDzShlig  viele  Tripelcnrren  legen,  nnd 
zwar  Bchaeiden  sich  alle  noch  in  demselben  nennten  Punkte.  Es  seien 
die  Tripelcnnren  6^5,'6j',..  durch  die  acht  Punkte  ABCDEFGH  g^ 
legt,  dann  liegen  alle  Funkte  X  ron  der  Beschaffenheit,  dass  das  Strahlen- 
bUschel  X{EFGff)  in  projeGtivischer  Beziehung  mit  dem  Kegelschnitt- 
hOschel  (AIiCI>)\EFGB\  steht,  auf  einem  Kegelschnitte  S,  oder  mit 
anderen  Worten:  die  gegenflb  erlieg  enden  Pnnkte  MM^My  ...  der  Punkte 
AB  CD  in  den  Terscbiedenen  Curven  ^^*^...  liegen  auf  ff;  die  Cnn'e 
fS?  schneidet  St  in  EFGBM  nnd  noch  in  einem  sechsten  Punkte  /,  dann 
muBS  dem  Strahl  MJ  der  Kegelschnitt  entsprechen,  der  durch  die  fBnf 
Punkte  ABCDJ  bestimmt  ist;  diesem  müssen  anch  die  Strahlen  M^J, 
M^J,  ...  entsprechen,  da  die  BOschel  M{£PGHJ...),  M,{EFGffJ...), 
M^{EFGHJ...),  ...  und  (ABCD)\EFGHJ...\  in  projectivi scher  Be- 
ziehung stehen.  Also  schneiden  sich  alle  Tripelcurren  ß'  <S^^  <S^' . . . 
noch  in  /. 

K'  sei  wieder  ein^  beliebige  Curre  dritter  Ordnung,  €^ihre  Hesse'scbe 
Cnrve,  6,*  wieder  deren  Hesse' sehe  Curren,  so  Bcbneiden  sich  diese 
drei  CnrvoD  in  ihren  neun  gemeinschaftlichen  Wendepunkten  WTF^...W^^V^. 
Durch  die  acht  Punkte  ffff^  ...Tf^ff,  denken  wir  uns  alle  Tripelcur- 
ven  @j*€s".'.IS|,  gelegt,  so  mfUsen  diese  alle  noch  durch  fTg  gehen  nnd 
haben  sflmmtUch  dieselben  nenn  Wendepunkte.  —  Mit  ff  mSgen  in  gerader 
Linie  liegen  »f,  H'„  ff,  W,,  W^  JV^,  W,  W^.  Wir  wählen  W^  IT,  W,  Tf\  au 
Grundpnnkten  eines  Kegelscbnittbüschels  nnd  erzeugen  dnrch  dieses  und 
durch  ihre  projectivischen  St rahlenb tisch el  in  ^alle  Cnrven  A^^€'€i'...€^. 
In  allen  diesen  projectivischen  BUscbelo^ntsp rechen  den  Geradenpaaren 
{^V^  W,,  fr,  W^  nnd  (»F,  f»;.  W\  Jf,),  deren  Gerade  durch  (Wj,  W^)  nnd 
(W,,  Wg)  geben,  die  Geraden  TFW's^s  «"^  WW.,W^.  Dem  Geraden- 
paar (TP,  TT,,  W^W^  entsprechen  die  Wendetangenten  wIdId,  -•■  »„  in 
W.  Wählen  wir  die  Geraden  mW,  .-•  »„,  so  erhalten  wir  .alle  Cnrven 
durch  die  nenn  Wendepunkte;  da  ni  unter  den  Geraden  n...n>^  enthal- 
ten sein  mnss,  so  gebSrt  K^  znr  Reihe  der  Tripelcnrven  6'Si'--.@*- 
Demnach  gelten  alle  fUr  eine  Tripelcurve  bewiesenen  SXtze  für  jede  be- 
liebige Curve  f  dritter  Ordnung,     Ans  Allem  folgt: 

„Jede  Cnrve  K*  dritter  Ordnung  kann  als  Tripelcnrve -angesehen 
werden  und  mau  kann  sie  daher  auch  dnrch  ein  KegelschnittbQschel 
nnd  ein  projectivisches  St rahlenbü sehet  erzengen.  Sie  ist  durch  nenn 
Pnnkte  im  Allgemeinen  vollständig  nnd  eindeutig  bestimmt  nnd  wird  von 
einer  andern  Cnrve  K^  dritter  Ordnung  in  nenn  Punkten  geschnitten-" 
Weissenbnrg  i.  E.  Milikowski. 
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XTL   Veber  Tangenten  nnd  Vermalen  an  CorrenByiteinen. 
In  Techtvinkligen  Coordinftten  «ei  die  Gleichung  einer  Plancurro 

oder  knrs  F=0,  und   es  werde  ein  Carrenpankt  xg  mit  einem  festen 
Pnnkte  gh  dnrch  eine  Gerade  verbunden;  flir  den  Fall,  dass  letztere  die 
Cntve  im  Funkte  xy  berühren  soll,  gilt  dann  bekanntlich  die  Bedingung 
dp  hP 

2)  (■'-»)|;+('-*)^=«. 

wogegen  für  den  Fall,  dass  die  Gerade  im  Paukte  xy  rechtwinklig  sar 
Cnrve  liegen  soll,  die  Bedingung 

Stattfinden  rooss. 

Wenn  nun  die  Gleichnng  der  Curve  ausser  x  und  y  einen  Para- 
meter p  enthält,  so  entsteht  durch  continnirliche  Aendemng  des  letzte- 
ren eine  Schaar  von  Cnrven  derselben  Art,  und  es  kann  nach  der  Curve 
gefragt  werden,  auf  welcher  entweder  die  Bertthrnngspunkte  aller  von  gh 
an  sSmmtliche  Carven  gezogenen  Tangenten,  oder  die  Fosspnnkte  der 
von  gh  auf  jene  Cnrven  gefüllten  Normalen  liegen.  Die  Antwort  ist  sehr 
leicht;  man  findet  die  Gleichung  des  ersten  geometri sehen  Ortes  durch 
Elimination  von  p  ans  1)  nnd  2),  die  Gleichung  des  zweiten  Ortes  durch 
Elimination  von  p  aus  1)  und  3). 

Am  einfachsten  gestaltet  sich  diese  Elimination,  wenn  die  Gleichung 
1)  nach  p  aufgelöst,  also  iu  die  Form 

f{x,y)=p 
gebracht  werden  kann,  wo  f{!<:,y)  kein  p  enthalt.     Die  Gleichnngen  2) 
und  3)  sind  dann 

(._„|Z +  (,_») '_£  =  „,   (._,)^_^_^_„|£„„, 

und  da  sie  p  nicht  enthalten,  so  sind  sie  ohne  Weiteres  die  Gleichungen 
der  gesuchten  Oerter. 

Enthält  die  Gleichung  der  Curve  zwei  Parameter  p  und  q,  welche 
flieh  gleichzeitig  ändern,  so  ist  es  zur  Entstehung  eines  gesetzmässlgen 
Curvensystema  ei;forderlich ,   dass  p  und  q  einer  bestimmten  Bedingung 

4)  9(p,?)  =  0 

gendgen;  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  der  TangentenberUh- 
mngspnukte  findet  mau  jetzt  durch  Elimination  von  p  und  q  ans  1),  2) 
und  4),  den  Ort  der  Normalen fnsspnnkte  durch  Elimination  von  p  and 
9  ans  1),  3)  und  4). 

Bei  der  Einfachheit  der  Sache  wird  die  blosse  Angabe  einiger  spe- 
eiellen  Resultate  genttgen. 
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Parabeln.     Aeodert  «ich  p  in  der  Gleichung. 

a:*  — Pff  =  0  oder  —=p, 

so  entsteht  eine  Schaar  von  Parabeln,  welche  den  Scheitel  nnd  die  Aza 
gemein,  dagegen  veischiedene  Panmetei  haben.  Für  di«  Berührungs- 
punkte der  Tangenten  einlebt  sieh 

xy  +  hx  —  2tfy  =  0j 
der  betre£Fende  geometrische  Ort  ist  hiernach  eine  gleichseitige  Hyperbel, 
welche  durch  den  Parabelscheitel  und  den  festen  Punkt  g,  h  geht,  deren 
Uittelpnnkt  4ie  CoordiDaten  ig  nnd  —k  besitzt  und  deren  Asymptoten 
parallel  zu  den  ursprünglichen  Coordinatenaxen  liegen. 

Der  geometrische  Ort  der  Normalen fuespnnkte  bat  zur  Gleichung 

x^+2y^  —  gx  —  2hy  =  (i,  ■ 

ist  also  eine  Ellipse,   welche  durch  den  Parabelscheitel  und  den  Pnnkt 

g,  h   geht,  deren  Mittelpunkt  die  Coordinaten  ^g,  ^A  besitzt  und  deren 

Halbaxen  , , 

yg*  +  ih*       yg'  +  ih* 

2         •  2/2 

parallel  zu  den  Coordinatenaxen  liegen.  Hieraus  folgt  beiläufig  eine 
Lfisuug  der  Aufgabe,  von  einem  gegebenen  Punkte  j;^  Normalen  auf  eine 
gegebene  Parabel  zu  fällen  j  die  Durchschnitte  der  Parabel  mit  der  vor- 
erwähnten Ellipae  sind  nämlich  die  Fnsspunkte  der  gesuchten  Normalen. 
Bei  allgemeiuereu  parabolischen  Gurren,  welche  durch  die  Gleichnng 

charakterisirt  werden,  bleibt  die  Sache  ziemlich  dieselbe;  für  die  Be- 
rttbniQgsp unkte  e^ebt  sich 

(li-v)xff  +  vhx-(>gy  =  0 
und  f(ir  die  Fnsspunkte 

vx(x-g)  +  ^y{},~h)  =  0.       ^ 
Aebuliche  Kegelschnitte.     Betrachtet  man  in  der  Gleichung 
x'      U* 

i?  als  veränderlichen  Parameter,  so  erhält  man  ein  System  concentrischer, 
ähnlicher  nnd  ähnlich  liegender  Ellipsen;  der  geometrische  Ort  der  Be- 
rührungspunkte hat  dann  zur  Gleichung 


und  ist  hiernach  eine  durch  die  Punkte  0, 0  und  g,  h  gehende  ähnliche  Ellipse. 
FQr   den    geometrischen   Ort  der  Normale nfuespunkte  ergiebt  sich, 
wenn  a* — 6'  mit  e'  bezeichnet  wird, 

^xy-\-l^hx  —  a'gy  =0; 
dieser  Gleichung  entspricht  eine  gleichseitige  Hyperbel,  welche  durch  die 
Punkte  0,0  und  g,h  geht,  deren  Mittelpunktscoordinaten 
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+  s(^)'  und  -k(^)' 
Bind,  deren  Ae3rmptoteii  parallel  deo  Coordinatenaxen  liegen  nnd  deren 
Halbaxe  =^y2^h  ist. 

Hieraus  folgt  eine  Lösung  der  Aufgabe,  von  einem  gegebenen  Punkte 
gh  Normalen  zu  einer,  ans  den  Hatbaxen  a  und  6  constniirten  Ellipse 
zu  ziehen;  die  Dnrcbscbnitte  dieser  Ellipse  mit  der  vorigen  Hyperbel 
Bind  nämlich  die  Fusspunkte  der  geenctiten  Normalen. 

Lil«8t  man  —b*  an  die  Stelle  von  b'  treten,  so  erbfilt  man  analoge 
Sätze  fUr  die  Hyperbel. 

Confocale  Kegelschnitte.     Wenn  in  der  Gleichung 

— +  i^  =  l,     p>0, 
P        9 
p  und  q  an  die  Bedingung  _  . 

geknttpfl  werden,  so  entsteht  ein  System  von  confocalen  Ellipsen  nnd 
Hyperbeln;  da  sich  diese  Curven  rechtvinklig  schneiden,,  so  sind  die 
Tangenten  an  der  einen  Currenscbaar  gleichzeitig  die  Normalen  an  der 
andern,  und  dabei  bilden  hier  die  Berührungspunkte  der  Tangenten  nnd 
die  Pnsspunkte  der  Normalen  eine  xnd  dieselbe  Cnrre  dritten  Grades, 
welche  durch  die  Gleichung 

{gy~hx)\x{x-g)+y{y-h)]  =  ^{x-g)(j/-k) 
bestimmt  ist  und  durCh  den  Pankt  gh  geht. 

Liegt  der  Punkt  gk  auf  der  x-Äxe,  so  zerlSUt  diese  Cnrve  in  die 
«•Axe  und  in  einen  Kreis,  dessen  Gentium  deceelben  Axe  angehört  und 

e* 
dessen  Peripherie  durch  die  Punkte  p,  0  und  —,0  geht.     Ftlc  einen  traf 

der  y-Axe  liegenden  Punkt  0,  A  zerßillt  die  Curve  in  die  j-Aie  und  in 
einen   Kreis,    dessen   Mittelpunkt   derselben   Axe   angehört   und    dessen 

Peripherie  durch  die  Punkte  0,  h  nnd  0,  —  —  geht. 

A  SOHLÖMILCB. 


XVH.   üeber  die  Wuneln  der  Glelohang  y'  =  xii. 

Durch  Herrn  Cantor  auf  die  vorstehende  Gleiohnng  aufmerksam 
gemftcht,  erlaube  ich  mir,  meine  durch  diese  Anregung  reranlassten  Un- 
tersnchnagen  hier  mitzutheilen. 

Durch  Uebergangzn  den  Logarithmen  gewinnt  die  Gleichung  die  Gestalt 
logx^logy 

*  "  -  I, 

nad  wir  können  die  Fragestellung  jetzt  dahin  am&adern:     ^«t^O^^lC 
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Hat  die  Gleichung 

2)  'i|i_J, 

WO  A  irgend  einen  gegebenen  Wertb  bat,  Auflösungen? 

Würden  eich  z.  B.  zwei  ÄuflSsnngen  ergeben,  etwa  a;,  nnd  «,,  ao 
wfirden  .wir  sofoit  x  =  x^,  y=.x^  setsen  dürfen. 

Man  setze 

3)  «  =  p.e*',     ^  =  a.e"', 

wo   p,  a,  <p,  a  reell  nnd  e,  a  als   absolute  Betrage  der  Complexeu 
X,  A  positiv  Bind. 
Dann  wird  2) 

4)  %^  +  (v  +  2m«).  =  «f.e<"+*)'. 

Hier  ist  m  eine  beliebige  ganze  Zahl.     Dnrcb  Trennung  der  imaginKren 
von  den  reellen  Gliedern  wird 

/o^^  =  apcoi(ii  +  qp),     qo  +  2inM  =  opsin(«  +  qB). 
Fuhrt  man  itir  tf  ein  91 +  21»»,  so  sieht  man  leicht,  dass  man  den  Zu- 
satz 2mn  unterdräckeD  darf,     logi)  ist  also  der  reelle  Ijogarithmus  der 
reellen  Zahl  9  und  wir  haben  die  Schnittpunkte  der  beiden  Polarcurven 

5)  %  p  =  o  p  .  cos  (k  +  qj) ,      ip  =  a  p  .  sin  («  +  ?)} 
aufzaeachen.     Jeder  liefert  eine  Lfisnng  der  Gleicbnng 

2,  ^^.. 

Die  zweite  Gleichung  5)  wird 

Für  Werthe  von  g>,  welche  um  ganze  Vielfache  von  2ji  differiren, 
bleibt  der  Nenner  derselbe;  p  nimmt  also  nueudlich  viele  in  arithmeti- 
scher Progression  wachsende  Werthe  an,  wenn  tf  vollständige  UmlHnfe 
vollendet.  Anf  jedem  vollstündigen  Umlaufe  finden  aber  zwei  Durch- 
gänge durch  das  Unendliche  statt,  nämljch  bei  a  +  q>^0,  m,  2n,  Sic 
u.  s.  w.  Schliesseu  wir  den  Specialfall  0=0,  also  A  reell,  vorläufig  ans, 
so  wird  die  Cnire,  indem  wir  a  zur  Fiximug  der  Ideen  als  im  ersten 
Quadranten  liegend  ansehen,  fUr  q>^0  dnrcb  den  Anfangspunkt  gehen; 
für  den  Nebenwinkel  von  a  wird  p  unendlich  gross  und  erhält,  wenn  gt 
weiter  wächst,  negative  Werthe.  Die  Cnrve  erscheint  daher  im  entgegen- 
gesetzten Quadranten,  d.  b.  im  vierten,  beim  Winkel  2n  — «.  Während 
nun  ^p  den  weiteren  Halbkreis  vom  Werthe  ^p^n  — a  bis  2«  — o  be- 
schreibt, liegen  die  Curvenpunkte  der  Reihe  nach  im  vierten,  ersten 
(Eintritt  bei  ^i^n)  nnd  zweiten  (Eintritt  bei  fl»  =  4i)-  Beim  weiteren 
Herumführen  des  Winkels  tp  über  den  Wertb  q[i  =  2n  — a  hinaus  wird 
der  Sinns  wieder  positiv,  die  Curve  springt  ans  dem  zweiten  in  den  vier- 
ten Quadranten  zurück.  Dieses  Spiel  wiederholt  sich  nun  unendlich  oft 
und   wir  können    daher  das  Gesagte  knrz  dahin    zueammenfassea ,    dass 
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die  Cnrve  sich  in  nnendlich  vielen  Zweigen  nnr  anfeiner  Seite  des  dnrcli 
den  Anfang  in  der  Richtung  n  — et  gezogenen  Strahles  befinden  wird.  Die 
Curvenpunkte  mit  negativem  q  können ,  als  der  Hanplnntereuchnng  fremd, 
ansgeBchloseen  werden. 

Betrachten  wir  jetzt  die  erste  Gleichung  5).  Man  kann  derselben 
die  Form  geben  , 

Uie  linke  Seite  dieser  Gleich nng  ist  aller  negativen  Werthe  fähig, 
erreicht  bei  (  =  £  ein  Maximum,   dessen  Werth  — ,   und  man  ttberzengt 

sich  leicht,  dass  jeder  Werth  zwischen  0  und  —  zweimal,  jeder  grössere 
gar  nicht  angenommen  wird. 

Herr  Cantor  theilte  auf  der  diesjährigen  Philologen  Versammlung  in 
der  mathematischen  Section  ein  interessantes  geometrisches  Verfahren  mit. 

Nehmen  wir  also  zunächst  a  ^  —  an ,  so  existiren ,  indem  wir  wieder 
a  im  ersten  Quadranten  liegend  annehmen,  für  ip^Q  zwei  Werthe  des  p; 
dasaelbe  gilt  fUr  alle  Werthe  des  q>  bis  ip  =  -s — er;  dort  wird  der  eine 
Werth  des  (|^1|  der  andere  p=:CK>,  der  eine  Zweig  der  Curve  verliert 
sich  also  in  der  Richtung  <p=-^  — a  im  Unendlichen. 

^   Während   nnn  ip  sich  bis  auf  -= — a  vcrgrössert ,    hat  p  immer  nur 

einen  bestimmten  Werth  <1,  die  Cnrve  besteht  aleo  im  einen  Tbeile 
des  ersten,  im  ganzen  zweiten  und  in  einem  Tbeile  des  dritten  Qua- 
dranten nur  aus  einem  Zweige.  Sobald  ^  den  Werth  -^ — a  überschrei- 
tet, erscheint  die  Cnrve  in  dieser  Richtung  wieder  ans  dem  Unend- 
lichen, besteht  also  wieder  aus  zwei  Zweigen. 

Fassen   wir  das  Gesagte   zusammen,   so  besteht  die  Cnrve  anf  der 

einen   Seite   des  in  der  Richtung  -^  — m   durch   den   Anfang  gehenden 

Strahles  ans  einem  überall  im  Endlichen  liegenden  Zweige,  auf  der  an- 
dern Seite  aber  aus  zwei  Zweigen,  von  denen  der  eine  Überall  im  End- 
lichen liegt,  der  andere  aber  in  der  obigen  Richtung  ^  "  <>  nach  beiden 

Seiten  ins  Unendliche  ausläuft.  Die  beiden  Zweige  berühren  einander 
in  einer  Richtung,  welche  durch  die  Gleichu^jg  gegeben  ist 

6)  —  =  a.cos{tf\-ip), 

was  aber  nnr  für  den  Grenzfall  a  =  —  eintretien  kann. 


Ckiogle 
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Wu  niin  die  EntecheiduDg  anserer  Hauptfrage  naijh  dem  Durch- 
schneiden  der  beiden  Cniren  5)  betrifft,  so  iet  ziiDXcfaEt  wichtig,  eu  be- 
merken, dass  die  beiden  vorhin  gefundenen  Bichtnugen  n  — o  und  -ä^" 

auf  einander  Benkiecht  Btehen.  Auch  wird  der  anfmeiksame  Leser  ge- 
funden haben,  dass  der  Ausdruck:  „eine  Seite  des  Strahles'*  nur  der 
Kurze  wegen  in  dieser  Unbestimmtheit  belassen  ist. 

Wir  wollen  jetzt  diesen  Zweifel  heben  und  zwar  indem  wir  die  Cnr- 
ven,  wie  es  schon  im  Texte  geschehen  ist,  mit  A  und  B  bezeichnen,  in 
folgender  anschaulicher  Form,  welche  ohne  nXhere  Beschreibung  nnzwei- 
felhaft  verständlich  ist,  wenn  gesagt  wird,  dass  in  dem  Winkelraume  links 
oben  die  Guive  J  gai^nicht  und  B  in  einfachem  Zuge  vorkommt.  Hau 
sieht  sofort,  dass  der  ins  Unendliche  verlaufende  Zweig  von  B  in  dem 
Quadranten  rechts  unten  die  aämmtlichen  Zweige  von  ^  durchsetzen  mnss. 
Interessante  Fragen,  ob  im  Quadranten  rechts  oben,  tlberhaupt,  oh  anf 
dem  endlichen  Zweige  von  B  Schnittpunkte  liegen,  itbeigehe  ich,  da  ja 
die  Hauptfrage  in  bejahendem  Sinne  'entschieden  ist. 


1 

B  einfach  ver- 
zweigt. 

ii 

tc-fi    B  einfach  ver- 

1  1         zweigt. 

von  B  nach 
insün-^ 

B  doppelt  ver-     •£ 
zweigt           11 

■ä       gaht  ein  Zweig 
S  ^  beiden  Seiten 
S  ^  endliche. 

'S        B  doppelt  ver- 

s,- 

^    0 

Nehmen  wir  endlich  a> 


>  erhalten  i 


r  filr  tp  = 


oben  zwei  Wertbe  des  q,    nämlich  1  und  cx>;    wachst  9>,    so  liegt  a+v 
in>  vierten  Quadranten,    sein  CosinuB   ist   positiv  und  für  jeden  Winkel 
ezistiren    zwei  Curvenpunkte,    bis  ip  den  Werth  erreicht,   welcher  durch 
die  Gleichung  gegeben  ist 
6)  .i  =  «. ».(,  +  ,), 

Hier  liegt  ein  Haltepunkt  der  Curve,  der  zugleich  eine  Spitze  ist.  Ein 
gleicher  liegt  symmetrisch  im  ersten  Quadranten.  Ist  derselbe  überschrit- 
ten,  so  entsprechen  wieder  jedem  Winkel  zwei  Werthe  des  d  also  zwei 
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Carvenpankte,    bis    (p^-s — "  wird,   wo  der  eine  Zweig  ins  Unendliche 

'anslfinft   und  der  andere  den  übrigen  Htilbkreie  in  einem  einfucfaen  Bo- 
gen durcblSaft. 

Ancb  hier  ist  die  Hauptfrage  wieder  ohne  Schwierigkeit  in  bejahen- 
dem Sinne  zu  entscheiden. 

Dw  Resnitat  unserer  Untersachnng  iHsst  sieh  daher  köre  dahin  zb- 
Bunmenfassen : 


tet,  iflt  in  jedem  Falle  durch  unzählige  complexe  Werthe  von  x  15ebar. 
lat  x  =  (».f9'  nnd  Jsaa.e",  so   bat  man   tut  grosse  Werthe  des  f  den 

Winkel  ip  in  der  Nähe  des  Werthes  <  2fRn-l'ä"''>  ^o  "■  ganzzahlig, 

anfzusnchen.  Irgend  ein  derartiges  Wertbepaar  für  x  giebt  eine  LüBnng 
der  Gleichung  a^^y".  Es  braucht  wohl  kaum  erinnert  zu  werden,  dasa 
diese  Gleichung,  fHr  sich  betrachtet,  unbestimmt  bt. 

£iQ  besonderes  Interesse  bietet  noch  der  Specialfall 

logx^l 

X        e 

dar,  indem  bei  reellen  Wertben  hier  ein  Maximnm  a:  =  «  Torhanden  ist. 

Da  jedoch  die  Methoden  zur  genaueren  Erfirtemng   dieselben   bleiben, 

mag  dieser  Htawüs  dem  geneigten  Leser  genügen.- 

BriloD.  Dr.  K.  ScHWEaiHO. 

Berichtigang. 

In  dem  Anfsatze;  „Zur  Byntbetisoben  Behandlung  der  ebenen  Cur- 
Ten  dritter  Ordnnag"  im  XXI.  Bande  dieser  Zeitschrift  kommen  einige 
Versehen  vor,  die  durch  folgende  Zeilen  berichtigt  werden  sollen. 
Für  den  Beweis  in  2  auf  S.  428  tritt  der  folgende  ein: 
Die  Kegelschnitte  X|*x,*Xg'...  mögen  ihre  homologen  Strahlen  «j>j«,,.. 
in  B^F^,  £,/',,  S^F^,  ...  schneiden.  Durch  die  beiden  Fanktgrnppen 
JBB^F, £3  nnd  A B E^F^ E^  lege  man  die  Kegelschnitte  l^  und  k^\  sie  m«- 
gen  eich  noch  in  E  schneiden  nnd  conatituiren  ein  Büschel  (^ABEyE)\l^X^...\. 
E^n  Kegelschnitt  desselben,  iL',  geht  durch  Fg.  Wenn  man  die  Kegel- 
schnitte x,'k,'x,'  und  l,*l,'lg*  einander  zuordnet,  so  sind  die  BUsehel 
(x*...)  und  (l'-.)  projectivisch  auf  einander  und  letzteres  auch  avf  das 
StroblenbüBchel  M(s^s^...')  bezogen.  — Zieht  man  durch  Af  irgend  einen 
Strahl  »I,  so  wird  er  von  jedem  der  KegelschnittbUschel  in  einer  Idto- 
Intion  geschnitten.  In  dem  beiden  Involationen  gemeinsamen  Pnnktpaare 
treffen  sich  zwei  Kegelschnitte  v^x  nnd  i.*^;  ordnet  man  je  zwei  einander 
KU,  so  sind  die  BOschel  aufeinander  und  auf  das  Strahl  enbtischel  M{t,t^...) 
projectivisch  bezogen.  Da  bei  dieser  Beziehung  die  Kiemente  %^  und 
2,',  M,'  und  lg',  Xj  und  1,'  homologe  sind,  so  tnflssen  die  Kegelschnitte 
des  Büschels  (1*...)  die  Strahlen  des  Büschels  M[s^s^...)  in  denjenigen 
Punkten  treffen,  in  denen  diese  von  den  ihnen  homologen  Kegelschnitten 
des  Büschels   (x". ..)  getroffen  werden.     Die  Curve  C^,  welche  durch  die 
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BßBchel  »(»,«g...)  und  (ABCD)\)t^*xt'...\  erzeugt  wird,  kimu  demnach 
anch  dnrch  Jtf(»,S(...)  und  {ABEjE)\lj*i^*...\  erzengt  werden.  Unter 
den  Gmndpnnkten  des  letzteren  kommt  ein  beliebiger  Punkt  E^  der  Cntre 
C  vor;  zwei  der  Gmndpnnkte  AB  sind  schon  im  ersten  Bfiechel  vor- 
lianden.  Das  eweite  Bäschel  ersetze  man  durch  ein  drittes  mit  den 
Gmndpnnkteti  AE^P^P  und  dieses  durch  ein  viertes  mit  den  Gmndpnnk- 
ten EgPgOiO,  von  denen  noch  /',  nnd  Q^  gnnz  beliebige  Punkte  von  C^ 
sind.  Darans  aber  ergiebt  sich:  Legt  man  durch  die  Pnnktpaare  £jF,, 
fijf,,  i^Fg,  ...  und  drei  ganz  beliebige  Punkte  E^P^Q^  von  C«  Kegel- 
schnitte, so  treffen  sie  sieh  noch  in  einem  Punkte  Q  von  C. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  S  von  C  ziehe  man  einen  Strahl  g, , 
der  C^  noch  in  S^  7^  schneidet,  und  lege  durch  die  vier  Punkte  E^  F^  S,  T, 
einen  Kegelschnitt  ft^',  der  C^  noch  in  HK  trifft.  Nach  dem  Vorigen 
]&Bst  sich  dann  auch  durch  E^F^S^T-^H K  ein  Kegelschnitt  v,'  legen. 
Wenn  ^^  das  Bflschel  {E^F^HK)  durchlHuft,  so  durchläuft  v^  das  Ha- 
sche] {E^F^B K);  je  zwei  Kegelschnitte  dieser  Bttachel  treffen  sich  noch 
in  zwei  Punkten  S^T^,  S^T^,  ...  von  C^  und  sind  dadurch  projectivisch 
einauder  zugeordnet.  Da  die  Gei^denpaare  (/f  A",  £, ^j)  und  {HK,E^F^ 
sich  auch  in  zwei  Funkten  von  C^  schneiden,  nKmlich  in  M  und  dem 
dritten  Schnittpunkt  von  BK  mit  C^,  so  entsprechen  sie  einander  in  der 
projecti vischen  Beeiehnng  nnd  die  Geraden  S^T^y  ^T,,  S^T^,  ...  mttssei) 
sich  nach  I,  8.  427,  in  einem  Punkte  schneiden.  Dieser  mnss  auf  C* 
liegen,  denn  diese  Curve  wird  durch  das  StrahlenbQscbel  in  ihm  ni^d 
das  KegelschnittbUschel  {E^^F^HK)  erzeugt  Also  ist  S  der  Schnittpunkt. 
Das  vorhin  erhaltene  Resultat  wird  also  Terallgemeinert :  Ist  S  ein  be- 
liebigerPunkt  von  C  and  schneiden  die  Strahlen  durch  j^diese 
Curve  in  5,7-,,  S^T^,  5^7",,  ....  so  treffen  sich  alle  Kegel- 
schnitte, welche  durch  diese  Punktpaare  und  drei  beliebige 
Punkte  von  C  gelegt  werden,  noch  in  einem  Funkte  von  C. 

Für  den  Satz  12,  S.  436,  hat  Herr  Professor  Sturm  in  Münster 
mir  folgenden  Beweis  mitgetheilt. 

Durch  A  ziehe  man  zwei  nnendlich  benachbarte  Strahlen ,  welche  die 
Curve  in  BC  und  BC  und  die  erste  Polare  A*  in  91  nnd  31'  treffen;  also 
laufen  die  drei  Tangenten  b,  c,  a  la  B,  C^  'Hl  an  C^  und  ^  in  einen 
Punkt  %"  zusammen;  desgleichen  die  drei  Tangenten  a,  c,  (  in  A,  C,  iB 
an  C  und  B^  in  den  Punkt  iB"  zusammeo,  wenn  B*  die  erste  Polare 
von  B  und  S  ihr  Schnittpunkt  mit  AB  ist.  Es  seien  D,  9'",  39'"  die 
Schnittpunkte  von  a  nnd  b,  a  und  a,  b  nnd  b,  so  ist  A^"%'"DÄB^'^"'D, 
weil  beides  harmonische  Gruppen  sind,  also  gehen  AB,  St'®"  oder  c, 
g|"'iQ"'  durch  denselben  Punkt,  d.  i.  C.  Die  letzte  Gerade  ist  aber  die 
gemeinsame  Polare  von  A  nach  B*  und  von  B  nach  A*\  denn  erstens 
milssen  beide  Polaren  durch  C  gehen,  weil  C  von  B  durch  A^  und  von 
A  durch   B'Q  harmonisch  getrennt  ist.     Andererseits  ist  31'"  der  Schnitt* 

£nnkt  der  Tangenten  a  und  a  an  A*  in  A  und  9,  Hegt  also  auf  der  Po- 
ire  von  B  nach  A*\  ebenso  £'"  auf  der  Polare  von  A  nach  £*. 

Auf  8.  433  schreibe  man  in  Z.  h:  „in  o„"  statt  „mit  o."  nnd  statt 
„ein  gemeinschaftlicher  ..."  schreibe  man  „und  {o„o„)  conJQglrte  Funkte 
f^r  beide  BQschel  wAren". 

Auf  S.  436  in  Satz  13,  Z.  8   schreibe  man:   ,,P*  und  Q*  die  ihnen 
entaprech enden  Kegelschnitte"  statt  „/*'  nnd  Q*  ihre  ersten  Polaren". 
Auf  S.  440  Z.  7  von  unteA  nnd  S.  441  Z.  16,  17  von  oben  g  statt  I. 

UlLINOWSKI. 
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Ueber  die  Polarflftohen  der  windsohiefen  Flächen 
dritter  Ordnung. 

Von 

Dr.  Ad.  Hochheiu, 


EnTeloppen  der  PoUrebenen. 

15.  Dia  iweite  FolArflttohs  einer  Oaraden  G,  Constniirt  man  zn 
jedem  Punkte  einei  Geraden  G  die  Polarebene  bezUglicb  einer  wind- 
•chiefen  FlSche  1),  so  wird  dieses  Ebenensystem  von  einer  abwickelbaren 
Flüche  zweiter  Ordnung  eingehüllt,  der  zweiten  FolarflSche  dieser 
Geraden.* 

Ein  Fnnkt  k  anf  der  Geraden  G  besitae  die  Coordinaten  Ei*  Sj.  £31  ^, 
ein  zweiter  Paukt  k'  die  Coordinaten  £*,,  f,,  ^a<  ^ti  d">i>  lassen  sich 
die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  auf  derselben  bezeichnen  dnrch 
{j-l-l£',,  |,-l-il£',,  ...  nnd  das  Sjstem  der  Polarebenen  aller  Punkte 
von  G  bezOglich  einer  windschiefea  FlSche  I)   entspricht  demnach  der 

<""»'■"«  (S.V,-|.'^-2|.l...  +  2S,S...) 

+j>(S'>rt -(■■,«,- ar.r,":. +2r,rA) = 0, 

in  der  iL  als  Veränderliche  zu  betrachten  ist.  Setzt  man  doB  Differential 
dieser  Oleichiing  gleich  Null  und  eliroinirt  mit  Hilfe  der  so  erhaltenen 
Belation  die  GrSsse  iL,  so  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Enveloppe  des 
Ebenensystems 

-  «if'.ä^i  -  5.^!».  -  (i.r, +s,r,)«, + ts.i'.+ i.r,)«j'=o 

oder 

(£.£".- s.w^i'.+2(i.r.-«.r,)(i,r.-i,r.)«."'. 
,m  +2(feS',-i,r.)(s,i'.-f.r,)»,«. 
'  +JC2i,{.i',r,+2i,i,r,r,-(s,r.+i,r,)«,r.+i,r,))v. 
+«,?.-  sj,)'",' + (i,r.  -  tj,)W = «■ 

•  Cromona.  Theorie  ä.  Oberfl.  S.  79.  r    ,    i  .CfdO'jIc 
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Die  zweite  Polarfl.äcbe  einer  Geraden  G  bezüglich  einer 
windschiefen  Flüche  1)  ist  demnach  ein  Kegel  iweitei  Ord- 
nung, dessen  Spitze  im  Darchschnittspnnkte  der  drei  Ebe- 
nen Pe,  Pe,  Pe  Weet.    Diese  Fläche  wird  auch  der  Polarkeirel 

»       V     *f 
der  Geraden  G*  genannt. 

Von  der  Coordin&tenebene  acj^O  wird  der  Folarkegel  der  Geraden 
G  in  einer  Hyperbel  geschnitten,  und  Ewar  ist  dieselbe  eine  gleiehseitige, 
wenn  die  doppelte  Leitlinie  der  windschiefen  Fläche  in  der  Unendlich- 
keit liegt. 

Aus  der  Gleichung  30)  lassen  sich  folgende  bemerkensveithe  Spe- 
cialfHlle  ableiten. 

ei)  Schneidet  die  Gerade  G  die  doppelte  Leitlinie  der  windschiefen 
Fläche,  so  degenerirt  der  Polarkegel  ia  eine  Doppelebene,  welche  die 
Doppellinie  in  sich  enthält. 

ß)  Ist  die  Gerade  G  eine  Generatriz  der  windschiefen  Fläche,  so 
schneiden  sich  alle  Ebenen  de«  Systems  in  derselben. 

r)  Liegt  die  Gerade  G  in  der  Ebene  «i^O, 

so  ist  der  Polarkegel  derselben  be>     so  liegt  die  Spitze  des  Polarkegels 

«Uglich  der  windschiefen  Fläche  fF     bezfiglich  der  windschiefen  Fläche 

,    ,.    ,       «  ,.    ,        ,     ^''       ^  in  dem  Fankte  «1=0,  «9  =  0, 
ein    paraboliBcher  Cylinder,    dessen      j,a> 

Generatiiz  der  Axe  x^  =  0,  ic,n(>      aüjsO. 

parallel  läuft. 

6)  Befindet  sich  die  Gerade  G  in  der  Ebene  x^^^ü,  so  ist  der  Po- 
larkegel derselben  ein  hyperbolischer  Cylinder. 

t)  Liegt  die  Gerade  G  in  der  Ebene  «5=0,  so  degenerirt  der  Polar- 
kegel derselben  in  eine  Doppelebene,  die  mit  x^  =  0  zusammenfällt;  liegt 
G  dagegen  in  der  Ebene  «^  =  0,  so  geht  der  Polarkegel  Aber  in  eine 
Doppelebene,  welche  mit  der  Ebene  ^^  =  0  zusammen föllt. 

Mit  Hilfe  tou  5)  lassen  sich  die  beiden  folgenden  Sätze  ableiten; 

Die  Spitze  des  Polarkegels  der  Geraden  G  ist  der  Pol 
derjenigen  quadratischen  Polarfläche  bezfiglich  einer  wind- 
schiefen Fläche  1),  welche  durch  G  hindurchgeht. 

Der  Folarkegel  der  Geraden  G  ist  der  geometrische  Ort 
aller  Pole,  deren  quadratische  Polarflächen  bezfiglich  einer 
windsefaiefeu  Fläche  1)  von  der  Geraden  G  berttbrt  werden. 

16.  Di«  gemiaobte  Polarfiftoke  nrsier  Qaraden  0  und  G".  Constmirt 
man  zu  jedem  Funkte  einer  Geraden  G  die  quadratische  Polaifläche  be- 
zfiglich einer  windschiefen  Fläche  1}  und  zu  jedem  Punkte  einer  Geraden 
G'  die  Folarebene  bezüglich  jeder  jener  quadratischen  Polarflächen,  so 
wird  das  Ebenensystem  von  einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  der  gemisch- 

*  Cremona,  Tlieorie  d.  Oberfl.  S.  158. 
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ten  PolarfUche  der  Geraden  G  nnd  G',*  eingehüllt.  Nach  12)  Jet 
diese  FUche  zngleieh  die  Euveloppe  der  gemischten  Folsrebeaen  iweier 
Punkte  k  nnd  h,  von  denen  der  eine  anf  der  Geraden  G,  der  andere 
auf  der  Geraden  G'  fortgleitet. 

Gegeben  seien  anf  jeder  der  Geraden  0  und  C  zwei  feste  Punkte, 
auf  G  nimlicfa  k  und  k',  auf  G'  dagegen  k"  nnd  k"'.  Die  Coordinaten 
dieser  Punkte  seien 

i„  £ ,  i'i.-r,,...,  6",.  r,.  ■■■.  r„n,  Ta.  r.; 

dann  sind  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  auf  der  Geraden  G 

ii+ifi.  i.+Ar.,  «j+ira.  i+11'4, 

und  die  «nes  beliebigen  Punktes  anf  der  Geraden  G' 

i",+cr„  r',+(.r„  r',+cr„ri+i.r.. 

Das  Sjstem  dar  gemischten  Folarabenen  der  Pnnkte  anf  den  Ge- 
raden G  und  G*  besitzt  demnach  die  Gleichung 

«.i"4«,-i,r,»,-Är',+s,r',)i,+ffir,+i.r,)«, 
+»ir,r.»,-r,r.«,-i«',r,+r,r,)>-,+(r,r.+i',r',)'f4i 
31)  +cii,r.«,-i,r,«,-(8,r.+i.r,)''.+(i,r,+{.r,)»^.i 

+(r,r.+r,r,)":.i=o, 

itt  der  i  und  f»  alle  möglichen  Werthe  besitzen  kSnnen.  DiiFereDtiiTt 
man  diese  Qleichnng  nach  1  and  i»,  setzt  diese  Differentiale  gleich  Nnll 
nnd  eliminirt  mit  Hilfe  dieser  beiden  Relationen  die  verKnderlichen  Grtfseen 
l  und  (1,  so  ergiebt  sieh  als  Gleichnng  der  Enveloppe  des  Gbenensystems 

ii.r, «,  -  i,r, «,  -  «,r, + w,)', + An + *,r,)«.i 
„,  X  ir. r, »,  - 1;  r, «,  -  (r,  r, + r, rj », + (r,  r, + f.  r",) «. i 
'  -i!.s">,-s.r..,-({,r.+s.r,)',+(i,r.+i,r,)«.i 
xii-,r>,-r.i'>,-(i',r',+r,r',)»,+(r.r',+r,rj«,i=o. 

Die  gemischte  PolaiflScbe  der  beiden  Geraden  G  nnd  G' 
bezfigtich  einer  windschiefen  FlHche  1)  iet  also  ein  Hyper- 
boloid mit  einer  HantelflScbe. 

Beaeichnen  wir  die  Gleichnng  der  gemischten  Polarebese  der  Punkte 
k  nnd  k"  mit  Pe  =  <i,  die  der  Punkte  k'  und  1^'  mit  Pei=0  u.a.  f.,  so 

»*"  f*^ 

ISsst  sich  die  Gleichung  32)  auf  die  Gestalt  bringen 
33)  Pe.Pe  —  Pe.Pe=>  0. 

Die  gemischte  PolarfJXche  der  beiden  Geraden  G  nnd  G' 
kann  demnach  betrachtet  werden  als  der  geometrische  Ort 
der  Systeme  von  geraden  Linien,  welche  den  Gleichungen 


*  Cremona,  Theorie  d.  Obera  8.  lU. 


Bi.^O(5glc 
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Pe  =  v.Pe,     v.Pe  =  Pe^ 

kV  ly  VK"      VW 

Pe  =  v.Pe,    v.Pe—  Pe 


34) 

entsprechen. 

LSsst  msn  k  mit  k"  and  ft'  mit  k'"  zusammanfKllen ,  ao  decken  üch 
die  beiden  Genden  G  and  G',  die  Gleichung  32)  geht  dadn  tlber  in 
die  Gleichung  30). 

Fallen  also  die  beiden  Geraden  G  nnd  G'  ansammen,  so 
erhalten  wir  einen  Eegel  zweiter  Ordnung,  nXmlicb  den 
Polarkegel  der  Geraden  G. 

F&llt  die  eine  der  beiden  Geraden  mit  der  doppelten  Leitlinie  der 
windschiefen  Fläche  snsaminen,  so  geht  die  Qlücbnng  32)  über  in 

d.  b,  die  gemischte  FolarflKche  der  beiden  Geraden  besteht  ans  den  bei- 
den Ebenen  a:,  =  0  nnd  x^  =  0. 

Für  k  =  ia  =  ^'i'=  T'b  =  0  geht  die  Gleichung  32)  ttber  in 

Daraus  folgt:  Verlegt  man  die  beiden  Gtersden  G  und  G'  in  die  Ebene 
a;,  E=  0,  so  degenerirt  die  gemischte  Polarfläche  derselben  in  zwei  Ebenen, 
die  beide  mit  x^  =  ^i  zusammenfallen. 

Setzt  man  |^  =  1*^  =  |",  t=  |"'j  =  0 ,  so  geht  die  Gleichnng  32)  aber  in 

Befinden  sich  also  die  beiden  Geraden  in  der  Ebene  a!,  =  0,  so  be- 
steht die  gemischte  PoIarflScbe  derselben  aus  zwei  Ebenen,  die  beide  mit 
der  Ebene  x^^O  zusammenfallen. 

Die  gnaeine  PoluflAebe  einer  Ebene  E  beittglieli  «iner  winds^efen 
FUolie  1). 

17.  Die  Enreleppe  der  Polarebeuen  beBttglicb  einer  windschiefen 
Fläche  1)  aller  Punkte,  welche  sich  auf  einer  Ebene  E  befinden,  ist  eine 
Fläche  dritter  Ordnung  nnd  wird  die  gemeine  oder  kubische  Fo- 
larfUche  der  Ebene  E*  genannt. 

Wir  benutzen  zur  Ableitung  der  Gluchung  dieser  Polarfiftche  die 
Uethode  der  unbestimmten  Unlüplicatoren.  Gegeben  sei  die  Gleichnng 
der  Ebene  E 

35)  «ilj  +  o.S.  +  Ojfe  +  o.li^O.     (F). 

Die  Gleichung  der  Folarebene  eines  Punktes  k  mit  den  Coordinaten  £,, 
£i<  Uf  ^  bezüglich  einer  beliebigen  Fläche  dritter  Ordnung  (u)  ist 
(!')-i>""u+l.'"«  +  S.'%  +  S.'"«  +  2«,i,»„+2|.fe»,. 


36) 


Salmon,  Analjt.  Qeomebie  dei  Batnnes  S.  411. 
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Bilden  wir  die  Differentiale  der  ReUtion 

nach  £(,  ||,  |,,  f^,  so  ergeben  sich  die  Gleichungen 

l,"„  +  l>«„+l,«,.  +  l.»„  +  l«,  =  0, 

li«,i  +  li"o +  {."«,  + L'u  +  l'-i-O, 
ans  denen  sich  mit  Bilfe  ron  36)  die  GrSssen  |,,  |,,  ^,  f^  eliminiren 
lassen,     ff  ist  onn  bezHglidi  derseiben  liomogen  vom  zweiten  Orade  nnd 
demnseb  mass  sneli 


37) 


38) 


.  äU  , 


.  «iP^  . 


.  'iU  , 


.  äO 


■■-jv_  =  <'v-<^-<H-< 


sein.     Da  OKch  den  Oleichnngen  37) 
dU  dV  äü  dn^ 

ist,  so  Uisst  sich  die  Gldchang  38)  ÜberftihrBn  in 

Fuhrt  nun  die  Eliminatiaii  ans,   so  erhUt  man  als  Gleichung  der 
IjOTOloppe 


Dnreb  Einsetzong  der  Werthe  fBr  u,£,  u^,  ...  erhält  man  demnach  die 
Gleichung  der  gemeinen  Polarfläche  der  Ebene  E  bezHglieh  einer  wind- 
sehiefen  Fläche  1),  nämlich 


40  a) 


=  0 


s'^*  +  2 


0      -  2a:g    —  2ar, 
.    Sa:,       0  0 

oder 

40b)       ffl/^iV-V^sV-^«,", 
Daraus  folgt: 

Die  Envflioppe  der  Polarebenen  aller  Punkte,  welche 
auf  der  Eben«  £  liegen,  ist  eine  windschiefe  Fläche  dritter 
Ordnung,  deren  doppelte  Leitlinie  die  Gerade  a^j^O,  3^4  =  0 
und  deren  einfache  Leitlinie  die  Schnittkante  der  beiden 
Ebenen 

"'•  n.i,z.dbvG00gle 
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18.  Nftch  4  ist  die  Folurebeiw  eines  Pnaktes  k  besOglicb  einer 
FUch«  zQgleich  ancli  die  Polarebene  bezüglich  der  qnadratiacben  Polar- 
flacbe  desselben  Pnnktes.  Bestimmt  man  also  für  jeden  Pnnkt  auf  der 
Ebene  E  die  qnadratiscbe  PolaräSche  bezüglich  einer  windschiefen  FUche 
1)  nud  anSBerdem  für  jeden  dieser  Fnnkte  die  Polarebene  in  Bezng  auf 
die  zngebfirige  quadratische  FolarflScbe,  ao  wird  das  Ebenensystem  von 
der  gemeinen  Polarfläcbe  der  Ebene  E  eingehfillt. 

Nach  den  Erklämngen  in  15  nnd  17  ist  die  gemeine  Polarfläcbe 
einer  Ebene  E  auch  die  Enveloppe  der  Polarkegel  aller  Geraden,  welche 
in  der  Ebene  E  liegen. 

Gegeben  seien  zwei  Ebenen  B  und  fi",  welche  sich  in  einer  Geraden 
G  schneiden  mögen.  Bestimmt  man  den  Polarkegel  der  Geraden  G,  so 
ist  derselbe  Tangentenkegel,  sowohl  der  gemeinen  Polarfläcbe  der  Ebene 
E,  als  auch  der  der  Ebene  E',  and  zwar  liegt  sein  Scheitel  in  jeder 
dieser  beiden  Polarfläcben. 

Eine  Ebene  E  ichneidet  eine  windschiefe  FlXche  1)  im  Allgemeinen 
in  einer  Cnrve  dritter  Ordnung.  Die  Polarebenen  aller  Punkte  dieser 
Schnittcurre  sind  zugleich  Tangentialebenen  der  windschiefen  Fläche  an 
diesen  Paukten.  Daraus  Utast  sich  acblieaaen:  Die  abwickelbare 
Flüche,  welche  von  den  Tangentialebenen  Ungs  der  Schnitt- 
curve  gebildet  wird,  ist  der  gemeinen  PolaTflllche  der  Ebene 
E  umgeschrieben. 

Ist  die  Ebene  E  Tangentialebene  der  windschiefen  FISche  1),  so 
liegt  auch  die  durch  den  Bertifa rungspnnkt  gehende  Geneiatrix  derselben 
auf  der  gemeinen  Polarfläche  der  Ebene  E. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  k  sei  ein  System  von  Ebenen  fj,  E^, 
E^,  ...  gelegt  nnd  zu  jeder  derselben  die  gemeine  PolarflSche  constrairt. 
Da  der  Punkt  k  auf  jeder  dieser  Ebenen  liegt,  so  mnss  die  Polarebene 
desselben  bezüglich  einer  windscblefen  Fläche  1)  zu  jmdem  der  Systeme 
von  Ebenen  gehören,  dessen  Enveloppe  eine  jener  gemeinen  Polar- 
flächen ist. 

Geben  demnach  die  Ebenen  £,,  £j,  £,, ...  alle  dnrch  einen 
Punkt  k,  80  ist  die  Polarebene  des  Punktes  ArbezQglich  einer 
windschiefen  Fläche  1)  die  gemeinscbaftlicbe  Tangential- 
ebene der  gemeinen  Polarflächen  der  Ebenen  £{,  E^,  £j,  .... 

19.  G^eben  sei  eine  Ebene  B,  welche  der  Oleicbnng 

entsprechen  möge.  Wenn  man  ffir  jeden  Paukt  derselben  als  Pol  die 
quadratische  Polarfläcbe  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  bestimmt, 
so  e^ebt  sich  als  Gleichung  dieses  Systems  von  Hyperboloiden 
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Wird  naii  die  Ebene  E  als  PoUrebeae  jeder  dieser  qtiadtatiechen  Polar- 
flScben  betrachtet,  so  müssen  die  tetraedriacben  Coordinaten  |'|,  £',,  |'g, 
S'4  jedes  entsprechenden  Poles  den  Relationen 

«.s'.«>+«.r.s.+(2«<s'.-",r,)i.-o, 

VF.f. +("■».£•,-•,  "4r,)s,+(.,.,r.-«..,r,)i.-o, 

(•!».r,-«i'".6'i)ii+W6'.-»,",r,)s,+(",",s'.-«,",i',)i.=o 

genflgeo.    Eliminirt  man  die  verSndeilichen  VerhllltnisBe 
^,  ^  ans  diesen  Qleicbnngen,  so  erhält  man 

41.)     U'f.  «.».S'.-«!".!'.      •.'■4I'.-«!«!!'!     =" 

oder 

41  b)   vr. r. -  vr.r«. - 2«, ",{••, f. + 2«,..i'. i". = 0. 

Ans  der  üebereinstimmnng  dieser  letzteren  Oleichnng  mit  40b)  folgt: 

Bestimmt  man  für  jeden  Punkt  der  Ebene  E  die  qnadra- 
tische  Polaifläche  bezüglich  einer  windschiefen  FUche  1) 
nod  betrachtet  dann  die  Ebene  als  Folarebene  bezüglich 
jedes  der  Hyperboloide,  so  ist  der  geometrische  Ort  der  zn- 
gehSrigan  Pole  die  gemeine  Polarflftche  der  Ebene  E  in  Be- 
sag anf  die  windschiefe  FiKche. 

20.  Bedachtet  man  alle  Punkte  einer  gemeinen  Palarflüche  der 
Ebene  E  als  Pole  und  bildet  au  jedem  derselben  die  quadraüache  Polar- 
fllcfae  bezüglich  einer  windschiefen  Flüche  I),  so  entspricht  das  System 
von  Hyperboloiden  der  Gleichung 

in  der  die  VerhXltnisse   |^,  ^  alle  mSglichen  Werthe  besitzen  können. 

Etiminitt  man  diese  vetSnderlichen  Verhältnisse  mit  Hilfe  der  beiden 
Belatioaen 

■o  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Enveloppe  des  Fl&chensystema 
42)  Xg*x/  =  0,     0^X1  +  0,0!^'^  agiiig  +  a^x^  =  0. 

DieEnreloppe  des  Systems  von  Hyperboloiden  wird  also 
Ton  zehn  Ebenen  gebildet,  von  denen  eine  mit  der  Ebene 
E,  vier  mit  der  Ebene  ^,  =  0,  vier  mit  der  Ebene  a:^  =  (^  an- 
sBmmen  fallen. 
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Uie  quadratischen  Polsrflächen  aller  Punkte,  welche  auf 
der  gemeinen  PolarflKcbe  der  Ebene  E  liegen,  haben  diese 
Ebene  selbst  zur  gemeinschaftlichen  Tangentialebene. 

Umgekehrt  ist  die  gemeine  PolarflScbe  der  Ebene  E  der 
geometrische  Ort  aller  Punkte,  deren  qaadratiache  Polar- 
flächen  von  der  Ebene  E  berührt  werden^ 

Die  gemeine  Polarfläche  der  Ebene 

a^x^  —  a^x,  —  a^x^  +  a^a:^«  0 
bezHgHch  einer  windschiefen  Flüche  I)   ßlUt  mit  der  der  Ebene  £  sa- 
sngammen. 

21.  Auf  der  gemeinen  Polarfläche  der  Ebene  B  beiOglich  einer 
windschiefen  Fläche  1)  befinde  sich  ein  Punkt  k.  Die  quadratische  Po- 
larflSche  dieses  Punktes  bezüglich  einet  windschiefen  Fläche  1)  wird  nach 
dem  Vorigen  von  der  Ebene  E  in  einem  Fnnkte  Ar'  berührt^  aber  ansser- 
dem  in  zwei  Geraden,  welche  durch  k'  gehen,'  geschnitten.  Bildet  man 
die  Folarebenen  aller  Punkte  der  Geraden  G  and  G\  so  muss  jede  der- 
selben eine  Tangentialebene  der  gemeinen  Polarfläche  der  Ebene  E  sein 
und  durch  den  Funkt  k  hindurchgehen.  Von  den  Ber&brnngspnnkten 
dieser  Tangeutialebenen  fällt  nur  der  der  Polarebene  Pe  mit  k  snsemmen. 

Die  beiden  Folarkegel  der  Geraden  G  und  G'  haben  demnach  ihre  Schei- 
telpnnkte  in  k  und  sind  Tangeatenkegel  der  gemeinen  Folarfläcbe  der 
Ebene  E. 

23.  Dnich  einen  beliebigen  Funkt  k  seien  alle  mögliebes  Tangen- 
tialebenen an  die  gemeine  Polarfläche  einer  Ebene  besüglicb  einer  wind- 
schiefen Fläche  1)  gelegt.  Werden  diese  Tangen tialehenen  als  Polar- 
ebenen bezüglich  der  windschiefen  Fläche  1)  betrachtet,  so  moss  der  Fol 
einer  jeden  sich  auf  der  Ebene  E  befinden.  Da  nun  die  quadratische 
Polarfläche  des  Punktes  k  der  geometrische  Ort  aller  Pole  ist,  deren  Fo- 
larebenen durch  den  Funkt  k  hindurchgehen,  so  lassen  sieh  folgende 
Sätze  aufstellen. 

Beschreibt  man  von  einem  Fnnkte  k  aus  einen  Tangeui 
tenkegel  um  die  gemeine  Folaifläche  einer  Ebene  E  und 
betrachtet  die  Tangentialebenen  desselben  als  Polarebenen 
der  windschiefen  Fläche,  so  befinden  sich  alle  Pole  dersel- 
ben auf  einem  Kegelschnitte,  nämlich  auf  der  Sohnittcnrve 
der  quadratischen  Folarfläcbe  Pq  und  der  Ebene  E. 

Bildet  man  zu  allen  Funkten  der  Scbnittcnrve  der  Ebene 
E  und  einer  quadratischen  Polarflfiche  Pq  in  Bezug  auf  eine 

windschiefe  Fläche  1)  die  Polarebenen,  so  werden  dieselben 
von    einem   Kegel   eingehüllt,    welcher  der  gemeinen   Polar- 
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flSche  der  Ebene  E  q ms ch rieben  ist,  aod  dessen  Spitze  im 
Punkte  k  liegt. 

23.  Das  Ebenensfstem,  dessen  gemeine  PoUiflächen  bezüglich  einer 
windschiefen  Fläche  1)  durch  einen  Pnnkt  mit  den  Coordinaten  |,,  £,, 
Ig,  £4  hindurchgehen,  entspricht  der  Gleichung 

43)  «,a:,  +  rt,a^  +  a,a!,  +  <i,ar4=0, 

in  der  Oj,  a^,  a^,  a^  TerXnderliche  Constante  sind,  aber  der  Bedingung 

Genüge  leisten  müssen. 

Setzt  man  den  ans  44)  sich  ergebenden  Ausdruck  fUr  a,  in  43)  ün, 
so  ninunt  die  Gleichung  des  Ebenensysteros  die  Gestalt  an 

+  2fl,«4iay^.=  0. 
Eliminirt  man  aus  dieser  Gleichung  mit  Hilfe  der  Relationen 

die  veritnderliehe^  Quotienten  -t,   -^i  so  erhält  man 

Daraus  folgt:  Das  System  der  Ebenen,  deren  gemeine  Polar- 
flächen bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  durch  einen 
festen  Punkt  (£,,  |j,  |j,  U  hindurchgehen,  werden  Ton  der 
quadratischen  PolarflXche  des  festen  Punktes  in  Bezug  auf 
die  Fnndamentalfläche  eingehtlllt. 

Aus  diesem  Satze  lassen  sich  folgende  Resultate  ableiten: 

Befinden  sich  auf  der  gemeinen  Polarfläche  der  Ebene 
£  die  beiden  Punkte  k  und  k',  so  ist  die  Ebene  E  gemein- 
schaftliche Tangentialebene  der  quadratischen  Polar  flächen 
der  beiden  Punkte  k  und  A'bezflglicb  der  Fnndamentalfiäehe, 

und  die  Umkehmng: 

Ist  die  Ebene  E  eine  gemeinschaftliche  Tangentialebene 
zweier  quadratischen  Polarflächen  bezüglich  einer  wind- 
schiefen  Fläche  1),  so  liegen  diePole  derselben  auf  der  ge- 
meinen Polarfläche  der  Ebene  E. 

Eine  Verallgemeinerung  dieser  Sätze  führt  zu  den  früher  entwickel- 
ten Resultaten. 

24.  Für  besondere  Lagen  der  Ebene  £  lassen  sieb  mit  Hilfe  der 
Gleichung  40  b)  folgende  Resultate  aufstellen. 

(t)  Setzt  man  a,  =  0,  so  geht  die  Gleichung  40b)  über  in 

^*"  *  .  Google 
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Daraus  erbellt: 

Gebt   die  Ebene  £  dnrch  den  Stebt  die  Ebene  £  auf  der  Ebene 

Scbnittpnnkt  derdreiEbenend^jBzO,  Xj  =  0    lothrecbt,    bo  wird   die    ge- 

Xg^O,T^=0,  so  beotebt  die  gemeine  meine  PolarflKcbe  defselben  beEflg- 

FolarflSche  dereelben  bezflglicb  der  lieh  der  Fläcbe  W  tod  drei  Ebenen 

Fläcbe    fF  ans   drei  Ebenen,    von         ,., ,  i'"        ,.       .        ,. 

d.t  gebildet,   von    denen   die  eine  die 

denen   die  eine  die  Gerade  '^^O,     Gerade  ^  =  0,  'a  =  0  entbXlt,  die 

Xg  =  0  entbält,  die  beiden  anderen     beiden   anderen  mit  der  nnendlich 

mit   der  Ebene  x^  =  0   zusammen-     fernen  Ebene  zusammenfallen, 

fallen. 

Dieselben  Resultate  ergeben  sieb,   wenn   die  Ebene  £  die  Gerade 
z,  =  0,  <r3  =  0  eatbKlt. 

ß)  Für  »,  =  0  erbjtit  mau 

oder 

Stebt  also  die  Ebene  E  lothrecht  anf  der  Ebene  x^  —  d, 
eo   bestebt  die  gemeine  PolarflSche      so    besteht  die  gemeine  PolarflScbe 
derselben  bezilglich  der  wlndacliie-     derselben  bezüglich  der  windschie- 
fen Fläche  ff  aus  drei  Ebenen,  von      fen  FlSche  ff  aus  drei  Ebenen,  von 

d.«  d.ay 

denen  zvei  mit  der  Ebene  ar^^O  denen  zwei  mit  der  Ebene  3r^  =  Ü 
zosammfin  fallen,  die  dritte  der  Ebene  zusammenfallen,  die  dritte  der  Ebene 
at^BÖ  parallel  Uaft.  a:,  =  0  parallel  ISuft. 

Diese  Resultate   bleiben    nnvoiSndert,    wenn   man   aj=^a,  =  0   setet. 

y)    EnthSlt  die  Ebene    E    die    doppelte   Leitlinie   der  windschiefen 
Flüche,  so  verscbwindet  die  Gleicbnng  40b). 

8)   Setzt  man  0^  =  0^  =  0,   so  erbXIt  die  Gleicbnng  40b)  die  ein- 
fachere Gestalt 

Ol*«,  *,*  —  üj'XfX^  =  0. 
Enthält  demnach  die  Ebene  E  die  einfache  Leitlinie  der  Fundamental- 
flache,  so  ist  die  gemeine  PolarflSche  derselben  ebenfalls  eine  iwindschiefe 
FlSchtf  dritter  Ordnung,  deren  doppelte  Leitlinie  mit  der  Geraden  ^',=^0, 
^^  =  0,  deren  einfache  Leitlinie  mit  der  Geraden  ar,  =  0,  x^^^O  zusam- 
menfallt, deren  singulare  Erzeugende  aber  in  den  Sebnittkanten  j-,  =  0, 
a^  =  0  und  a-,  =  0,  x^  =  <i  liegen. 

()  FUr  <i,  =  öj=0  ergiebt  sich 

XtX*  =  0  oder  3:,  =  0,  x^'  =  0. 
Daraus  folgt: 

Gebt  die  Ebene  E  durch   die  LSuft  die  Ebene  S  der  Ebene 

endliche  Doppelgeneratiix  der  wind-  x^ssO  parallel,  so  besteht  die  ge- 
scbiefen  FlSche  ff,  so  wird  die  ge-     meine ' PolsrflXche  derselben  bevHg- 
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meiue    PoluflSclie    derselben    von     lieh  der  windsdiiefen  FlSche  ff  aoB 

drei   Ebenen  trebildet,  von   denen  ,    .  ,,,  ,  .  '"    . 

,     °  ,  n       ■  ai^ci  JübencQ,   von   denen   eine  ntit 

awei  mit  der  Ebene  ».  =  0,   eine  ,     „,  „  .     .    , 

„,  „  der  Ebene  ,T(=  0,  zwei  mit  der  nn- 

mit  der  Ebene   x,  =  0  znaammeu-  „.  ,     ,  „, 

,  „  endlich  fernen  i!<bene  zuestnmen- 
Mllen. 

fallen. 

Zn  denselben  Beenltaten  gelangt  mau,  wenn  man  der  Ebene  E  dte 
Lage  Xj  =  0  ertheilt. 

S)  Setzt  man  endlich  aJ  =  a^  =  0,  so  erhält  man 
ariaj»  =  0  oder  a:,>=0,  Xy'=0. 
Daraue  lässt  sieb  achliessen: 

Ist  dieEbene£derEbenea:gB=0  Enthält   die  Ebene  £.die  end- 

parallel, so  degenerirt  die  gemeine  liehe  Doppelgeneratrix  der  wind- 
Polaififiche  derselben  bezüglich  der      schiefen  Fläche   fF,   so   besteht  die 

windschiefen  Fläche  W  in  drei  Ebe-  .       „,„''■,*, 

d,t  gemeine   rolaipache   derselben    ans 

nen,  von  denen  eine  mit  der  nn-  drei  Ebenen,  von  denen  eine  mit 
endlich  fernen  Ebene,  die  beiden  der  Ebene  a;,^0,  die  beiden  ao- 
anderen  mit  der  Ebene  x^=^0  zn-  deren  mit  der  Ebene  7g=^0  znsam- 
sammenfallen.  tnenfallen. 

Dieselben  Resultate  ergeben  sich,  wenn  E  die  Lage  ar,  =  0  erhält. 
Die  Ebenen  a;^  =  0,  x^^^O  bilden  demnach  die  Enveloppe  aller  Diame- 
tralebenen der  windschiefen  Fläche    W. 

d.( 

Die  gemlHlit«  Folarfl&ehe  zveier  Ebenen  E  und  E'  beE^Uoh  einer 
vindtohiefen  Flftohe  1). 

25.  Gegeben  seien  zwei  Ebenen  E  und  £'.  Bestimmt  man  zu  jedem 
Punkte  der  Ebene  E  die  quadratische  Polarfläche'in  Bezug  auf  eine  wind- 
schiefe Fläche  1)  nnd  betrachtet  die  Ebene  E'  als  Polarebene  jeder  dieser 
quadratischen  PolarflächeB,  so  ist  der  geometrische  Ort  der  Pole  die 
gemischte  Polarflächa  der  Ebenen  E  und  E'*  bezüglich  der 
windschiefen  Fläche. 

Es  sei  die  Gleichung  der  Ebene  E 
45  a)  "i  «1  +  0|  a^»  +  flgic»  +  a*  «i  =  0 , 

die  der  Ebene  £' 

45b)  a\xi  +  a\x,  +  a\x,  +  a\x^  =  0. 

Bezeichnet  man  die  Gleichung  der  Fundamental fiäche  kurz  darch 
u^O,  so  kann  man  der  Gleichung  der  quadratischen  FolarflSche  eines 
Pnnktes  k  bezüglich  derselben,  indem  man  x^,x^,x^,x^  als  Constante, 
lit  li<  £s>  €«  <^'b  Variabele  betrachtet,  die  Gestalt  gehen 


,  Theorie  d.  Oberfl.  8,  lU. 


..Google 


356 


Ueber  die  FoUrflXohen  etc. 


Wird  die  Ebene  £'  als  Fol&rebene  dieser  quadnliachen  PoUrflftch« 
angenommen,  ao  mHsecn  bekanntlich  die  Coordinaten  dei  zngefaSrigen 
Poles  der  Proportion 

dF   d£    dF   dP^        .      .      ,  _   , 

gentigen,  woraus  sieh  die  Belationen  ergeben 

«11  li  +  «lili  +  "is  Si  +  «i«^«  =  lo'i . 

'    "ll{l  +  "M5t  +  «M^  +  '*«£*  =  i'''». 

"aili  +  «3»l»  + ">!Sa+ «m6*  =  io'i. 

Dnrch  Elimination  der  QrSseen  x^^  x^,  x^,  x^  aas  den  Gleichungen 
45  a)  und  46)  findet  man  demnach  die  Oleichung  des  geometrischen  Ortes 
der  Pole.  Die  QIei(hnngen  46)  fipdern  sich  indesien  nicht,  wenn  man 
£,,  I,,  Ig,  £4  mit  lEj,  x,,  Xg,  x^  Tertanscbt  Man  gelangt  daher  an  dem- 
selben Reanttate,  wenn  man  aus  den  Oleicbnngen  46)  und 

die  Orfisaea  1^,  |,,  £3,  l^  eliminirt.     Dureh  diese  Operation  findet  duid 


46) 


47) 


"ji     "i*     "i»    "i* 

"SI      "m      "S!      **»* 


Setat  man   die  entsprechenden  Werthe  statt  t 
man  fttr  den  vorliegenden  Fall 


,  ein,    so  erfaftlt 


48  a) 


oder 
48  b) 


0     -ixt 
2x.       0 


=  0 


,*.  -«^o 


2x, 

~2x^      0 

-2x^      ft 

0        2ar, 

«-K«-,  +  «,«',)V** 

+  K<.',  +  «,a',)<r,«,»  =  0 
Die  gemischte  Polarfläcbe  der  beiden  Ebenen  £  und  &'' 
bezüglich  einer  windschiefen  FUche  1)  ist  demnach  eben- 
falls eine  windschiefe  Fläche  dritter  Ordnung,  deren  dop- 
pelte Leitlinie  mit  derGeraden  fg  =  0,  «^  =  0  zusammenfillt, 
und  deren  einfache  Leitlinie  die  Schnittkante  der  beiden 
Ebenen 


*  Dur&gB,  Corren  dritter  Ordnoag  8.  187. 
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ist. 

26.  Setzt  mftQ 

■o  gehen  die  Gleichangen  4Sa)  oad  4Sb)  in  die  40a)  und  40b)  über. 
Dar&na  folgt: 

L&B8t  man  die  beiden  Ebenen  E  unä  £*  in  eine  Kbeoe  in- 
sammenfallea,  ao  gebt  die  gemischte  PolarflScbe  fiberindie 
gemeine  PolarflSche  dieaer  Ebene  beafiglicb  der  vindsebie- 
fen  FlSche. 

Ans  diesem  Satze  ergiebt  sich  ungleich  die  in  19  entwickelte  Eigen* 
Schaft  der  gemeinen  PolarflXche  einei  Ebene  S. 

Die  Relation  48b)  bleibt  nnTerKndeit,  wenn  man  in  derselben  die 
CoDstanten  o,,  a^,  a^,  a^  mit  a\,  d^,  a\,  a\  Tortanecht. 

Die  gemischte  Polarflache  der  Ebenen  B  und  £'  ver- 
Ündert  sieh  also  nicht,  wenn  die  beiden  Ebenen  B  nnd  E' 
ihre  Functionen  mit  einander  vertanschen. 

27.  Die  Gleichung  der  quadratischen  FolarflSche  eines  Punktes  f 
mit  den  Coordinaten  fj,  $,,  |g,  l^  bezüglich  einer  windschiefen  FlSche 
*)  »t  liV-*.*.'-2l8^t*s  +  26,*,*4  =  0, 

die  beiden  Ebenen  £  nnd  E',  deren  Gleichnngen  in  45a)  nnd  45b)  ge- 
geben sind,  mögen  in  Besng  anf  dieso  quadratische  PolarflXche  conjngirt 
sein,  also  jede  derselben  möge  den  Pol  der  andern  bezüglich  der  qua- 
dratischen PolarflXcbe  enthalten.  Bestimmt  man  die  Polarebene  eines 
belielngen  Punktes  a^^,  x\,  x\,  x\  bezüglich  der  quadratischen  Polar- 
fl&che  Pfq,  so  ist  die  Gleichung  derselben 

49)     x\ |,ac,  -  ar'jfea:,  -  {x\ I3  +  x\ |,) x,  +  {x\ |,  +  a^'^Dor^  =  0. 
Wird  diese  Relation  in  Einklang  gebracht  mit  der  Gleichung 

a\xi  +  a\x^  +  a\x^  +  a^x^  =  (i, 
so  mttssen  die  daraus  sieb  ergebenden  Coordinaten  "des  sngebfirigen  Poles 
nach  der  ursprünglichen  Annahme  der  Gleichung 

o,*,  +  flja^j  +  Qgij  +  a^x^  =  (i 
Geofige  leisten.    Durch  Substitution  der  betrefiTenden  Werthe  erhSIt  man 

«>)«,a',i,!,'-«,o',s,y-(»,»',+.,.',)yi,+h.',+o,Os,l,'-o. 

Da'diese  Gleichung  mit  der  48b)  Übereinstimmt,  so  Iftsst  sich  schliessen; 

Bind  die  Ebenen  B  nnd  B'  conjngirt  -bezttglich  der  qua- 
dratischen PolarflXche  eines  Punktes  k,  so  liegt  der  Punkt 
ft  auf  der  gemischten  PolarflXche  der  beiden  Ebenen  E  und 
ß  in  Beang  auf  eine  windschiefe  FlKcbe  1), 

Die  gemischte  PolarflXche  der  beiden  Ebanen  E  und  Sf 
ist  der  geometrische  Ort  der  Pole  derjenigen  quadratischen 
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PolaifUehen  [beBÜglich  einer  vindBcliiefen  Fläche  1)],  zu 
denen  die  Ebenen  E  und  -E'  conjugirt  sind. 

Demnach  lassen  sich  folgende  Sätze  «nfstellen: 

Bestimmt  mas  zu  jedem  Punkte  der  gemischten  Polar- 
flSche  der  beiden  Ebenen  £  and  E'  die  quadratische  Polar- 
fläcbe  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1),  so  sind  die 
Ebenen  E  nnd  £'  bezüglich  jeder  der  qnadratischen  Polar- 
flKchen  conjngirt,  jede  geht  durch  den  Pol  der  andern. 

Jedem  Punkte  f  auf  der  gemischten  Polarfläche  der  bei- 
den Ebenen  E  und  E'  entspricht  ein  Punkt  k  auf  der  Ebene 
E  und  ein  Punkt  k'  auf  der  Ebene  E',  und  «war  ist  k  der  Pol 
der  Ebene  E'  und  U  der  Pol  derEbene£  betfiglicb  der  qua- 
dratischen Polsrfläcbe  P^q. 

28.  Die  beiden  Ebenen  E  und  £'  mögen  sich  in  der  Geraden  G 
schneiden.  Einem  Punkte  k  anf  dieser  Oeradeq  entepricbt,  weil  er  auf 
der  Ebene  £  liegt,  ein  bestimmter  Punkt  f  auf  der  gemischten  Polar- 
fläcbe  der  beiden  Ebenen  £  und  £',  ferner  ein  aweiter  Panfct  f  anf  der- 
selben Fläche,  weil  k  auch  auf  der  Ebene  £'  liegt.  Da  nnn  aber  k  der 
Ebene  E'  angehört,  so  befindet  sich  der  Punkt  f  auch  auf  der  gemeinen 
Polarfläche  von  £',  und  zwar  wird  dieselbe  in  diesem  Punkte  von  der 
Polaiebene  des  Punktes  k  bezüglich  der  FundamentalflSche  bertthrt  Ent- 
sprechend ist  auch  f  der  Pol  der  Ebene  E  bezüglich  der  quadratischen 
Polarfläche  Pg  und  mnsB,  da  *  auch  anf  der  Ebene  £  liegt,  sieb  auf  der 

gemeinen  Polaifiäche  von  £  befinden,  wo  dieselbe  vod  der  Polarebeoe 
des  Punktes  k  berührt  wird. 

Daraus  folgt: 

In  der  gemischten  Polarfläche  der  beiden  Ebenen  £  und 
£'  befinden  sich  zwei  Funktreiben,  welche  den  Punkten  der 
Schnittkante  der  Ebenen  £  und  E'  entsprechen,  nnd  swar 
sind  diese  die  Punkte,  in  welchen  die  beiden  gemeinen  Po- 
larflächen der  Ebenen  £  und  £'  von  den  Polarebenen,  deren 
Enveloppe  der  Polarkegel  der  Geraden  G  ist,  berührt  werden. 

29.  Durch  die  Gerade  G,  in  der  die  beiden  Ebenen  £  und  £^  sieb 
schneiden,  möge  eine  dritte  Ebene  gelegt  sein.  Die  Gleichung  dersel- 
ben sei 

Dorfih  den  Wertb  der  Grösse  l  ist  die  Lage  der  Ebene  bestimmt  Die 
gemeine  Pulwfläoke  dieser  Ebene  besüglicfa  einer  windschief«!!  Fläche  I) 
entspricht  nach  18)  der  Gleichung 

'•^"  r.,..:. Cookie 
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51  b)  a,*x,a;j'  —  a^x^cc*  —  2«!  a^w^Xt  4-  2  a^a^x^x^ 

+  ^i.^a^a\x^X^-a^a\al^X^—{a^a^■\■a^a\)x^X^•^\a,a'^■^<^^a^X,x*\ 
+  l'C«"»! X, X* - a\x,x^' -  2 a\<,\ x*x^  +  2 a\a\ X^X*)i=  0. 

Betrachtet  man  i  als  Vatiabele,   so  entspricht  dieaer  Oleicfanng  das 
Sjitem   der  gemeinen  PelsrflHchen  aller  Ebenen,   welche  darcb  die  Ge- 
rade G  geben.     Durch  Elimination  von  il  mit  Hilfe  der  Gleichung 
^[a^a\x^Xt*  —  a^a\x^x*-'^a^a^^^a^<^\)x^x^  +  {a^a\Jra^a\)x^X*\ 
+  2 1  («'»,  «1  «j»  —  o%  jCg  V  -  2  «',  a>s'a:4  +  2  tt'g  tt'a  arg  a:,»)  =  0 
ertXlt  man 

(<i,»»iJ:j»  — <i,»a,«^»-2oia^V*4  +  2ag«a*aV) 
52)  X  {a\  *,  V  -  «''i  *!  V  -  2  a\  a\^t*^*  +  2  "'»  «'s  *s  **') 

Die  Euveloppe  der  gemeinen  Polarflächen  aller  Ebenen, 
welche  sieh  in  der  Geraden  G  schneiden,  ist  demnach  eine 
FlSche  sechster  Ordnung,  nnd  zwar  geht  dieselbe  durch  die- 
jenigen Pnnkte,  in  denen  sich  die  gemeine  PoIarfl4cbe  von 
E,  die  Ton  E'  nnd  die  gemischte  Polarfliche  von  E  nnd  E' 
darchschneiden. 

Die  Schnittpunkte  der  gemeinen  nnd  der  gemischten  PoUrflliche 
zweier  beliebigen  Ebenen,  welche  durch  die  Gerade  G  gehen,  liegen  anf 
der  Fliehe  I  welche  der  Gleichung  52)  entspricht. 

30.  Die  Ebene  £  sei  fest,  die  Ebene  E'  dagegen  bewege  sich  nm 
die  Gerade  6,  in  der  sie  von  einer  Ebene  E',  deren  Gleichung 

a\  Xj  +  fl",  »,  +  «"g  as,  +  a\  a:^  =  0 
sein    möge,    geschnitten   wird.     Da*  System  der  gemisditen  PolaiASchen 
der  Ebenen  E  nnd  E'  bezilglicb  einer  windschiefen  FIXcfce  1)  entspricht 
dann  der  Gleichung 

a,  (a\  +  l  a\)  x^  ar j'  -  o,  (a',  +  l  a\)  x^x* 
53a)  -  t«.(«'4  +  la",)  +«,(«,  +i«".)tV^* 

+  K(a'.  + la",)  +  «jC«',  +  A''''.))ir,a:.»=  0 
oder 

«,a>,x,»- <F,«',a:,a:,»- Ka', +  «,<!',)  V**  +  K"'«  +  "»'■'.^'bV 
53b)  \^a^ü^\x^x^^~a^«■\x^x^~{«^<^^^■a^a'\)x*x^+[aJa\+a^a"^x^x*\ 

=  0, 
worin  i  jeden  beliebigen  Werth  besitaen  kann.    Darana  folgt: 

Bleibt  die  Ebene  B  fest,  nnd  bewegt  eich  di«  Ebene  St 
um  die  Gerade  G,  so  bilden  die  gemischten  PolarflKchen  der 
Ebenen  £  und  £'  beaflglich  einer  windschiefen  FlSche  1)  ein 
FlScheabfiscbfll,  welches  als  Basis  die  Raumcurve  besitat, 
in  der  sich  die  gemischte  PolarflSche  von  £  and  £'  und  die 
von  E  und  E"  durchschneiden.  ,  \c 
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Dvrcli  Elimination    von   o-^   ans   den   Gleichungen    der  gemiseliten 
PoUrflXcbe  Ton  E  und  £'  and  der  von  E  und  E"  erli&lt  man 
l  -  »1  =  0, 

54)  U(a\a\-a\a\)x^X^-i.\«^{a\a\-a\a\)-a^{<^^a'\-a\a\)\x^a!^ 
i  -«.{a>'',-«',a'',)V  =  0. 

Die  Projection  der  Basis  des  FlXchenbfischels  53b)  auf 
Xj^O  bestellt  demnach  ans  einer  Geraden  und  einem  Kegel- 
schnitte. 

31.  Zq  jedem  Punkte  der  .gemischten  PolarflSche  der  Ebenen  E  nnd 
E'  sei  die  quadratische  Polarfläche  bezüglich  der  zngehörigeD  windschie- 
fen FlXche  constmirt    Das  System  der  HTperboloide  enUpricht  dann  der 

in  der  die  VeriiHltnisse  f*.  p  f  ^«'  Relation 

55)  «."■,|.l,'-«,«'.{,{,'-K«',  +  ",",)6,'l.  +  («,"',  +  «.«',)I.S.'=o 

gentigen  mUssen.    Als  Gleichung  der  Enveloppe  dieses  Systems  findet  man 

a:,*ir/  =  0,  ^A}/Bs^'+^B/Ax,^D]/Air^  +  Cy^x^  =  fi, 
d,  h.:  Das  System  der  quadratischen  PotarflSchen,  deren 
Pole  anfder  gemischten  Polar  flSche  der  beiden  Ebenen  £nnd 
E"  liegen,  wird  Ton  sehnEbenen  eingehfillt,  von  denen  vier 
mit  der  Ebene  Zg  =  0,  vier  mit  der  Ebene  x^=Ü  susammen- 
fallen. 

32.  Fttr  besondere  Lagen  der  Ebenen  E  und  E'  kann  die  Gleichang 
48b)  eine  einfachere  Gestalt  annehmen. 

a)  Setst  maira]  =  0,  so  erhult  man 

56a)     a:«  =  0,    aia^x^x^-^a^a'^x*- {<i,<i\-^a^a\)x^x^t=<i. 

Darans  folgt: 

Qeht  die   Ebene  E  durch   den  Steht  die  Ebene  E  auf  der  Ebene 

Schnittpunkt    P    der   drei  Ebenen     x^=s(i  lothrecht,  so  besteht  die ge- 

ic,  =  0,  jc,^0,  «t^^i   so  besteht      mischte  PoIarflSche   von  E  und  £' 

die  gemischte  Polarfläche  von  E  nnd     bezüglich    der   FlSche   W  aus    der 

Sf  bezüglich  der  FlÄche  W  ans  der  ,,.  .    ,  ^,.      '*  ,     - 

°  4,,  unendhch  fernen  Ebene  nnd  emem 

Ebene    x^=aQ    und    einem    Kegel     parabolischen  Cylinder,  dessen  Ge- 

zweiter   Oidnnng,   dessen  Scheitel     neratrix  der  Kante  a:,=  0,  »g^O 

im  Punkte  P  liegt.  parallel  ISnft. 

Da  die  Gleichnngen  56a)  unahhüngig  sind  von  a\,  so  werden  die 
Torstehenden  Resultate  unverlndert  bleiben,  wenn  man  E'  alle  Lagen 
ertheilt,  welche  den  verschiedenen  Wertben  von  a\  entsprechen. 

P)  Für  a,  =  0  geht  die  Gleichung  48  b)  Aber  in 


56b)     «g  =  0,     '',a',«,«e-Ko'4  +  ''*a'i)«aa'4+Viy(^^.(      [, 


e 
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Steht  demaacli  die  Ebene  E  anf  der  Ebene  a;,  =  0  lothrecht,  so  degene- 
lirt  die  gemischte  PoUrfläche  von  E  and  E'  bezüglich  einer  windschiefen 
Flfiche  ])  in  die  Ebene  2'g^O  und  einen  byperboÜBchen  Cylinder. 

Ertheilt  rnsn  in  diesem  Falle  der  Ebene  Ef  alle  möglichen  Lagen, 
welche  den  verschiedenen  Weitben  von  a',  entsprechen,  so  bleibt  die 
gemischte  PolarflScbe  nnverSndeit. 

y)  Setzt  man  a^  =  Ü,  0^  =  0,  so  ergiebt  sich 
56c)  x^=fi,     x^  =  (i,     a^a\x^  —  a^a\x^  =  {i, 

d.  h.:  Enthält  die  Ebene  E  die  doppelte  Leitlinie  der  windschiefen  Fläche 
in  sieb,  so  besteht  die  gemischte  FoUrflKche  ans  drei  Ebenen,  die  sich 
in  dieser  Leitlinie  schneiden. 

i)  Ist  a^  =  a^  =  ü  nnd  a'g  =  a'f  =  0,  so  nimmt  die  Gleichung  48b) 
die  Gestalt  an 

56d)  <«,<«',a:,V-«i"V'^»V  =  0- 

Daraus  folgt: 

Schneiden  sich  die  beiden  Ebenen  E  und  E'  in  der  einfachen  Leit- 
linie einer  windschiefen  Fläche  1),  so  ist  die  gemischte  FolaiflScbe  der- 
selben ebenfalls  eine  windschiefe  Fläche,  deren  doppolte  Leittinie  mit 
XgssO,  3:^=0,  und  deren  einfache  Leitlinie  mit  x,  =  0,  a:,  =  0  znsam- 
menl^lt,  deren  singulare  Erzengende  aber  in  den  Kanten  ^)  =  0,  ^s  =  0 
und  a-j  =  0,  x^  =  {i  liegen. 

<     <8BhlDa>  folgt.) 
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XVI. 

Zur  üntersncliniig  der  zweiten  Variation  einfacher 
Integrale. 


Q.  Ekdhann, 

OTiiHiulsIltlim  In  KUnlgabara. 


Hienn  Taf.  VI,  Fig.  1 


Einleitnng, 

Der  Zweck  meiner  ünteTfachnng  ist  eratenB)  gewiue,  meinee  Wis- 
sens bialier  noch  nicht  behandelte  Ansnabmefitlle  in  Betracht  zn  lieben, 
die  bei  der  CnterenchTiiig  der  zweiten  Varifttion  eintreten  können;  zwei- 
tens, die  Kriterien  des  MazimntnB  and  Minimums  fttr  Integrale  mit  variab- 
len Gtrensen  festsnatellen. 

Was  den  sweiten  Punkt  betrifft,  so  giebt  Herr  Professor  Uayer* 
an,  man  kdnne  hea  nicht  constanten  C^renzwerthen  die  Ahfgafae  so  lösen, 
dasB  man  znnSchst  die  Grenzwerthe  als  gegeben  ansieht,  den  Mazimal- 
oder  Hinimalwerth  des  Integrals  ab  Function  der  Grenzwerthe  bestimmt 
nnd  TOD  dieser  Fnnction  das  Maximum  oder  Minimnm  in  Bezug  anf  die 
Grenzwerthe  sncht.  Indessen  dfirfte  es  doch  immerhin  zweckmässig  sein, 
flir  diese  Aufgabe  feststehende  Formeln  abzuleiten,  und  ausserdem  ist 
die  von  Herrn  Mayer  angegebene  Methode  meiner  Ansicht  nach  auch 
nicht  unbedingt  genau.  Hat  man  nfimlicfa  eäne  begrenzte  Curve  gefun- 
den, welche  y  als  Function  von  x  so  ansdrilckt,  dass  ein  gegebenes  In- 
tegral mit  Tariablen  Grenzwerthen  jenen  Kriterien  zufolge  ein  Minimum 
werden  mflsste,  wenn  man  es  zwischen  den  Endpunkten  der  Gurre  nimmt 
nnd  ffir  if  seinen  Werth  in  x  einsetzt,  so  ist  damit  nur  Folgendes  be- 
wiesen: Der  Werth  des  Integrals  muss  annehmen,  wenn  man  die  Grenz- 
punkte  unTetlndert  iKsst  und  die  sie  verbindende  Curre  Sndert;  er  mois 
ferner  zunehmen,   wenn  man  die  Grenzpunkte  Sndert  nnd  sie  mit  eiaei 


*  Crelie's  Jonnial  Bd.  6S. 
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Carre  verbindet,  die  den  Differentialgleichnngen  dee  Problems  efoenfalls 
gentigt.  Wenn  man  aber  die  Cnrre  so  ändert,  daes  eie  anfhört,  dieser 
DifferentialgleicLung  zu  genügen,  nnd  sngleich  ancb  andere  Endpunkte 
erfaSlt,  80  bliebe  die  MSglicbkeit  nicht  aaegeBchlossen ,  dass  daa  Integral 
abnShme,  dass  eomit  kein  wirkliches  Minimnm  stattfände. 


Umlormiiiip  dar  imitm  TarUtion. 


so  habe  ich,  wenn  ich 


A 


setze,  folgende  Gltüchnngen: 

1)  ir=j+ir, 

+  Io„,da;dy  +  0o,3a;dy|;, 
wobei  in  dem  zwischen  den  Strichen  stehenden  Ausdruck  erst  x  =  Xy 
und  dann  x^x^  zu  setzen  nnd  daranf  das  Resultat  der  letzteren  Sub- 
stitution von  dem  der  ersteren  abzuziehen  ist.  —  Wenn  ich  SS  bilde, 
so  mnss  ich  die  voltständigen  Variationen  \ßy\  und  (jy'}  in  Anwendung 
bringen;  ich  habe  demnach 

iK=  Ko  ix  [Sy]  +  «„  ix  [dy')  +  vV)  Sx*  +  .p{x,  y,  y*)  ä*a;|i, 
oder,  wenn  ich  [iy\=Sy  +  y'Sx  und  [dy']  =  dv'  +  y"dar  setze, 

3)  iK^  1«^,  aa:  iy  +  «o,  Ja:  «y'+—  »(o:,  y,  y')  d«»  +  <f  {x,  y,  y')  S'x^. 

Setze  ich  jetzt  noch 

4)  Ä  =  a^  »I,»  +  2«„  iy  dj/'+  .0,  dff'*, 

so   erhalte  ich  vermSge  der  Gleichungen  1),  2)  und  3)  folgenden  Ana- 
druck für  die  aweite  Variation  des  Integrals:  r    ,    :  ,C>01>qIc 
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^  «1 

=Jsi. dx  +J\ajo  -  "«]  ä* 9  '''« 

Soll  die  erste  Van&tion  von  V  reischwinden ,  bo  mnss  bekanntlicli  die 
Differendslgleichnng  _  '        n 

erfüllt  werden.  Das  zweite  Integral  in  unserem  Ans  drucke  für  S'F' vbt- 
schwindet  sko.  —  Wenn  ich  dieselbe  Bezeichnungs weise,  wie  in  einer 
früheren  Äbhandlnng  tod  mir*  anwende,  so  erhalte  ich  die  Gleichnng 

6)  («so  -  a'oj)  u  -  o'„«'-  Oo,tt"=  0, 

mit  Hilfe  welcher  sich  das  erste  Integral  in  5)  in  folgender  Weise  um- 

foimen  ISsst: 

as,  xi 

7)  pldx  =  t'  ra„g'*i^dx  +  \[a,,  +  a„.^^Sy^^, 

welche  Transformation  jedoch  nnr  giltig  ist,  wenn  u  zwischen  den  Gren- 
sen  Xq  nnd  x^  weder  rerschwindet,  noch  unendlich  wird.  Daher  folgt 
ans  5)  nnd  7). 

g>r=^ra„g'*u*dx  +  \lai,  +  a^.^]di,*-\-2a,adxiy  +  2a„iix9!i' 

Wir  können  die  Formel  8)  umformen,  wenn  wir  die  partislen  Va- 
riationen ig  nnd  6^^  durch  die  totalen  [dy]  nnd  [^y]  ersetzen.  Die 
übliche  Metaphysik  der  Variationsrechnung  sieht  bekanntlich  y  als  Func- 
tion von  X  nnd  einem  Parameter  a  an  und  definiit  die  partiale  Varia- 
tion Ton  g  als  den  Zuwachs,  den  j/  erhält,  wenn  nur  a  Tariirt,  die  totale 
als  den  Zuwachs  von  y,  wenn  u  nnd  w  sich  ändern.     Demnach  hat  man 

•  Dieae  Zeitschrifl;  XXII,  6.  njnzöHjvGoOQlc 
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Py  =  [Pjf]  —  2ix8g'  —  y''8x*  —  j^S*x. 
Hit  Hilfe  dieser  Glüdmngen  erhalte  ich  »na  8) 

+  2|[<i,o-«,iy'-«»»'-^]««' [3y][ 

+  ![»'(«)- "10»'+ «uff'' + «.ly''--^]  «^[ 

+  l«oi  iS*9]\l  +  \[V (^.  ff.  9')  -  "«ff']  i'^^ü- 

$2. 

Die  Greutwertlie  sind  gegeban. 
Sind  Xq  und  z^,  sowie  die  Grenzwertbe  Ton  y,  y^  und  y, ,  gegeben, 
80  verschwinden  ihre  Variationen  und  somit  alle  in  8)  nnd  9)  ansserhalb 
dei  Integralzeichens  stehenden  Glieder,     Es  wird   daher  ein  Maximnm 

oder  Minimum  stattfindea,  wenn  das  Integral  ja^g'^u'dx  fBr  alle  m8g< 

liehen  Werthe  von  g  dasselbe  Zeichen  hat.  Die  Willkttrlicbkeit  der 
Fnnction  g  wird  aar  durch  die  Bedingungen  iyQ  =  0  und  ^^^  =  0  be- 
achrJtnkt.  Unsere  ganze  Transformation  beniht  indessen  auf  der  Vorane- 
setznng,  iua  "  =  Vi''!  +  Yi''a  «wischen  x^  und  a,  weder  verschwindet, 
noch  unendlich  wird.  Nehme  ich  zunächst  den  Fall  an,  dass  weder  r^, 
noch  Tf  unendlich  wird,  so  kann  auch  u  nicht  unendlich  werden,  und 
^  ist  nur  noch  die  Bedingung  zu  erfüllen,  dass  u  zwischen  iTq  und  a^ 
nirgends  verschwindet.  Ich  bestimme  nun  fi  und  y^  so,  dass  u  Air 
x  =  i7g   verschwindet   (da   ^J/o  =  Oi    's^   dies   gestattet).      Wenn   nnn   der 

Aosdrack  -^  weder  an  einem  Funkte  zwischen  den  Integrationagrenzen, 

noch  für  x  =  x^  denselben  Werth  annimmt,  wie  für  x^x^,  so  verschwin- 
det u  ffir  keinen  andern  Werth  von  x,  als  iUr  x^x^.  In  diesem  Falle 
wRre  also  unsere  TrauBformation  giltig  und  Gleichung  9)  ginge  flbei  in 


-/'« 


Wenn  nnn   ausserdem  Hq,  auf  dem  Integrationewege  sein  Züchen  nieht 
wechselt,  so  hat  i'f  für  jeden  beliebigen  Werth  von  g  dasselbe  Zeichen, 


Zur  Dnteaflnchnng  «te. 


irie  o^.  Ich  will  liier,  wie  in  ftllen  folg«adeD  F&llen  annehmen,  das« 
Ofg  positiv  ist.  DernuAcb  wäre  «nch  ^F>0  nnd  kSnnte  nnr  dann  ver- 
Hchwisden,  wenn  ^  identisch  Null,  d.  h.  wenn  g  eine  Constant«  wlre; 
da  aber  d]/  und  somit  anch  g  für  ;r  =  x,  venchwinden  mnas,  so  kann  g 
keine  andere  Constante,  als  Nnll  sein,  woraas  folgt,  dass  Sy  identiaeh 
Null  sein  mUsste.  Für  einen  andern  Werth  von  Sy  kann  i*  V  nicht  vor- 
schwiuden,  es  findet  daher  ein  Hinimum  statt. 

Dnseie  Transformation  ist  aach  noch  giltig,  wenn  u  zwar  fllr  keinen* 
Punkt  awischen  x^  nnd  x^^  aber  FBr  xssx^  rerschwindet.  In  diesem 
Falle  kann  jedoch  g  gleich  einer  von  0  verBchiedenen  Constantea  an* 
genommen  werden,  da  die  Bedingung  djf,  =  0  dann  auf  jeden  Fall  erfällt 
wird;  l?V  kann  also  snm  Verschwinden  gebracht  werden,  «Ane  dass  itf 
idenUsch  =0  ist,  und  es  wird  im  Allgemeinen  kein  Minimnm  stattfinden. 

Wenn  das  Integral  sich  noch  weiter  erstreckt,  als  über  den  Fankt, 
in  welchem  u  TOrschwindet,  so  bietet  nach  Hesse*  das  Priucip  der  Con- 
tinniUt  wenigstens  eine  Wahrecheinliehkeit  dafttr,  dass  die  aweite  Varia- 
tion anch  ihr  Zeichen  wechseln  künne.  Es  IXsst  sich  dies  indesa  anch 
genaner  beweisen,  wie  spSter  geseigt  werden  soll. 

Ich  setze  jetat  noch 

wo  y,*  nnd  f^  awei  beliebige  neue  Gonstanten  sind,   imd  werde  daan 

u> 
den   Änsdmck   —   nSber   nntersnchen.      Ich   beseichne   ihn   an   diesem 

Zwecke  mit  p.  Da  Gleichnng  6}  anch  gelten  mnss,  wenn  ich  für  u  ein- 
setse  u*  oder  ji«,  so  ergiebt  sich  ans  derselben 

wo  A  eine  Constante  beaeichnet. 

Da  Oqj  nach  unserer  Annahme  stets  >0  ist,  so  folgt  ans  10],  das« 


}'ic=y,'  =  l  so  sehe  ich,  dass  dasselbe  auch  von  -;-  —  nlt.  Ich  be- 
"       "  *  *  dx  r,  * 

aeichne  -^  mit  q  and  nehme  an,  -;-   sei  stets  trrösser  als  0,   da,   wenn 
rj  '  'da:  *  '        ' 

dieser  Ausdruck  stets  <  0  ist,  ganz  die  entsprechenden  Betrachtungen 
gelten.  Es  wird  dann  q  stets  zunehmen  und  denselben  Werth,  wie  fBr 
x  =  x^  lum  zweiten  Mal  nur  dann  erhalten  k&nnen,  wenn  es,  bis  ins 
Unendliche  gewachsen,  in  das  negativ  Unendliche  umscbUgt  nnd  dann 
wieder  zunimmt.  Wenn  dann  q  {^  x='x'  wieder  denselben  Werth  an- 
nimmt, wie  für  x^Xf^,  so  darf  nach  den  Auseinandersetzungen  diese* 

*  Crelle's  Jonnial  Bd.  M. 
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Pftragr&pben  die  obere  Grenze  des  Integnb  nicht  weiter,  hIb  bis  x'  ans- 
gedehnt  Terden,  wenn  ein  Minimum  stattfinden  soll. 

Im  Vorstehenden  ist  nfimlich  bewiesen ,  dass  die  sweite  Variation 
nnr  ">(}  sein  kann,  wenn  x^<x',  dass  sie  dagegen  auch  verschwinden 
kann,  wenn  x^  =  x'.  Wenn  nnn  w^'^a',  so  kann  d*  F  ancb  <C0  werden, 
vie  ans  folgender  Betrachtung  erbellt. 

Nimmt  q  (üt  x=^x'  znm  zweiten,  ftlr  x  =  x"  zum  dritten  Male  den 
Werth  Jo  an,  so  möge  a:,  zwischen  x'  und  oi"  liegen.  Kann  ich  nSmlich 
(Or  diesen  Fall  beweisen,  dass  kein  Minimum  stattfindet,  so  wird  ein 
solches  nm  so  weniger  vorhanden  sein,  wenn  .t^  grSsser  als  x"  ist.  Die 
in  u  und  u^  enthaltenen  Constanten  bestimme  ich  so,  dass  u,  wie  frtther, 
tax  x  =  x^  und  w'  für  a:  =  ;r,  verschwindet.  Dans  wird  q  zwischen  x' 
und  x^  nirgends  deoselbea  Werth  annehmen,  wie  fllr  Xssx^,  wohl  aber 
wird  es  awisehpn  x^  nnd  x'  einen  und  nur  einen  Werth  x\  geben,  für 
den  q  denselben  Werth  erhält,  wie  fUr  xs^Xy^.  Dem  entsprechend  wird 
•acb  u*  für  x\  nnd  ie^,  aber  ftlr  keinen  dazwischen  liegenden  Werth 
verschwinden,  folglich  anch.  sein  Zeichen  zwischen  diesen  Grenzen  nicht 
wechseln ,  ebenso  wenig  wie  u  zwischen  den  Grenzen  x^  nnd  x'.  Ist  nun 
{x)  ein  beliebiger  Werth  zwischen  ic",  und  tr',  so  kann  ich  mir  die  Con- 
stanten 7j,  y^t  7i,  y^  so  bestimmt  denken,  dass  u  nnd  u'  ftli  x^ix) 
denselben  nnd  zwar  positiven  Werth  haben;  dann  wird  auch  u  zwischen 
X(^  nnd  {pn),  sowie  u*  zwischen  {x)  nnd  tr,  stets  ^Osein.  Jetzt  erth eile 
ich  der  Variation  von  y  zwischen  a^  und  (sc)  den  Werth  tu,  zwischen 
(fr)  nnd  x^  den  Werth  tu^,  wo  t  eine  unendlich  kleine  Cdnstante  ist. 
Dann  haben  wir,  entsprechend  der  Formel  S),  in  welcher  6x  nnd  S*x  =  ii, 
g^l,  also  {7'=0  zu  setzen  ist: 

(iC) 

11)  S*lv{x,y,y')dx=     \\a,i  +  a„.^S}/^  +  a^,S'g\ 

J  IL  «J  '*=(«) 

X, 

12)  S^Tv {^.  ff.  y')  dx  =  -\  [a,,  +  ««. ^^]  dy'  + 1,, a»y|^^^^^ , 
folglich 

Nach  10)  ist  das  Zeichen  von  z ;  ei°  constantes.     Da  u  fOr  v=x' 

verschwindet,  fttr  die  nSchst  kleineren  Werthe  von  x  aber  ebenso  wie 
u'  positiv  ist,   so  folgt,  dass ',  für  x^x   negativ  ist;   dieser  Diffe- 
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rentialqaotient  maeg  also  ancb  fQr  £C  =  (o:)  negativ  sein ;  da  femer  u'^n, 
Bo  sehen  wir,  äaaa  8*  V  ftir  die  angenommenen  Werthe  von  dy  negaÜT 
wird,  dass  also  aaf  keinen  Fall  ein  Minimum  existirea  kann. 

|ä. 

Betraolitang  einea  Aoansluns&llfla, 

Es  ist  jetzt  noch  der  Fall  zn  betrachten ,  daSB  eine  der  Grössen  r, 
und  rj  zwischen  (T^  und  x^  unendlich  wird,  flir  welchen  Fall  unsere 
ScbluBSweiae  nngiltig  ist,  wie  Herr  Professor  Mayer*  in  einer  allgemei- 
neren Untersachung  bemerkt  bat.  Es  werde  r,  ftlr  x^^x)  unendlich, 
dann  ist  zunächst  möglich ,  dass  r^  zwischen  ü;^  und  d;,  weder  verschwin- 
det, noch  unendlich  wird.  Dann  kann  ich  ><  =  }'i''g  setzen,  wobei  die 
Transformation  8)  giltig  bleibt;  es  wird  also  ein  Uinimnm  stattfinden, 
wenn  nur  a^  positiv  bleibt.  Verschwindet  dagegen  r,  für  einen  Wertb 
zwischen  x^  und  (ir),  den  ich  mit  |  bezeichuen  will,  -so  wird  der  Aus- 
druck  q  =  -^    an    dieser   Stelle   0,   und   wenn   sich  x  der   Orense  (fc) 

nähert,  so  nähert  q  sich  wiederum  der  Grenze  0,  da  sein  Nenner  co 
wird.  Wenn  wir  voraussetzen,  dass  a^  stets  positiv  bleibt,  so  behält 
der  Differentialqnotient  von  q  stets  dasselbe  Zeichen,  q  moas  also  zwi- 
schen %  und  (x)  durch  oo  hindurchgegangen  sein-  Nehmen  wir,  wie 
frtlber,  an,  dass  q  stets  zunimmt,  so  wird  fUr  einen  Werth  (£),  der  zwi- 
schen (Cg  und  I,  und  zwar  sehr  nahe  an  |  liegt,  q  etwas  kleiner  als  0 
sein;  da  aber  q  aus  dem  negativ  Unendlichen  bis  0  zunimmt,  wenn  x 
sich  der  Grenze  (x)  nähert,  so  mnss  es  einen  Werth  t  zwischen  «g  und 
ix)  geben,  fttr  welchen  q  denselben  Wertb  annimmt,  wie  fUr  a;  =  ($). 
Da  zwischen  (£)  und  %  die  Differentialquotienten  von  y  nach  c,  and  Cj 
nicht  00  werden,  so  gelten  ftlr  ein  von  (|)  bis  ^  ausgedehntes  Integral 
unsere  früheren  Betrachtungen,  d.  h.:  die  zweite  Variation  dieses  Inte- 
grals kann  zum  Verschwinden  gebracht  werden,  und  es  wird  auf  keinen 
Fall  ein  Minimum  stattfinden,  wenn  das  Integral  noch  weiter  ausgedehnt 

»1 
wird;  das  Integral  j  tp{x,  y,  y)  äae  wird  also  in  dem  betrachteten  Falle 

«1 
kein  Minimum  haben. 

Ganz  das  Entsprechende  gilt,  wenn  f^  an  einer  Stelle  zwischen  {x) 
und  Xf  verschwindet.  Nur  der  Fall,  dass  r,  an  derselben  Stelle  ver- 
schwindet, an  welcher  r^  unendlich  wird,  sowie  der,  dass  jeder  der  bei- 
den Differential quotienten  an  einerStelle  zwischen  x^  und  CB,  nnendlieb 
wird,  entzieht  sich  noch  unseren  Betrachtungen. 

*  Grelle'«  Jonrnal  Bd.  69.  ^ 
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Es  ist  bemerkensvertb,  das«  die  von  Hesse  angegebene  Bedingung 
fttr  das  Stattfinden  eines  Minininma  nicht  giltig  ist,  wenn  r,  an  einer 
Stelle  CO  wird.     Wir  sehen  dies  an  dem  Beispiele 


■=/■' 


'*  cos'x  dx. 

Dasselbe  fOhtt  auf  die  Differentialgleichnng 
y'  cot'x  =  c, , 
welche  ergiebt 

und  hieraus  folgt  g=icolx;  nach  der  Hesse' sehen  Regel  wtirde  also  ein 
Hininnm  nicht  mehr  stattfinden,  weon  x^  und  X^  nm  Aiehr  als  n  von 
einander  verschieden  wären.  Aber  r^=ilgx  wird  in  einem  solchen  Falle 
awiscben  den  Integrationsgrenzen  nnendlicb;  nnd  da  r,  =  1  nie  ver- 
schwinden  kann,  so  moss  nach  den  eben  entwickelten  Regeln  stets  ein 
Hinimnm  stattfinden. 

Dsr  einzige  Fall,  der  hier  in  Betracht  kommen  kann,  ist  der,  dass 
die  Grenzwerthe  von  y,  Pq  nnd  jf,,  einander  gleich  sind,  weil  nur  dann 
Cj  =s  0  za  setzen  ist;  denn  in  jedem  andern  Falle  wflrde  t/  zwischen  den 
Integiationsgrenzen  nnendlicb  werden  nnd  wir  würden  keine  znsammen- 
hSngende  Ctirve  erhalten.  In  diesem  Falle  aber  ist  y  =  c,,  y'=0,  und 
somit  wild  das  Integral  V^O,  was  in  der  That  der  kleinste  Werth,  den 
es  erhalten  kann,  also  immer  ein  Minimum  ist,  abweichend  von  der 
HeBse'schen  Regel. 

Di«  oberen  Grenien  sind  variabel. 

Es  soll  im  Folgenden  immer  angenommen  werden,  dass  r^  nnd  r, 
endlich  bleiben.  —  Sind  die  Grenzwerthe  nicht  gegeben,  so  mflssen  die- 
■elben  Bedingungen,  die  bei  gegebenen  Grenzweitben  stattfinden,  natür- 
lich auch  erfflllt  «erden,  d.  b.  es  muss  "oj  >  0  sein  nnd  es  darf  der 
Aosdrack  q  weder  für  einen  Werth  von  x  zwischen  x^^  nnd  x^,  noch  ßr 
x^x^  denselben  Werth  annehmen,  wie  ftir  X'S'X^.  Setzen  wir  diese 
Bedingungen  als  erfüllt  Toraus  nnd  nehmen  wir  Xg  und  y,,  als  fest,  x^ 
und  gl  dagegen  als  variabel  an ,  so  ist  die  Transformation  des  §  1  giltig 
und  das  Integral  des  Auedracks  8)  oder  9)  kann  nicht  negativ  werden; 
wohl  aber  kann  das  Integral  znm  Yerscbwinden  gebracht  werden,  wenn 
g  gleich  einer  beliebigen  Constanten  gesetzt  wird,  denn  die  Bedingung 
4^1  =  0  findet  hier  nicht  statt.  Ob  somit  ein  Uinimum  stattfindet,  wird 
davon  abbSngen,  ob  der  ansserbalb  des  Integralzeichens  stehende  Ane- 
druck  für  alle  zulässigen  Werthe  von  Jy,  nnd  dtV,  grösser  als  0  ist.  Ist 
keine  Bedingnngsgleicbung  zwischen  x^   nnd  y,  vorhanden,  so  mfUsen, 
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dunit  die  erste  Varifttioii  TeiBcbwinde,  die  Ausdrucke  ag,  nuA  <f{x,y,p') 
für  «sä x^  veischwinden.  Der  in  8)  «nsMrbalb  dea  lategr&lzrächens 
stehende  Ansdmck  gebt  somit  Über  in 

14)  [''ii  +  «M- ^] ^Vi'  +  2fl,o a«, fly,  +  ^  v{x, II,  V)  ««,*, 

wobei  in  den  Ansdrflcken  a,^,  a^  n.  s,  w,  x^^x,  zn  setzen  ist.  Der 
Ansdmck  14)  mnss,  wenn  «an  Hinimnm  stattfinden  soll,  eine  poütire 
qaadratuche  Form  in  Bezog  auf  diEj  und  jf/,  sein.  Die  in  u  vorkom- 
menden Constanten  }>,  und  y,  sind,  wie  frflbeT,  so  zn  bestimmen,  daw 
H  für  x  =  aSg  Terscbwindet. 

Ist  Xi  gegeben,  y,  aber  nicht,  so  ist  leicht  mi  sehen,  das«  die  ge- 
snchten  Kriterien  dorch  das  Zeichen  des  Aosdrucks 

15)  «u  +  ««-^ 
gegeben  werden. 

Wären  die  oberen  Grenzwerthe  fest  nnd  die  nnteren  gegeben,  so 
ist  offenbar'in  dem  Ansdmcke  14)  Xf^  and  j/^  an  die  Stelle  Ton.Xj  und 
]/i  zn  setzen  und  du  Vorzeichen  des  Ansdmcks  amankehxeD. 

§6. 
Beispiel  fUr  die  Begeln  dei  vorigen  Faragraphen. 

Ein  geometrisches  Beispiel  ist  folgendes.  Es  sei  eine  Cnrve  gegeben 
und  ein  Pnnkt  anf  derselben;  an  dem  Punkte  ist  der  eine  Endpunkt 
eines  Fadens  von  gegebener  LXnge  befestigt,  während  der  andere  End- 
punkt sich  auf  der  Cnrre  bewegen  kann;  der  Faden  soll  so  gelegt  wer- 
den, dass  der  FlScbenranm,  den  er  mit  der  gegebenen  Gurre  einBchllesst, 
ein  Maximum  wird. 

Die  LXnge  des  Fadens  sei  I;  ich  betrachte  den  Bogen  i  als  nn- 
abhängige  und  den  von  dem  gegebenen  Punkte  ausgehenden  Badios  vec- 

tOT  r  als  abhängige  Variable  und  setze  ;j-='"';  femer  sei  f{r)  der  In- 
halt der  zwischen  dem  Radius  vector  und  der  gegebenen  Curve  liegen* 
den  Fläche,  so  habe  ich  das  Maximum  zu  suchen  von 


16)  ^^ff'' 


Dies  Problem  fahrt  auf  die  Differentialgleichung 

welche  iMegrjit  giebt "  r  ,i,zn,  C^OOqle 
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Ea  iat  dies  die  Gleichung  eines  Kreiaes,  deaaen  DarchmeBser  gleich  c^ 
ist.  Die  Grenzgleiehtiiig  ist,  da  der  Orenzwerth  der  anabhftngigen  Ya- 
risblen  gegeben'  und  der  der  abhängigen  verUndeilich  iat, 


20)  2rK)-    .   '    ';,  =0. 
and  mit  BerUckaichtignng  tod  Id) 

21)  2f{r,)  =  c.coi'-i^^^c.cos-. 

q  c, 

Wenn  r  und  qt  die  Folarcoordinaten  der  gegebenen  Cnrre  bezeich- 
nen, Bo  mnss  ich  haben  /> 

und  somit 

22)  ''«  =  l''l7- 

Ist  (Fig.  1)  J  der  feste  Endpunkt  und  Q  der  variable,  siebe  ich  in 
Q  eine  Tangente  an  die  gegebene  Gurre  und  orriobte  in  A  anf  JQ 
eine    Senkiechte,    die   die   Tangente   in   F  echneide,    so    ist  JQt=rj, 

AFsT^-jr-.  —  Iat  femer  jV  der  Uittelpnnkt  des  Eieiaea  und  bezüchne 

ich  den  Winkel  AMQ  mit  Sj,  so  iat  —  =  z>  und  aas  den  Gleichungen 
21)  und  22)  erg^ebt  sich 

d  F=  c,  coti  =  2M0  cot  %. 
Daraua  aber  folgt,  daaa  M  in  der  Linie  QF  liegt,  d.  h.  der  Kieisbogen 
äQ  mnss  die  gegebene  Cnrve  senkrecht  acbneiden. 

Um  die  zweite  Variation  zu  untersuchen,  beachten  wir,  dasa 


stets  negativ  ist. 

"    Vir- 

-/•)• 

s») 

«1 

^^». 

M) 

dr 

-co.'-^'. 

») 

8r 

Itr' 

8r_i-r, 

-»'-^> 

*  ist  für  den  Anfangspunkt  gleich  0;   der  Änadmck  ^—ig J 

darf  alao  au  keinem  andern  Punkte  vereohwinden ,   wns  anoh  nie  ge- 

Bobieht,  da  ^  kleiner  als  n  bleibL     Ich  habe  ferner  fUr  die  obere 

Gnuue  '  /IJ^^LT^^^X 

ITJNIVERSITY  I 


Zai  U&tenmchnng  etc. 


26)  «hl  =  -"'l  +  2r  ('•„'•.). 

27) 


=  sm ' i  cot ■* , 

c,  c,  c, 

= y-'sin -?:«n ■* -3 

c,'  Cj  c,  c, 

Der  Ansdnick  16)  vird  somit  fOr  DBflem  Fall 
29)       '>„  +  «^s."-'  =  -':o'l+2rC'-i.'-.)- 


28) 


Nun  folgt  dareh  DlfferentUtioD  der  Gleichang  22) 


oder,  wenn  wir  ^r—,   abveiohend  tod   der  frUhereD  Beaeiefaniingsweiae, 


mit  r,  rf—ä  »"t  r    bezeichnen, 

2r      r*r" 
30)  2r('-,r)=:^— ^. 

Nnn  ist,  wenn  ^  der  Erfimmangsradins  der  gegebenen  Carve  ist, 


Dadurch  geht  30)  fiber  in 

2r('-|.'-i)  =  -''o''x  +  — ^  > 
«    i  1 '   1/  ft  wn  X 

und  gemtlBS  29)  wird  die  Bedingung  fSr  das  Stattfinden  eines  Maximums 

„  r       sin2x~2xeoi2x 

Der  Krümmungsradius  QC,  welcher  den  vom  Faden  gebildeten  Kreis- 
bogen berührt,  ist  hierbei  als  negativ  anzusehen,  wenn  er  die  Fortsetzung 
des  Fadens  bildet  (Fig.  2) ,  und  als  positir,  wenn  er  die  eutgegengesetite 
Richtung  hat  (Fig.  3). 

Nehmen  wir  zunächst  den  Fall  an,  dass  die  gegebene  Curve  aas 
zwei  sich  Bcbneidenden  geraden  Linien  JT  und  TQ  besteht  (Fig.  4),  so 
ist  ^  =  00  und  es  wird  darauf  ankommen,  ob  der  in  31)  rechtsstehende 
Ausdruck  positiv  oder  negativ  ist.  Da  %  nicht  grösser  als  n  sein  kann, 
weil  sonst  der  Faden  mehr  als  einen  Umkreis  vollenden  mfisste,  so  bleibt 
der  Nenner  der  rechten  Seite  von  31)  stets  positiv;  der  Zähler  ist  gleich- 
falls positiv,  so  lange  22<257''27'l2"  ist,  dagegen  negativ,  sobald  2^ 
grösser  ist.     Nur  im  ersten  Falle  wird  also  ein  Maximum  stattfinden. 
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In  dem  allgemeinen  Falle,  wenn  üne  beliebige  Cnrve  gegeben  ist, 
ll«st  die  Ungleichung  31}  gleichfalle  eine  geometrische  Dentang  zn. 
Trägt  man  nämlich  (Fig.  5  n.  6)  aaf  der  in  Q  errichteten  Nonnale  der 
gegebenen  Cnrre  die  Länge  des  Faden«  in  positiTer  Blchtnog  ab,  so 
daaa  QS  gleich  dem  Bogen  QA  ist,  and  beschreibt  einen  Kreis,  der 
dnrcb  S  geht  nnd  den  Ereis  des  Fadens  in  J  senkrecht  schneidet,  nnd 
ist  B  der  zweite  Treffpunkt  dieses  Kreises  mit  der  Nonnale,  so  ist 

je  nachdem  2%  kleiner  oder  grösser  als  ZbT'iTli"  ist.  Bezeichne  ich 
nämlich  im  ersteren  Falle  den  Treffpnnkt  von  der  in  A  »nf  AUf  errich- 
teten Senkrechten  nnd  der  durch  R  zn  AM  gezogenen  Parallelen  mit  D 
nnd  falle  von  R  Avt  JQ  die  Senkrechte  RB,  so  folgt  ans  der  Aehnlich- 
keit  der  Drüecke  ABI>  und  JQS  die  Proportion 

r  :r  cojj  — 0Ä.cos2)[  =  /:r  —  QR.cosi^ 
aus  der  sich  die  Oleichnng  32)  ergieht. 

Das  Entsprechende  läest  sich  für  den  Fall  2j>267°27'12"  nach- 
weisen. 

Die  Bedingung  31)  zeigt  daher,  dass  im  ersten  Falle  der  Krfim- 
mungsmittelpunkt  nicht  zwischen  Q  nnd  R  fallen  darf,  im  zweiten  Falle 
dagegen  zwischen  Q  und  R  fallen  muss,  wenn  ein  Maximum  stattfinden  soll. 


Ea  tind  zwisohen  x,  und  y^  Bedlngnngigleiohnitgen  gegeben. 

Sind,  wie  im  §  4,  x^  und  i/q  fest,  x^  nnd  jf,  dagegen  variabel,  aber 
Ton  einer  Bedingungsgleichang  abhängig,  so  ist  das  Vorzeichen  des  in  9) 
AoBserbalb  des  Integralzeichens  stehenden  Aasdrucks  zu  nntersncben.  Da 
man  hei  zwei  von  einander  abhängigen  Variablen  die  erste  Variation  der 
einen  als  constant,  also  ihre  zweite  Variation  als  Terschwindend  ansehen 
kann,  so  kann  ich  S'x^O  setzen  und  erhalte  somit  folgende. Bedingung 
fBr  dos  Stattfinden  eines  Uinimums: 

33)    JL  «iJ  L  %J 

/  +  [v'C^i)  -  iioJ.  +  ''uy''.  +  «oj  A  ■  ^  J  «  *i'  +  «^  [^*S  J  >  0 . 
wobei  a:  =  Xi  zn  setzen  ist. 

Das  einfachste  Beispiel,  das  hierfür  angefHbrt  werden  kann,  ist,  von 
eiDom  gegebenen  Punkte  an  eine  gegebene  Cnrve  die  kürzeste  Linie  zn 
ziehen. 

Wir  haben  hier  . 


Dies  fährt  auf 


"'fy 


i,Go(5glc 
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y^c^x  +  c,. 
Ich  will  in  dieeem  Beispiel  die  rollatlndigen  Variationen  einfaeh  mit 
^Sd  f^Ui  beEeichuen,  da  die  partialen  gar  nicht  TorkommeD.    Dann  habe 
ich  fSr  die  Grenswerthe  die  Gleichung 

v'Cy'i)  ^ffi  +  [yC^^i  ■  yi  1  y'i)  —  »1 9'(y  i)l  *^i  =  Oi 

-pik=Äft  + -=L==«a:,  =0, 

voraas  sich  der  bekannte  Satz  eigiebt,  dass  die  Linie  eine  Normale  der 
Cnrve  sein  mnss. 

Cm  zu  nnteranchen,  wann  ün  wirkliches  Minimnm  stattfindet,  bilde 

ich  mir  den  An«drack  33).    ^a  S"^*«  ä~'^^'  *'*"  w=a^— «■£,  ist,  so 

erhalte  ich  mit  Berücksichtigung  von  34) 


Vix^^  +  iy*' 


Da  y\-^y'*=s — — ^- —  positiv  zn  nehmen  ist,  so  ma8sf^dxj*+ j^^' 

dasselbe  Zeichen  wie  iy^  haben.  Der  Ansdmck  35)  giebt  mir  daher  die 
Bedingnng 

woraus  sich  ergebt,  dass  ein  Minimum  jedenfalls  dann  stattfindet,  wenn 
die  Curve  convez  gegen  den  gegebenen  Funkt  ist;  ist  sie  concav,  so  ist 
ein  Hinimnm  nnr  in  dem  Falle  vorhanden,  wenn  der  gegebene  Pnnkt 
Bwischen  der  Cnrve  und  ihrem  Erflmmangsmittelpnnkte  liegt,  wie  sich 
dieses  Resultat  auch  mittelst  der  elementaren  Theorie  der  Maxima  nnd 
Minima  finden  Iftsst  [Herr  Prof.  Diebger  behandelt  iu  seinem  „Gmndriss 
der  Variationsrechnung"  dies  Problem  und  kommt  in  einem  Ausdruck ,  der 
dasselbe  besagt,  wie  36);  doch  giebt  er  die  geometrische  Bedentnng  seines 
Resultats  nicht  an], 

«'• 

Sowohl  di«  oberen,  als  die  D&teren  Grenxen  sind  varUbfll. 

Der  Ausdruck  8)  oder  9)  muse  für  alleWerthe,   welche  die  iij,  Sx 
annehmen  kennen,  positiv  sein.    Ich  denke  mir  jetat  irgend  awei  Werthe 
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von  iy^  nnd  Sgi-  Die  Couatanten  Yi  ii°d  Vi  ^»-^^  ich  beliebig  beeüm- 
m«n.  Der  Anadmck  9}  miiBi  positiv  bleiben  für  alle  Weithe  von  g,  bei 
welchen  ffaUo^'^o  ^^^  Qi^i^^l/i  i^^  Werden  die  Bedingnngea  des 
§  2  erffillt,  so  bleibt  das  Integral  in  9)  ftir  alle  Wertbe  von  g  positiv. 
Wenn  nnn  auch  der  ansscrhalb  des  Integralzeichens  stehende  Ausdruck 
positiv  ist,  so  wird  d*F  sein  Zeichen  nicht  wechseln  können;  diese  Be- 
dingung wird  eine  nothwendige  dann  sein,  wenn  g  so  bestimmt  werden 
kann,  dass  das  Integral  versi^windet.  Ich  verde  somit  die  Conatanten 
/,  and  ]>,  in  jedem  Falleso  zn  bestimmen  snohen,  daes  das  Integral  mm 
Verschwinden  gebraiAt  weiden  kann. 

Ich  nehme  nun  zunächst  an,  dass  die  partiellen  Variationen  dy^  nnd 
ij/^  verschiedenes  Vorzeichen  haben.  Dann  musa  Sy  an  einem  Punkte 
zwischen  a:^  nnd  x,  verschwinden.  Ich  bezeichne  den  entsprechenden 
Werth  von  x  mit  x'  und  bestimme  }>,  und  y^  so,  dass  u  für  diesen  Pnnkt 
verschwindet.     Dann  kann  ich  statt  des  Integrak  in  9)  setzen 


J  "nS*«^  ^^+J  ^g*'^'^^> 


und  ich  kann  g  gleich  einer  in  beiden  Integralen  verschiedenen  Constan- 
ten setzen,  was  die  Continnitftt  von  dy=sgu  nicht  beeinträchtigt.  Diese 
confltanten  Wertbe  denke  ich  mir  ffir  jedes  zulissige  Werthepaar  von  Sg^ 
nnd  iy,  verschieden  bestimmt,  nnd  zwar  jedesmal  derartig,  dass  cfr^Uo 
*=  jffg  nnd  tg^Ui  =  Sgj  wird.  Dann  werden  die  Integrale  versehwlnden 
nnd  wir  haben  als  nothwendige  Bedingung  für  das  Stattfinden  eines 
Minimums : 

Der  in  9)  ausserhalb  des  Integralzeichens  stehende  Aus- 
druck muss  positiv  sein  ffir  alle  Wertbe  von  ix^  und  ix^,  und 
ffIr  alle  diejenigen  Weitbe  von  6}/^  und  dy^,  die  verschiede- 
nes Zeichen  haben,  wobei  die  in  u  vorkommenden  Conatan- 
ten y^  and  y^,  alle  Werthe  erhalten  können,  für  welche  u  an 
einem  zwischen  x^  und  x,  gelegenen  Funkte  verschwindet. 

Nehmen  wir  ferner  an,  dasa  iy^  und  8y,  daaaelbe  Zeichen  haben, 
so  dUrfen  wir  g  gleich  einer  Conatanten  aeteen  nnd  hierdurch  das  Inte- 

gral  ja^g'i^dx  zum  Verschwinden   bringen,  wenn  wir  y^  und  y^  ao 

beatimmen,  dass 

37)  "o-",  =  dSo:3yi. 

da  tg«Q  =  i9o  nnd  ^gu^:=iy^  sein  muss  Setze  ich  ftr  i^  und  u^  ihre 
Werthe  ein,  so  ergiebt  sich  ans  dieser  Bedingung  zur  Bestimmung  von 
fi  nnd  7|  die  Proportion 


Zur  nntersnchung  etc. 

Darb  u  bei  dieseii  Werthea  toh  y,  und  y^  zwischen  Xg  und  fr,  nicht  ver- 
schwinden kann,  dass  wir  somit  ij/  =  tgu  setzen  dtirfen,  folgt  aus  fol- 
gender Betrachtung.  Da  dgo  und  4y,,  nach  37)  also  auch  u^  und  iij, 
dasselbe  Zeichen  haben,  so  mflsste  u,  wenn  es  überhaupt  zwischen  den 
Grenzen  verschwindet >  sein  Zeichen  an  dieser  Stelle  nicht  wechseln,  oder 
es  mässte  an  mehr  als  einer  Stelle  verschwinden.  Dos  Letztere  ist  da- 
durch auBgeacbloBBen ,  dass  die  Bedingungen  des  §  2  ernillt  sein  mllssen. 
Dass  u  verschwindet,  ohne  sein  Zeichen  zu  wechseln,  ist  gleichfalls  nn- 
möglioh,  denn  alsdann  müsste  auch  u  verschwinden  and  wir  hätten  die 
beiden  Gleichungen 

woraus  sich  ergeben  wdrde 

ds   8y' 

de,  äc^" 

■5i-"   -■ 

Wir  haben  somit  als  fernere  notbwendige  Bedingung  für  ein  Uinimnm: 

Der  in  9)  bubs erhalb  des  Integralzeichens  stehende  Aus* 

druck  muss  positiv  sein  fär  alle  Werthe  von  SXf^  und  6^^  und 

fUr  diejenigen  Werthe  von  J^q  und  dj/,,  welche  gleiches  Zei- 

cheo  haben,  wobei,  y^  und  y^  so  zu  bestimmen  sind,  dass  «t,'.u. 


Beispiel  fttr  den  vorigen  Paragraphen. 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,  behandle  ich  das  Problem,  die  kürzeste 
Linie  zwischen  zwei  Gurveu  zu  ziehen. 

Ebenso,  wie  in  dem  entsprechenden  einfacheren  Froblem  des  §  6, 
folgt,  dass  die  gesnchte  Linie  die  gemeinschaftliche  Normale  der  beiden 
Corven  ist.  —  Um  die  zweite  Variation  zu  untersuchen,  bilde  ich  den 
in  9)  ausserhalb  des  Int^ralzeicbens  stehenden  Ausdruck.  Hierbei  kann 
ich  d*a:t=0  setzen  und  u  =  x  —  x',  wo  x'  eine  noch  zu  bestimmende 
Constante  ist;  dann  erhalte  ich,  ähnlich  wie  in  §  6,  ffir  das  Stattfinden 
eines  Hinimums  folgende  Bedingung: 

Die  Quadratwurzel  hat  hierbei  wieder  dasselbe  Zeichen,  wie  [Sy].  Neh- 
men wir  an,  dass  Sg^  und  iy,  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  so 
muss  gemäss  §  7  tc'  so  bestimmt  werden,  dass  u  zwischen  x^  und  ic,  ver- 
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scliTiiidet;  &]so  tnass  die  Bedingung  39)  für  alle  zwisclien  x^,  nnd  o;,  ge- 
legenen Wertbe  von  x'  erfüllt  werden.  Dies  wird  der  Fall  sein,  wenn 
wir  die  folgenden  beiden  üngleichaugen  haben; 


40) 
41) 


x^—x 

_2M 


CJV+läJiP- 


'^t  C'yi] 


yix,'  +  [ly,f 


?'"<+l''»l'-.7j?f 


JiCo  [^gpl 


■<0, 


was   zonKchat  nothwendige  Bedingungen  fttt  das  Stattfinden  eines  Mini- 
mnins   sind.  —  Nehmen  wir  an,   dass  dy^  nnd  dy,  gleicbes  Vorseicben 
haben,  ao  ist  x'  ans  Gleichnng  37)  zn  bestimmen,  d.  h.  wir  haben 
,_x^Sj/i  —  x^  8i/o 

_  ('*=i - ^q) SSi       ,_  {iti-x^iiVo 

dy,  — dft, 


:ij  —  a:' :  «j  ~x'=  Sffo  '•  ^J/u 


und  wenn  ich 


Sj/i  —  iSa 


(a:,-^o)(dV+[^y,l')[3yol 


Ä„— a:  t= 


;,-a:.)(JV  +  [ay„]')[i!,i] 


Wenn  ich  dies  in  39)  einsetze  nnd  der  einfacbeien  Schreibweise  wegen 
die  Klammem ,  in  denen  die  VsTistionen  stehen ,  fortlasse ,  so  erhalte  ich 

Sa, 


42) 


dx,  yy, 
yix^'+l),' 


,  Hix,'+i,,')  «f.  -  («»,■  +  Jy,')  Jji,] 


3yo 

f>0- 


-; "'•  ,[(<»,'+W)a».-(iV+a.».')'gil 

(«1— ^o)^i'il'^V+^yo 


(/«V  +  'So' 

Sind  die  Coordinaten  des  KrUmmungsmittelpnnfetes  «oi  ^oi  ">"?• 
^1 ,  nnd  die  Erümmnngsradien  Pg  nnd  (| ,  so  habe  ich  «llgemein 

43) 
44) 

45) 

Hieninich  geht  42)  nach  geeigneten  Trausfonnationen  über  ^iii()(>g[(; 
Z^llwkilft  f.  UatlMBaUk  d.  Thjilk,  ZZJll,  t,  W  ^ 


ysx'+is' 

0 

ix 

u-ß 

ix 

X—  a 

"in 

u- 

Znr  UnterBncbang  etc. 


tiK-'i)     »ji  (»i-''t)'t.'  +  (»i.-«o)'gi'    j^  j 

«.fil«i-":oll!'«-/»o)lJ'i-ft)l*o-«oH*i-"i)      ' 


'■<"■—»'      ,<».->0. 


47) 


Damit  dieser  Ansdrack  eine  de£aite  quadratische  Form  ist,  rnnsB  man 
haben 

( f.*e,'(«.-«.)V":,-«,)n(«.-«,K«,-'>.)  -*(«.-«.)(«,-«,)] 
-}».•(«,-",)■- ie.'(«.-».)'>0- 

Beachtet  man,  dasi  — — ~=  -i -,  so  gebt  47)  über  in 

48)  K-«o)'(a:.-",)''(^,-*a)(«i-'')<0- 

Damit  46)  nnn  anch  eine  positive  Form  wird,  mnss  pi (:>:(,  — «1)^0  sein. 
Da  die  Quadratwurzel  des  Ausdrucks  42)  dasselbe  Zeichen  haben  musa, 
wie  dy,  so  folgt  ans  43)  und  44),  dass  das  Zeichen  von  ^i  gleich  dem 
von  x  —  it  zu  nehmen  ist.  Die  letztere  Bedingung  kann  ich  also  aaah 
schreiben 

49)  K-«,)(a:<,-«,)>0. 

Zu  diesen  Bedingungen  konunen  noch  die  früher  gefundenen  40)  und 
41),  welche  sich  schreiben  lassen 

61)  -i->-i^ 

und  flir  alle  zwischen  x^  und  a*,  liegenden  Werthe  von  x'  erfüllt  werden 
mtlBBen.  Die  vier  Ungleichungen  48)  bis  51)  bilden  somit  die  nothwen- 
digen  nnd  hinreichenden  Bedingungen  fttr  das  Stattfinden  eines  Minimums. 

JB  sei  die  gemeinschaftliche  Nonnale  der  beiden  Curven,  a  der 
Krttmmungsmittelpunkt  der  ersten  Curve  im  Punkte  A,  b  der  der  swäten 
Curve  im  Punkte  B.  Sind  die  beiden  Cnrren  convex  gegen  einander, 
wie  in  Fig.  7,  so  ist  3^o>*ot,*i<«'t,  «i>«cii  folglich  werden  sXmmtlicbe 
Bedingungen  erfallt  nnd  es  findet  sicher  ein  Minimum  statt.  Sind  die 
Curven  concav  gegen  einander,  wie  in  Fig.  8,  so  ist  s!^<^Uf„  ir,>ai, 
soll  somit  die  Bedingung  48)  erfüllt  werden,  so  muss  Uj'^a^  sein;  in 
diesem  Falle  wäre  aber  x^  sicher  kleiner  als  a^,  folglich  würde  die  Be- 
dingung 49)  nicht  erfüllt  werden;  es  kann  somit  kein  Minimum  stattfinden. 

Ist  die  Curve,  auf  welcher  der  Anfangspunkt  liegt,  concav  gegen 
diejenige,  auf  der  der  Endpunkt  liegt, -diese  aber  gegen  jene  convex, 
wie  in  Fig.9  nnd  10,  so  haben  wir  fo<Og,  x,<a,,  somit  sind  die  Be- 
dingungen 49)  und  50)  erfüllt;  die  Bedingung  48)  dagegen  wird  nur 
dann  ereilt  sein,  wenn  iio>a,,  wie  in  Fig.  10,  und  da  dann  auch 
ao>Zj,  so  ist  auch  51)  erfüllt.  Nor  Fig.  10,  nicht  aber  Fig.  9  wird  uns 
ein  Hinirnnm  liefern.  * 
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Ist  amf^ekehrt,  wie  in  Fig.  11  and  12,  die  AnfangBcnrve  gegen  die 
Endenrve  convex  nnd  diese  gegen  jene  concav,  so  habe  ich  Xg^a^, 
£C,>«(,,  alao  Bedingung  51)  ist  erfällt;  Bedingung  4S)  wird  wieder  nur 
dann  erfüllt  sein,  wenn  ag^  tf,,  wie  in  Fig.  12,  nnd  da  in  diesem  Falle 
^a>BiT  80  sind  auch  die  Bedingungen  49)  und  50)  erf&llt.  Ntit  Fig.  12, 
nicbt  aber  Fig.  II  wird  ein  Hinimnm  geben. 

Die  Fignren  7,  10  und  12  stellen  uns  somit  die  FKlIe  dar,  in  wel- 
chen ein  Minimum  stattfindet,  nnd  die  Fignren  8,  9  nnd  11  diejenigen 
Fälle,  in  welchen  ein  Minimum  nicht  TOthanden  ist.  Das  Kesnltat  un- 
serer UnterBnchuDg  ist  daher  folgendes: 

Die  Strecke  A  B  wird  das  Minimum  des  Entfernung  der  beiden  Cur- 
Ten  stets  dann  darstellen,  wenn  dieselben  in  den  Punkten  A  nnd  B  con- 
vex gegen  einander  sind ;  es  wird  nie  ein  Minimum  stattfinden ,  wenn 
beide  Cnrren  concav  gegen  einander  sind ;  ist  die  eine  gegen  die  andere 
concar  nnd  diese  gegen  jene  convex,  so  wird  ein  Minimum  nur  dann 
statthaben,  wenn  J  nnd  a  beide  zwischen  B  nnd  b,  oder  B  und  b  beide 
Bwischen  A  und  a  .liegen. 

Königsberg,  3.  Harz  1878. 
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xvn. 

Oflcillatorisehe  Bewegnng  eines  verlängerten  Botatlons- 

ellipBoids  infolge  der  Anziehung  eines  weit  entfernten 

Punktes. 

Von 

Dr.  Arnold  Giesen. 

ffieiau  Taf.  VI,  Fig.  18  —  16. 

§  1.  BeBtiDunnng  dar  an  dem  Ellipioid  wirkenden  Kr&fto. 
Anf  ein  homogenes,  verlängertes  Botati onsellipsoid  (Fig.  13),  wel- 
ches nm  seinen  festen  Mittelpunkt  drehbar  ist,  wirkt  nach  dem  Newton- 
sehen  Graritationsgesetze  ein  weit  entfernter  materieller  Pnnkt.  Der 
Badins  des  Aeqoatora  des  Ellipaoids  sei  a,  die  halbe  Botationsaze  sei  e. 
Wir  legen  femer  ein  rechtwinkliges  Ooordinaten System  zu  Gmnde,  dessen 
(T^-Ebene  in  die  Aeqnatorebene  des  Ellipsoids  ^llt  nnd  dessen  xz-Ebene 
den  anziehenden  Funkt  ft  enthXlt;  die  Coordinaten  des  letzteren  seien  « 
und  r  (entsprechend  x  nnd  z).  Dabei  ist  der  Mittelpunkt  des  Ellipsoids 
der  Coordinatenanfangspnnkt  and  die  Coordinatenazen  sind  Hanptträg- 
beitsaxen.  Ein  Punkt  des  Ellipsoids  habe  die  Coordinaten  x,  y,  x,  dann 
ist  die  Entfemnng  desselben  von  (i,  welche  wir  r  nennen  wollen, 


Die  Anziehung,  welche  der  fragliche  Pnnkt  von  fi  erleidet,  ist  also 
(i.dm.f 
^      > 

wenn  fi  nnd  dm  die  Hassen  der  beiden  Punkte  und  f  die  constante  Ele- 
mentaran Ziehung  bedeuten.  Die  Coroponenten  dieser  Anziehung  nach 
den  drei  Axen  sind 

fifdm{«-a:)  ^fdms       ^fdm(y-z) 

r«  '  r»       '  H  ■ 

Für  r  wollen  wir  jetzt  einen  genäherten  Ausdruck  setzen.  Dazu 
nennen  wir  die  Entfernung  des  Punktes  n  vom  Mittelpunkte  des  Ellip- 
soids R  und  haben  dann 


Osoillatorisofae  Bewegung  etc.    Von  Dr.  A.  GmBaM. 


=«^1 Ji — + — ^i — , 

demoach  also 


1- 


Nach  noBerer  Annahme,  dass  fi  aahr  weit  entfernt  aei,  ist,  da  a,  y 
and  A  Toa  derselben  Oidnang,  dagegen  ai,  y,  t  gegen  die  etsteren  GrSuen 
■ehr  klein  sind,  ./       .       \ 

aehi  klein  von  der  ersten, 

a^  +  y'  +  ^' 

dagegen  von  der  zweiten  Ordnung.  .  Letztere  Grösse  kann  aUo  aasser 
Acht  bleiben.  Entwickeln  wir  nun  den  vorliegenden  Aasdrnck  nach  dem 
binomischen  Satze  nnd  lassen  diejenigen  Glieder  der  Entwickelnng  weg, 
welche  klein  von  höherer  Ordnnng  sind,  so  kommt 

und  daraus  endlich  fo%en  dnrch  Substitution  in  obige  Gteichnnges  der 
drei  Ansiehnngacomponenten ,  welche  der  Punkt  (a-,y,  t)  von  f*  erleidet, 

I)  j  r=-,/.„-^[.+3:i±f], 

Solche  Kräfte  wirken  an  jedem  Funkte  des  EUipsoids.  Sie  setzen  sich 
£u  einer  Besnltante  im  Ursprünge  susammen,  deren  mit  den  Axen  pa- 
rallele Componenten  folgende  sind: 

£x,  zr,  £Z, 
nnd  zu  einem  Paare,  dessen  nach  den  Axen  gerichtete  Componenten  der 
GrSsse    und    dem   Zeichen    nach    durch    folgende    Ausdrtlcke    dargestellt 
werden: 

L  =  £{yZ-zr),     M=£{zX~xZ),     If=£ixY~-yX) 
oder  nach  Substitution  obiger  Ausdrucke  fHr  die  Kraftcomponenten 


X= 


-^-^^1'+'"-^']. 


" —£  —  i>-i  •"■■ — 51 — -|*-rw ii, —  1-  ^  1 

Coogle  • 


Osclllatoiiscbfl  Bew^nng  ete. 


Die  Summen  sind  netUtlicb  Aber  die  ganze  Uasae  des  Ellipaoids  anazn- 
dehnen.  Beachten  wir  non,  daas  der  Urspiung  im  Schwerpunkte  des 
Ellipsoids  liegt  nnd  dMS  die  Coordinatenaxen  die  Hanptträgheitaaxen  des 
Ellipsoids  sind,  so  sieht  man,  dass  folgende  Summen 

Zxdm,      üy  dm,      Zzdm, 

£xt/dm,  Zxzdm',  Zyzdm 
sämmtlich  gleich  Null  werden.     Demnach  werden  ohige  Componenten  des 
Gegen  paares : 

II)  i  =  0,     M=Zyif^Z{t*~x^äm,     JV=0. 

Diese  Werthe  zeigen,  dass  die  Axe  des  Tesaltireuden  Gegenpaares  nach 
der  jp-Axc  gerichtet  ist,  das  Gegenpaar  demnach  in  der  Ebene  liegt, 
welche  durch  die  Axe  des  Ellipsoids  nud  den  angrenzenden  Punkt  geht 
Bezeichnen  wir  dasselbe  fortan  mit  G,  am.  mit  M  die  Uasse  des  Ellipsoids 
bezeichnen  zu  können,  so  haben  wir  weiter 

oder  weiter 

«  =  3.^U[f(«.  +  0-|c..+.-)], 

indem  S[t*-\-y*)dm  und  £{x*-\-y*)dm  die  Trägheitsmomente  des  Ellip- 
soids bezüglich  nach  der  x>  und  £-Aze  sind,  welche  die  Werthe  haben 


Nennt  man  9  den  Winkel,  welchen  die  Linie  R  mit  der  Botaüoos- 
axe  c  bildet,  so  ist 

y  =  Rcos&,     u  =  Rsm9, 
so  dasB  wir  endlich  fUi  das  Gegenpaar  folgenden  Ausdruck  erhalten: 

III)  b  ^ V~Sä ~~  *'"*  C0S9. 

Ein  positives  Paar  strebt  bekanntlich  eine  Drehung  herrorznbringen, 
durch  welche  die  positive  z- Axe  in  die  positive  «-Axe  gelangt.  Ist  also 
das  Ellipsoid  ein  abgeplattetes,  so  strebt  G,  die  ungleiche  Axe  des  El- 
lipsoids senkrecht  zu  stellen  zur  Verbindungslinie  B;  ist  dagegen  das 
Ellipsoid  verlüngert,  so  strebt  das  Paar,  die  ungleiche  Axe  in  jene  Ver- 
bindungslinie zu  drehen.  Der  letztere  Fall  ist  es,  welcher  uns  hier  an- 
geht. In  beiden  Falles  ist  das  Ellipsoid  im  Gleichgewichte,  sowohl  wenn 
seine  ungleiche  Axe  in  die  gedachte  Linie  R  fällt,  als  wenn  beide  auf 
einander  senkrecht  stehen.  Bei  abgeplatteten  Ellipsoideu  ist  ersteres  die 
labile,  letzteres  die  stabile  Gleichgewichtslage,  umgekehrt  bei  verlKoger- 
jten  EUipsoiden. 
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§  2.    Zveite  BMtJmmnngmiathod»  dar  an  dem  XUipaoid  wirkeaden 
Er&fte. 

Wir  wollen  jetzt  sehen,  wie  sich  dieselbe  Formel  fUr  das  Gegen psar 
aas  der  allgemeinen  Formel  für  das  Potential  eines  Ellipsoida  ableiten  Ittsst. 

Das  Potential  eines  homogenen  Elüpsoids  mit  den  Halbaxen  a,  6,  c 
in  einem  änssern  Punkte  (z,  9,  z)  wird  bekanntlich  ansgedrttckt  durch  die 
Formel  „> 

wenn  a  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 

*"  u»  i» 

darstellt.  t  -r  t 

Hieraus  findet  man  zunächst,  wenn  zur  Abkürzung 


gesetzt  wird, 


"'•    .1..  fi'  2» 


dV. 


^'ß 


1'    2z 


Ualtiplicirt  man  diese  drei  Aosdrficke  noch  mit  der  constanten  Dichtig- 
keit 9  des  Ellipsoida,  der  Masse  ft  des  angezogenen  Punktes  und  der 
Constanten  El ementaran Ziehung  f,  $o  erbSlt  man  die  Componenten  der 
Kraft,  welcbe  das  Ellipsoid  auf  den  Punkt  ft  ausübt. 

Sowie  aber  das  Ellipsoid  den  Punkt  fi  anzieht,  zieht  auch  dieser 
das  Ellipsoid  an,  beide  Kräfte  sind  entgegengesetzt  gleich.  Die  Rich- 
tung der  Kraft,  der  das  Ellipsoid  nnterworfen  ist,  geht  durch  {x,y,f) 
und  ihre  Componenten  sind  entgegengesetzt  gleich  den  vorherbestimmten. 
Für  uneem  Fall  ist  das  Ellipsoid  ein  Botations ellipsoid,  wir  setzen  daher 
«3=6;  der  Punkt  (s,ii,t)  liegt  in  der  xz-Ebene,  seine  y-Coordinate 
ist  daher  gleich  Nnll  und  folglich  auch  die  ji-Oomponente  der  An- 
ziehung. Fttr  die  beiden  anderen  Componenten  erhalten  wir  also  die 
Ausdrucke 


Jf^2nf(ia'c7t'.x 


7  ia»+iyic 


(a*+iy(<^+l)%' 


..Cookie 
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Die  Integrale  sind  nicht  mebr  elliptiacb,  sondern  führen  im  Falle 
des  verUngertea  Ellipsoids  auf  logarithmische,  im  Falle  des  abgeplatteten 
anf  cyclometriscbe  Ausdrücke.  Wir  kannten  dieselben  entwickeln  und 
nuter  der  Vor&nssetznng,  dass  der  Pnnkt  (ic,  0,  z)  sehr  weit  entfernt  ist, 
Tereinfachen;  viel  einfacher  wird  es  jedoch  setn,  die  IntegratansdrUcke 
direct  xa  vereinfachen.  Zunächst  kommt  es  anf  die  Bestimmung  von  c 
an.     Diese  Grösse  bestimmt  sich  jetst  aus  folgender  Gleichung: 

Es  ist  klar,  dass,  je  weiter  der  Punkt  (x,  0,  i)  entfernt  ist,  das  durch 
diesen  Pnnkt  gehende  confocale  Ellipsoid  sich  immer  mehr  der  Rngel 
n&bert;  trotzdem  ist  es  aber  nicht  gestattet,  a  geradesu  ^a^  +  z'  an 
nehmen,  obschon  diese  Annahme  uns  in  Bezug  auf  das  Gegenpaar  cnm 
richtigen  Besnltate  führen  würde.  Die  Bestimmungsgleichung  für  «  er- 
giebt  aUo       ;^(c'  +  9)  +  z\a*+t)  =  (a*+a)(c»+o), 

woraus  für  die  positive  Wurzel  nach  dem  binomischen  Satse  folgt 

"  2  "•'  2  "•"    a:»  +  s«-fl»-c» 

wenn  wir  uns  anf  die  Glieder  der  zweiten  bis  nnllten  DimensioD  be- 
schränken^ Glieder  der  ersten  Dimension  enthält  der  Ansdruck  nicht. 
Uit  einer  ersten  Annäherung,  für  welche  e^x*-\-z'  zu  setzen  wäre, 
dürfen  wir  uns  hier  darum  nicht  begnügen ,  weil  nach  einer  solchen  das 
Ellipsoid  von  dem  unendlich  fernen  Punkte  so  angezogen  wird,  als  wenn 
seine  Hasse  im  Mittelpunkte  vereinigt  wäre,  wobei  also  das  Gegenpaar, 
auf  welches  es  uns  gerade  ankommt,  vemacblttssigt  wird.  Um  sicher  in 
gehen,  setzen  wir  also 

Nun  entwickeln  wir  die  Werthe  von  ^  und  Z  weiter.  Die  IntegraÜons- 
variable  (  durchläuft  nur  sehr  grosse  Werthe;  also  k&nneu  wir,  um  den 
Ausdruck  für  JT  zuerst  zu  behandeln,  setzen 

(,.+-)v+-?'='°'+''"'''+""'°'-''-('-'t')('-*t) 

Hieraus  Mgt  durch  iDtegrstion 
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nnd,  indein  wir  für  «  den  obigen  Werth  setzen, 


fr 


4a' 4-0* 


(»■+()'(<:'+l)l>      '/■,..  ...iÜhifilV  *         («^•+«')»" 


wobei  im  letzten  Qliede  fdr  a  einfach  a^-\-z*  gesetzt  wurde,  welches 
jedenfalls  gestattet  ist.  Hierans  folgt  nnn  daich  Entwickelnng  des  ersten 
Gliedes 


fl 


•  1  a'i'  +  g'»'      4a'+e'  1 

(»•+i)'(«'+')»~'(«'+«7''"'"  («■+•■)■*         6      («■+.•)■'• 


Das  zweite  Glied  ist  seines  Zählers  wegen  tod  derselben  Ordnung  wie 
das  letzte.     Ans  dieser  Formel   ergiebt  steh  sogleich  X,   wenn  wir  die 
Entfernung  des  anziehenden  Fanktes  vom  Mittelptuikte  wieder  mit  R  be- 
zeichnen ; 
I)   Z  =  M,a'c,-g,  +  if.ff^o^^ i J^^,„.,„^_^. 

Nun  müssen  wir  z  bilden.     Wir  haben  ganz  wie  vorhin 

(7.+,)(U.y°^'('+T')"'^''-('+T)"'" 

='-"('-?)('-*-r)-='-K-T'-»?) 

1        ,  ia'  +  Sc' 
=  ^7.-l— ?Ä— 
and  hierans  durch  lateguüon 


A 


.1        |2a'  +  3c' 
(a'+l)(c"  +  l)''-~*0'-      *        ?r~ 


tjiT        ;i?  *       TP 

nnd  demnach 

HStten  wir  früher  «  direct  =ix*+t*  gesetzt,  so  wttrdea  die  FormelD 
fllr  X  nnd  Z  die  zweiten  Glieder  nicht  enthalten. 
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Die  beiden  Aafangsgliedei  ia  den  Anadrücken  für  X  und  Z,  welche 
wir,  indem  wir  wieder  mit  M  die  Muse  des  EUipsoids  bezeichnen,  anch 
so  schreiben  kOnnen; 

stellen  die  Componenten  der  Anztehnng  dar,  welche  das  £llipsoid  erleiden 
wttrde,  wenn  seine  Masse  im  Mittelpunkte  vereinigt  wKre;  ihre  Resul- 
tante trägt  natürlich  zur  Bitdang  des  Gegenpaares  nichts  hei.  Ebenso 
wenig  die  folgenden  beiden  Glieder: 


Die  Besnltante,  welche  ihnen  entapricht,  geht  offenbar  auch  durch  den 
Mittelpunkt  des  EUipsoids.  In  Bezug  anf  das  Gegänpaar  hätten  wir  alao, 
wie  wir  jetzt  sehen,  keinen  Fehler  gemacht,  wenn  wir  nraprünglich 
<F  =  a;'-f-z'  gesetzt  hätten;  im  Ausdruck  für  die  Eiaftcomponenten  wur- 
den aber  dadurch  die  Glieder,  welche  mit  denjenigen,  von  welchen  das 
Gegenpaar  herrührt,  von  gleichem  Bange  sind,  fehlerhaft  geworden  sein. 
Da  es  uns  also  zunächst  auf  die  Berechnung  des  Gegenpaares  ankommt, 
SO  brauchen  wir  hlos  die  letzten  Theile  der  Componenten  in  Betracht  an 
ziehen  und  setzen  dämm 

(ir)  =  -|^/"pa«CH ^ ,     (Z)  =  — |^/-^a»cw ^j . 

Bedenkt  man  nun,  dass  das  Gegenpaar  den  Werth  bat 

G=^zX—xZ, 
so  erhält  man  für  dasselbe  den  Ausdruck 

IH)  G  =  \H^f''-^xz, 

wie  in  §  1. 

Wenn  es  sich  nm  den  Druck  handelt,  welchen  der  feste  Hittelpunkt 
des  Ellipaoids  ansznhalten  hat,  so  ist  derselbe  gleich  dar  Resultante  ans 
den  oben  bestimmten  vollständigen  Componenten  X  und  2;  in  erster 
AonäheruDg  kann  man  sich  hier  auf  die  Glieder  der  höchsten  Dimension 
beschiänken,  also  den  Dmck  gleich  setzen  der  Resultante  von 

nämlich  gleich 

&  ■ 

Derselbe  ist  dann  vom  Uittelpnnkte  nach  dem  anziehenden  Pnnkte  ge- 
richtet. Infolge  der  darch  die  Bewegung  entstehenden  Schwungkräfte 
erleidet  die  Drehaxe  keinen  Druck,  weil  sie  eine  Hanpiträgheitaaze  ist, 
auch  nicht  einmal  der  feste  Mittelpunkt,   weil  er  der  Sehweipuukt  ist. 
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S  3.     Oseillation  ohne  An&n^igBBohwindigkwt. 

Wir  bringen  du  EUipBoid,ia  eine  solche  Lage,  dass  seine  ungleiche 
Axe  mit  der  Linie  R  den  Winkel  9o  bildet,  nnd  ttberlassen  es  sich  seibat- 
Die  Aze  des  ErSftepaares ,  welches  von  der  Anziehung  des  Panktes  (i 
herrtibrt,  liegt  in  der  y-Axe,  also  in  einer  HanpttrSgheitsaze.  Nach 
einer  bekannten  Eigenschaft  der  H(.aptträgheitsazen  dreht  ea  daher  den 
KSrper  um  die  i/-Aze  gerade  so,  als  wenn  diese  fest  wSre;  wir  haben 
daher  sar  Erforschung  der  Bewegnngsgesetze  die  Formeln  der  Bewegang 
am  eine  feste  Aze  anzuwenden.  Nach  dem  d'Alembert' sehen  Princip 
niTus  die  Arbeit,  welche  das  Oegenpaar  in  dem  Zeitelemente  bei  jeder 
mit  der  Verbindung  verträglichen  Veischiebang  verrichtet,  derjenigen 
gleich  sein,  welche  jene  ErSfte  verrichten  würden,  welche  den  frei  ge- 
dachten Punkten  die  wirklich  stattfindende  Bewegung  ertheiJen  würden. 
WShreud    des    Zeitelements    verrichtet   nnn  G    die   Arbeit  G  d&i    die  ihr 

gleiohznsetzende  Arbeit  ist  ~  ^'Ts'^^>  ^*>  ^  ^"^  TrägfaeitsmomeDt  für 

die  UmdrehnngSBze  ist  and  den  Werth  hat  —  (a'+c*).  Daher  haben 
wir  die  Bewegnngsgleicbang 

d»»      •    3^Ac*-o*)    .   ^       ^ 

Diese  Qleichnng  zeigt,  daas  (bei  gleicher  Anfangselongation)  alle  Ellip- 
soide  ganz  in  derselben  Weise  schwingen,  für  welche  der  Aosdmck 
<^  —  a*  .  ■ 

-s—, — i  derselbe  bleibt.  Dies  bt  aber  offenbar  der  Fall  iüt  alle  mit  dem 
<^  +  a* 

gegebenen  ähnlichen  EllipBoide  nnd  auch  nur  für  diese.     Denn  wenn 

—=—   ist,    so    ist   auch   c'*:a'=e*:t^   and    auch    (c'<— «'•):(c'*+o'*) 

^(c* — a*)i{c*+a')  und  umgekehrt.  Unabhängig  sind  die  Umstände  der 
Bewegung  von  der  DichUgkeit  des  gegebenen  ElUpsoids. 

Ehe  wir  die  Bewegungsgleicbnng  weiter  behandeln,  können  wir  schon 
sofort  eine  interessante  Frage  untersuchen.  Wie  man  nämlich  die  Be- 
wegung eines  zusammengesetzten  Pendels  auf  die  eines  mathematischen 
zurückführt,  so  mnss  auch  hier  gleich  die  Vermuthnng  entstehen,  daas 
sich  auch  die  Bewegung  des  Ellipsoids  durch  ein  einfacheres  System  dar- 
stellen lasse.  Dass  sie  sich  nicht  durch  einen  einzigen  mit  dem  Mittel- 
punkte fest  verbundenen  Punkt  darstellen  lasse,  wie  beim  zusammen- 
gesetzten Pendel,  ist  klar,  da  ein  solches  System  senkrecht  zur  Linie  A 
kein«  Oteichgewichtslage  hat,  was  bei  dem  EUipsoid  der  Fall  ist.  Viel- 
leicht-aber  wird  sich  die  Bewegung  des  Ellipsoids  darstellen  lassen  durch 
ein  System  von   zwei  Punktes  J  und  B  von  gleicher  Masse  m,  welche 
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durch  eine  nuissenloae  Linie,  beiderseits  vom  Urspninge  gleichweit  ent- 
fBrnt,  verbanden  sind,  die  sich  nm  den  Ursprung  drehen  kftnn.  Die 
halbe  LKnge  des  Hebels  sei  /,  9  nod  R  behalten  ihre  Bedentnng  (Fig.  14). 
Die  Componenten  der  Anziehung,  welche  A  erleidet,  sind 

diejenigen,  welche  B  erleidet,  sind 

— i-  —   und  — ö-  -; , 

V   *■»  V   '^ 

wenn   r^   und  r,  die  EDtfemuDgen  bezUglicb  der  Psnkte  J  und  B  vom 

anziehenden  Funkte  (t  bedeuten.     Die  letzteren,  d.h.  die  z-Coipponen- 

ten,  erzeugen  keio  Paar.     Nun  i«t 

rj*=  «*  +  ;»  — 2äIcö*»,     r,»=Ä»  +  i*  +  2Ä;cM», 
also 


1 

=  (R»  +  p_2B/ 

cos9)- 

•h  = 

1      3IC0I« 

1 

=  {R^  +  P  +  2Rl 

coid)- 

%  = 

1      31C0S& 

.lao 

ind  d 

e  I- 

Componenten  dei 

an  A  und 

B  witkenden  Kräfte 

..d=sf-- 

DU  beiden 

Componenten 

an  beiden  Punkten  erzeugen  kein  Paar,  sondern  holten  sich  doa  Gleich- 
gewicht.    Die  beiden  Theile,  welche  das  Paar  erzeugen,   sind  also  nnr 

+ -^ -"d fi* ■ 

Der  Hebelarm  des  Paares  ist  21  und  also  das  Paar  selbst 

R^ 
Das  aus  der  stattfindenden  Bewegung  abgeleitete  Paar  ist 

-/^ 
^  dfl' 

wenn  .'  das  Trägheitsmoment  der  beiden  Fnukte  in  Bezug  auf  die  Dreh- 

axe  ist;  dieses  ist  ^2ml*.     Daher  wird  die  Bewegangsgleichung 

dt*~  B» 

Die  Bewegung  hängt  hiernach  also  gar  nicht  von  der  Hasse  der  beiden 
Funkte  A  und  Bf  auch  nicht  von  ihrer  Entfernung  l  ab,  sondern  nur 
von  der  Lage  des  anziehenden  Punktes,  seiner  Masse  und  der  constan- 
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ten  ElementaraDziehnng  (and  der  Anfangsamplitnd«) ,  was  fSr  elektro- 
metrische  Beobacbtnngen  inteiessant  sein  kann.  Ein  solches  System  ist 
daher  nicht  geeignet,  die  Bewegung  unseres  Ellipsoids  darzastellen.  Be- 
merken wir  noch,  dass  eine  homogene  Linie  von  beliebiger  Länge,  welche 
im  Mittelpunkte  antersttttst  ist,  gerade  so  schwingt,  wie  die  beiden  Pnnkte 
Ä  and  £,  indem  alle  ihre  Pankte,  wie  vorhin  bemerkt,  gleiche  Winkel- 
geschwindigkeit haben.  — 

Veisncben  wir  jetzt,  ob  sich  die  Bewegung  des- Ellipsoids  nicht  durch 
ein  System  von  vier  Punkten  von  gleicher  Masse  m  darstellen  Ifisst, 
welche  durch  zwei  massenlose  Linien  verbunden  sind  und  beiderseits  vom 
Durchschnittapunkte  dieser  Linien  gleichweit  abliegen,  üeber  die  zwei 
Verbindungslinien  machen  wir  zwei  verschiedene  Voraussetzungen,  Erst- 
lich seien  dieselben  gleich  lang,  aber  der  von  ihnen  eingeschlossene 
Winkel  2^  sei  noch  anbestimmt.  Die  Halhimngslinie  dieses  Winkels 
nehmen  wir  zur  £-,  die  seines  Nebenwinkels  zur  cr-Axe;  der  Pnnkt  ^ 
liegt  nattirlich  in  der  Ebene  des  Systems.     An  der  Linie  A  B  wirkt  nun 

B? 
und  an  der  Linie  AB'  das  Paar 

6i?itt//*cos(g-Hy)>tn(ff-Hiio) 

S? 
am  ganzen  System  wirkt  demnach  das  Paar 

5^"  [™2(*-rt  +  »>.2(»+rtl  =  "■■'■^■""'''  «■»»».». 

Das  TrigbeitsmomeDt  des  Systems  ist  4ml',  also  die  BewegsDgsgleicbnng 

-^  = j5_c..*m». 

Die  Bewegung  dieses  Systems  ist  daher  ebenfalls  unabhängig;  von  der 
Länge  der  Hebelarme,  weshalb  zwei  gleich  lange,  in  ihrer  Mitte  an  ein- 
ander befestigte  homogene  Linien  ebenso  wie  die  vier  Punkte  schwingen. 
Da  die  Bewegung  aber  von  dem  Winkel  91  abhängt,  so  lässt  sich  diese 
Gleichung  mit  jener  fflr  das  Ellipsoid  idendficiien.  Wir  brauchen  näm- 
lich nur  <^'29>c=-j^-^  zu  setzen,  woraus  sogleich  folgt 
^/l- cos  2  9.      « 

Verbindet  man  also  einen  Pol  unseres  Ellipsoids  mit  einem  beliebi- 
gen Pankte  des  Aeqnators,  so  bildet  diese  Verbindungslinie  mit  der 
Polaraxe  den  gesnchten  Winkel  ^.  Noch  ist  zn  bemerken,  dass  wir 
nicht  notbwendig  homogene  Linien  zu  nehmen  brauchen;  die  Dichtigkeit 
kann  vielmehr  von  Null  aus  ganz  beliebig  Tariiren,  wenn  sie  nur  zu  bei- 
den  Seiten  von  Null  aus  gleichmlsaig  vanirt.  '  I C 
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Wir  machen  jetzt  die  Eweite  Vor&nsaetztiDg,  dus  nXmlich  die  beiden 
VerbindQiigslinien  auf  einander  senkiecbt  Bteheo,  aber  das  VerhSltniu 
ihrer  Längen  noch  onbestimmt  ist.  Nimmt  man  die  Linien  selbst  zd  des 
Äxen  der  X  nnd  z  and  Ittsst  &  und  Jl  ihre  fTfihera  Bedentang,  so  wird 
das  Paar,  welches  an  der  Linie  JB  wirkt,  nach  dem  Obigen  dargestellt 

'■'•"''  ,  6»|./-I'c«»..n» 

■•■.«• 
das  an  der  Linie  ^'^  virkende  dagegen  dnrch 

«■ 
also  das  am  ganzen  System  wirkende  durch 


Das  Tr&glieitsmoment  ist  2m{P+f^],  also  die  Bewegnngsgleichnng 

wir  haben  also  nnr  zn  setzen 

P-f     c'-a'     ,       (       e 

nm  sofort  wieder  die  Bewegnngsgleichang  unseres  Ellipsoids  zn  erhalten. 

Nach  dieser  Digression  kehren  wir  nan  enr  Bewegangsgleicbang  an- 
rflck  nnd  schreiten  znr  Integration  derselben. 

Schreiben  wir  dieselbe  in  der  Form 

so  kommt  nacli  Holtiplication  mit  ^d% 
oder  durch  Integration 


Ci)'-i'^^,"-^^- 


„■)-■ 

df^ 
Hierbei  ist  -j-  die  Wiakelgeechwindigkeit ;  die  Constante  bestimmt 

sich  daher  durch  die  Bedingung,  dase  be.im  Anfange  der  Bewegung  der 
Elongation  9^  die  Winkelgeschwindigkeit  Null  entsprechen  soll,  was  dis 
Bedingung  giebt  uf(^~a^ 

Durch  Sabtraction  von  der  vorigen  Gleichung  kommt 

und  weiter  Coot^lc 
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Setzen  wir  einstweilen  den  constanten  Factor  der  recbten  Seite  gleich  ^1, 

so  wird  die  vorige  Gleicbnng  dnrch  eine  einfache  Transformation 

,    ,        J  d»  A  d» 

+  (f(  =  -=- 


f  sin  #0* 

Fuhren  wir  fär  &  die  neae  Variable  ip  ein  mittelst  der  Oleichong 


woraus  folgt 

sin#  =  ji>i#g  rinq),     cos»d»=sin9^  cos^  dip 
und  weiter  also 

d*               sin%dv'              sin9^ä,f 

dadurch  erhalten  wir  also 

(/2  f'l  — wiff(,*«tn9»' 
wählt  man    nun  das  Zeichen  so,    dass   (  positiv  wird,  und  rechnet 
die  Zeit  vom  Anfange  der  Bewegung  aus,  so  dass  1  =  0,  f>  =  ^Q  nnd  also 
auch  <p  =  ^n  einander  entsprechende  Werthe  sind,  so  kommt  durch  In- 
tegration vorstehender  Gleichung 


j^ £  r       dy,        _  A   r  ^ 


-sin&^sinip* 

oder,  wenn  wir  fär  A  seinen  Werth  setzen,  das  Integral  mit  F,  das  voU- 
stSndige  aber  nach  Jacobi  mit  K  bezeichnen, 

FUr  die  Zeit  vom  Anfange  der  Bewegung  bis  dabin,  wo  das  EUip- 
Boid  durch  die  Gleichgewichtslage  geht,  also  für  den  vierten  Tbeil  der 
ganzen  Oscillationsdaner,   die  wir  mit  T  beaeichnen  wollen,  haben  wir 


bIbo  igt 
II) 


"/^f^-l^^"*'*-)-   r,..., „Google 
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Bechnen  wir  dagegen  die  Zeit  von  dem  Punkte  ans,  wo  das  Ellipsoid 
durch  die  stabile  Oleichgewi chtslage  geht,  und  bezeichnen  dann  dieselbe 
mit  '',  so  kommt 

t^lT-t  =  ^  F\sin»„arcHn(^)] 
oder  

■")     '-/äT^^h»— (Sl.)]- 

Nun  handelt  es  eich  aber  weniger  darun,  die  Zeit  ans  dem  Elongations- 
winkel  zu  finden,  als  vielmehr  umgekehrt,  den  Elongationswinkel  ans 
der  g^ebeoen  Zeit  sn  finden.  Kehren  wir  daher  die  vorige  OleichuDg 
um,  wozu  uns   die  elliptischen  Functionen  die  Mittel  bieten,   so  kommt 

IV)  „>,»„^e.rt,^(li/ä£g=f!).,') 

Hieraus  ergiebt  sich  sogleich  weiter 


Ans  diesen  Formeln  ei^ebt  sich  leicht  die  Winkelgeschwindigkeit.     Da 
nSmlich 


so  folgt  ans  IV) 


du 


-  =  cosamu  Jamuj 


='-.-«"&/^-o-"a/^0^-' 


^s^    «(»■+.■)  ' 

folglich 


räi». 


^'■'di-  ny    Bit^+a*)        Kay   Ä(c»+a»)  •';«*= 

Setseo  wir  ('=0  oder  =^T  oder  fiberhanpt  =-ö  ^»  y">  n  eine  po- 
sitive ganze  Zahl  ist,  so  erhalten  wir  die  Winkelgeschwindigkeit  im  tief- 
sten Punkte.     Für  f'=0  wird  zunächst 


(d»\  _  nnffj,  ,/3ft/'(c*-a*T 

da  cos(»nO  =  l  ist.     Setzen  wir  ^—^7,  so  kommt  zuerst 

ntam  (~  l/^^l}:^^Z3^.i\  =  cotamVLn  A-fjwi*.)]  =roM«=  +  1 , 
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je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.  Daher  kommt  fSr  die  Winkel- 
geschwindigkeit im  tiefsten  Punkte  jedesmal  derselbe  Werth,  nnr 
einmal  positiv,  daa  andere  Hai  negativ,  "wie  zu  erwarten  war. 


Qleichnng  IV)  ISsit  sich  mit  Benutzung  von  ü)  auch  Bo  schreiben: 


vm) 


•(t-4 


Setsen  wir  in  dieser  Gleichung  nacheinander 

("=0,  \T,  \T,  \T,  T,  ^T,  .... 
so  kommt  offenbar 

#  =  0,     *-=*o.     ^=0,     #=  — V    d=0,     *  =  #(,,    .... 

T 

Für  zwei  Zeitpunkte,  welche  um  -=-  auseinander  liegen,  fUr  welche  also 

t'g^f'i  +  Ä^i   kommt,  wenn  die  entsprechenden  Amplituden  mit  9,  und 
&,  bezeichnet  werden, 

worsna  folgt 

#,  =  —  #,. 

Bbenso  kSnnen  wir  auch  die  Formel  ftir  die  Winkelgeschwindigkeit  mit 
Hilfe  von  II)  umformen: 


IX)  _^  =  „„  öo  —  cot  am  \-j  (j. 


FSr  zwei  nm  \T  anseinander  liegende  Zeitpunkte  liefert  diese  Formel 
offenbar,  wie  die  Torhergehende,  Werthe  tod  entgegengesetztem  Zeichen, 
da  die  Function  cosimu  ebeneo  wie  tinamu  das  Zeichen  wechselt ,  wenn 
das  Argument  um  2  K  wächst. 

Aus  diesen  Bemerkungen  ist  nun  die  Feriodicit&t  der  Be- 
wegung klar.  Aus  II)  folgt  noch,  wenn  #o  =  4'^i  T=ca,  was  sich 
daraus  erklärt,  dass  dann  das  EUipsoid  im  Oleichgewichte  ist. 

Die  bisherigen  Formeln  sind  fttr  jede  Eloagationsweite  des  Ellipsoids 
gütig,  wenn  es  nnr  nicht  ganz  hemmschwingt.  Nehmen  wir  im  Folgen- 
den an,  dass  die  Elongationaweite  beständig  sehr  klein  bleibe; 
es  wird  dies  der  Fall  sein,  wenn  die  anfängliche  Excursionsweite  &^  sehr 
klein  ist.  *  Zu  dem  Ende  kehren  wir  ■unEchst  zur  Gleichung  fBr  +  dt 
aorttck  und  ersetzen  ftnftg  und  tütft  durch  resp.  '^p  und  9,  wodurch  wir 
erhalten 

ZMUohilft  IHaihuuUh  o.  PbjTdk,  XXIIl,  B,  ^ 
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also  durch  IntegiBtion 


"Vi 


"{'•+<•') 


r  +  C. 


Becfanen   wir  die  Zeit  von  der  AnfftogsUge  dea  EllipBoids  ans,   so  Mit- 
apricht  (  =  0  #  =  *(,  und  es  wird  daher  -vorige  Formel 


oder  wenn  wir  die  Zeit  vom  Durch gangspnnkte  des  ElHpsoids  darch  die 
stabile  Gleichgewichtslage  an  rechnen,  wobei  sich  /<=0  nnd  #^0  ent- 
sprechen, 


XI)  ^=ü/j 


— i —  aresm  - 


Für  die  ganze  OBCillationsdaner  kommt 


«■'  ^=^'»/ä^5- 


3|./(e'-«')' 

Ans  dieser  Formel  ersieht  man  besonders,  das«  bei  kleinen  Ansschlftgen, 
fHr  welche  sie  nur  gilt,  die  Oscillationsdaner  wie  beim  ebenen  Pendel 
unabhängig  ist  von  der  Oscillations weite;  did'Belbe  ist  femer  proportional 
mit  der  Potene  f  der  Entfernnng  des  anziehenden  Punktes  von  Mittel- 
punkte dea  EHipsoids,  und  umgekehrt  proportional  der  Quadratwurzel 
BUS  der  Masse  des  anziehenden  Punktes  und  ebenso  aus  der  constantw 
Elementaranziehnng.  Weniger  einfach  ist,  wie  die  Formel  zeigt,  der 
Zusammenhang  zwischen  der  Oscillationsdaner  und  den  Axen  des  El- 
Hpsoids. 

Kehren  wir  die  Formel  XI)  um,  so  kommt 

nnd  durch  Differentiation 


d(      "     \nr    R[c*+a*)    )'nV    ä(c*+«»)  ■ 

Diese  beiden  Anedrttcke  können  wir  endlich  durch  Einführung  der  Oscil- 
laüonsdaner  auch  wieder  so  'schreiben : 

xm)  »=».<i»(^i'), 

XIV,  ^;-^T'.-(V4 

FBr  die  Winkelgeschwindigkeit  im  tiefsten  Funkte  kommt,  indem  wir 
/'=:0  setzen, 
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a'= 


Dieser  Ansdmck  geht,  wie  man  sieht,  ans  dem  früheren,  für  jede  Oscil- 
iKtionBVflite  geltenden  herror,  indem  man  in  letzterem  $in&j^  durch  9^ 
ersetzt. 

§  4.    Oioillation  mit  Anfangigeiohwindigkeit, 
Alle  Umstände  sollen  ganz  dieselben  bleiben,  wie  im  vorhergehen- 
den Paragraphen,   nnr  soll  die  AnfangsgeschVindigkeit  nicht  Nnlt  sein. 
Die  Gleichnng  der  Bewegung  bleibt 

welche  dnich  Integration  ergab 

»«•(o'+a') '""+''■ 
Der  anAnglichen  Amplitude  des  Ellipsoids  entspreche  ab  Anfangs- 
drehnng  um  die  jr-Axe  die  Geschwindigkeit  v^;  dann  giebt  die  vorstehende 
Gleichung  i^r  den  Anfang  der  Bewegung 

Durch  Subtraction  entsteht 

Wenn  nun 

*«■(<■'+.■)"'>'«'(»"+»•)" 
gesetzt  werden  kann,   wo  Sg   einen  gewissen  Winkel   bezeichnet,   d.  h. 
wenn  sieb  ans  dieser  Gleichung   flfr  coii9^  ein  Werth  <Ü  +  1  ergiebt, 
so  ist  klar,  dass  vorige  Bewegnngagleichnng  in  folgende  tibergeht: 

DasB  dg  jetzt  die  grösste  Amplitude  des  Ellipsoids  bedeutet,  zeigt 
ancb  der  Umstand,  dass  fär  ^^^tt  ~jl  Tci^chwindet,  9  also  ein  Maxi- 
mum oderHinimnm  ist.  Obige  Gleichung  zeigt  nnn,  dass  die  Bewegung 
gerade  so  geschieht,  als  wenn  des  Ellipsold  von  der  Anfangsamplitnde 
9g  ans  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  ausgegangen  w&re.  Dieser 
Winkel  dg  bestimmt  sich  nach  dem  Obigen  ans  6^  und  Vg.  Auf  diesen 
Fall  branehen  wir  also  nicht  weiter  einzugeben. 

Wenn  sich  nun  aber  flli  cos%%^  ein  Werth  >  +  l  ergiebt,  welchen 
wir  jetzt,  da  er  als  Cosinus  keine  Bedentung  bat,  einfach  mit  —C  be- 
zeichnen werden,  so  zeigt  dieses,  dass  das  Ellipsoid  ganz  hemmscbwingt. 
Die  Gleichnng  IC 
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(^:)*=*?^!(-"+»). 


wo  C^l  ist,  zeigt  dieses,  indem  ihr  znfolgejetst  -7-  für  keinen  Werth 

von  &  verschwinden  kann.  Die  Amplitude  bat  daher  keinen  Haximal- 
nnd  Minimalwerth  nnd  die  Bewegung  geht  immer  in  demselben  Sinne  fort. 
Es  ist  dann 

woraus  erhellt,  dass  C  stets  positiv  ist,  venu  es  Überhaupt  grfisser  als 
Eins  sein  soll.  Wegen  der  Grüsee  von  R  im  Vergleich  mit  c  und  a  ist 
ans  dieser  Formel  klar,  daas  schon  eine  geringe  anfXngliche  Geschwin- 
digkeit das  EllipBoid  in  ganz  hemmgebende  Schwingungen  versetzen  kann, 
und  diese  erforderliche  Winkelgeschwindigkeit  ist  offenbar  desto  kleiner, 
je  nSher  cos2&^  an  —1,  je  näher  also  i%  an  180°  und  dg  an  90** 
(welche  Amplitude  der  Lage  des  labilen  Gleichgewichts  entspricht)  liegt. 
Ftlr  die  Geschwindigkeit  0'  in  der  stabilen  Gleichgewichtslage  kommt 
hiernach  ,, .       ~ 

a.''Ji'(c'+a') 
soll  also  das  EUipsoid  gane  heramschwingen ,  so  muss  sein 

Die  positive  Grösse  C  kann  nun  als  bekannt  vorausgesetzt  werden; 
dann  ist  weiter 


(^r)"=» 


Bezeichnen  vir  nnn  die  nene  ConeUnte  — ^r — ,  welche  offenbar  wie* 


1  +  C 


der  positiv  nnd  >  1  ist,  mit  c,',  so  Itonunt  endlieh 


ä/ä^+V)  d» 


yZfne'-a')  ye,'  -  «in  »" 
Nehmen  wir  jetzt  die  Zeit  Tom  Durchgänge  des  Kllipsoids  dnrch  die 
stabile  Gleichgewichtslage  an,  so  Itommt  dnrch  Integration 
fr 


Eis  /■_ 


Das  elliptische  Integral,  welches  uns  hier  begegnet,  kann  nicht  in 
derselben  Weise  auf  die  Nonoalform  gebracht  werden,  wie  im  früheren 
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Falle,  d&c,*^!  ist.     Diese  ZnrttckflthniDg  ei^ebt  sich  ind«88  noch 
ter  als  damals:  es  ist  DKmlicb 


ochiefi»*= — 


Bl/R[c*+a') 


cya^Ac 


Hierdurch  ist  die  Normalfonn  Bchon  erreicht,  da  — j<l 
kommt  «Im  das  Beenltat 


Für  die  Zeit  T  eines  gansen  Umschwunges  haben  wir  9  = 
und  es  kommt 


11)  T=-^  j-^p--5j/'^--,2„^— -^  j-^j-5— ij4-(^-^, 

WO  f  nach  Jacobi  wieder  du  vollständige  Integral  bedeutet.  Kehren 
wir  nun  die  Qleiehnng  1)  nm,  so  erhalten  wir  die  Amplitude  durch  die 
Zeit  ausgedrückt 

*— "Ur    «(0.+^)  /(-y 
Hier  kann  also  die  Amplitude  direct  ausgedrückt  werden,  was  im  vorigen 
Falle  nicht  mfiglich  war.     iC  wird  offenbar  desto  kleiner,  je  kleiner  der 

Uodnlns  — ,  je  grfieser  also  c^  ist.     Dadurch  nimmt  auch  der  constante 

Factor  im  Ausdrucke  flir  T  ab;  T  wird  also  desto  kleiner,  je  grQaser  Cf, 
also  je  grösser  pg  wird ,  wie  auch  von  selbst  klar  ist.  Nach  dem  Vorher- 
gehenden kann  &  für  jede  Zeit  bereehnet  werden.  Es  ergeht  sich  noch 
für  die  Geschwindigkeit 

d7=Äf  Ä(cH«»}  ""^ywV  R{.<^+a*) )■ 

Die  Yorhei^ehenden  Formeln   können   wir  auch  wieder  durch  Gin* 
fOhmag  der  Umlaufszeit  so  darstellen: 

ni)  »=o«(H,), 

_„  a»    AK       fix  \ 

IV)  _=_^„(_,j, 

aas  welchen  Formeln  die  Periodicitfit  der  Bewegung  sich  gans  ein- 
fach erscbliessen  Ifisst.  v^i(;)Oolc 


Osdllatorische  Bewegang  etc. 


§  5.    Der  uuühende  Funkt  beiitit  lelbit  «la«  kltbie  OwiillatioiL 

Wir  wollen  jetzt  endlich  noch  die  Voranssetzang  machen ,  der  sd- 
ziehende  Pnnkt  fi  oecillire  seibat  anf  einem  nm  den  Mittelpunkt  des  &!• 
lipsoids  mit  dem  Halbmesser  R  beschriebenen  Kreise  um  eine  Mittellage 
O,  aber  so,  dass  seine  Amplitude  9  immer  eehi  klein  bleibt.  (Fig.  15.) 
Der  Winkel,  welchen  die  Botationsaxe  des  Ellipsoids  mit  dem  nach  0 
gesogenen  KadiuB  vector  bildet,  heisse  t,  ferner  möge  (  die  Zeit,  G  daa 
anf  das  EUipsoid  wirkende  Gegenpaar,  /  sein  Trägheitsmoment,  c  seine 
Rotations-  nnd  a  seine  Aeqaatorealhalhaze ,  endlich  / die  Attractiomcon- 
etante  bezeichnen. 

Die  Schwingnngen  des  Punktes  ^  um  seine  Mittellage  O  seieD  ane- 
gedrtickt  durch  die  Gleichung 

I)  »  =  9asm~t, 

nntet  8  die  Daner  einer  ganzen  Schwingung  und  unter  ^o  die  grSsste 
Winkeldiatanz  von  der  Mittellage  0  Tcratanden.  Dann  heisst  die  Be- 
wegungsgleichong  j»_  ' 

dl* 
Nun  ist  nach  IH) ,  §  1 , 

Ferner  ist 

/=f  («■+«')• 

Dadurch  kommt 

S-'i^' "»(»-)-<— )=»■ 

Da  nun  nach  Annahme  #  und  t  stets  klein  bleiben  sollen,  so  setaea  wir 
f^  üne  aDgenIberte  Behandlung 

cos(»  — t)  =  l,      *«>l(#— t)  =  *—t 
und  ebenso  der  Kürze  wegen 

S»(c'+a>)~       ■ 
Dann  wird  die  BewegQngegleictmng  des  Ellipsoids 


+ 

2n 

«h  -T-  mit  a  bezeichnen 

riable  x  einführen,  so  erhalten  wir  die  Differentialgleichnng 


oder 


Wenn  wir  nun  noch  -zr-  mit  a  bezeichnen  and  für  at  die  neue  Va- 
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oder 

«*    ■(■■.  1 

Endlicb  setien  wit  noch  fOr   „.„  t  die  nene  Variable  w  und  erhalten  so 

Die  allgemeine  DiffereotialgleicIiaDg 

hat  bekanntlich  als  Integral 

(^1  +Jf{x)  e-  -'-  da)  «-•"  -  (c,+J}(x)  ff-'»'  dx)  e-.- 
*  M,  —  m,  ' 

nnter  m,  and  »tj  die  Wurzeln  der  Oleichnng 
m*  +  am  +  6  =  0 
Tcrstanden.     Setzen  wir  f[x)  =  imx,  lo  erhalten  wir 


•  e"i*_  e  e^"     e^''  j  e-'''''  rinx  dx  —  e^"  j 0 

•"l— ffl,  Mj  — (»1 

/'                  ,            mmar  +  cofx 
e'"'  tmx  dx  = ^-7-^ «— "•; 
m»+l 


NsB  iat  aber 

demnach  kommt  also 


m,  ri»ia:+  co«a:      m^  Hnx  +  c< 


■».'+1 


mi-«,      '•"  (V  +  OK^  +  i) 

Hnn  iat  in  nnserm  Falle 

i»jiMj=-j,     nij-t-oii^O,     m,— »4  =  2  — i. 
^aher  kommt 

(C,— C,)co»-a:  +  (Ci  +  Cg)i««-Ä     (^—ijsinx 

°  D„i.,.db,Go(5>;;lc 
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unter  C  und  c'  die  beiden  Integradonsconst&nten  verBtanden.    Wir  setzen 
nun  nach  dem  Früheren 

T=-^y  und  x  =  itl=-jt 

and  erhalten,  unter  C  und  c  zwei  neue  IntegrationBconstanten  veritanden, 

Wenn  der  anziehende  Punkt  f4  in  seiner  bisherigen  Mittellage  0  feet- 
Uegend  gedacht  wird,  so  ist  &q=Ü  zu  setzen  und  die  Bewegung  wird 
dargestellt  durch 

vorauB  hervorgebt,   dass  man  fttr  die  Oscillationsdauer  J  des  Eilipsoida 
in  diesem  Falle  hat  a 


-  oder  nach  dem  Obigen  [übereinstimmend  mit  XII)  in  §  3] 

Hiernach  gestaltet  sich  Gleichung  II)  folgendermassen ; 
IP  2»  2n 

Für  den  Mond  ist  ^=di>  *'^  ö  ^^^^  ^'°  Winkelgeschwindigkeit 


Hiernach  findet  sich  für  seine  ümlaufszeit 


und  daraus  weiter 


"-y^S- 


#  kann  man  als  die  Libration  des  Mondes  in  der  Länge  betrach- 
ten,* wobei  dann  fdr  i  natürlich  7*  zu  setzen  ist.     Hierdurch  kommt 

1  = .\        g(,jm^f+C»>i^(t+c). 


Ueber  die  AxenrerhSltniBse  des  Mondes  vergleiche  man  des  Verfas- 
sers Abhandlung:  „Debei  eine  einfache  Behandlnngs weise  der- 
jenigen   Probleme    der   Hydromechanik,    in    welchen    Ellip- 


*  Man  bedenke,  da«8  ßr  die  entwickelten  Formeln  nur  die  relative  Be- 
wegung von  Erde  und  Mond  in  Betracht  kommt.  Mit  Bflcksiobt  auf  Gleichong 
I)  vergL  man  La<elace,  Mic  eil.  T.  III,  l.  7,  n.  21  und  T.  II,  \.  5,  n.  IS. 
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soide  mit  kleinen  Excentricitäten  voTkommeo",  I.  Thetl  §  2, 
Jahrgang  XXI,  1  dieser  Zeitschrift.*  Offenbar  erhielte  man  fUr  t  eine 
Formel  von  derselbea  Oeatalt  bei  der  Annahme,  dass  die  anf  der  Ebene 
des  WinkeU  t  senkrecht  stehende  Aze  des  EUipsoids  die  kUraeste  sei. 
Die  Rotation  des  Mondes  nm  seine  Aze  ist  gleichförmig  nad  ihre  Daaer 
sehr  nahe  gleich  der  ümlaufszeit  um  die  Erde.  Da  die  letztere  nicht  gleich- 
fSrmig  ist,  so  wird  darch  diesen  Unterschied  die  Libration  In  der  LSnge  be- 
dingt. Es  ist  unwahrsch  ein  lieh,  dass  die  anfängliche  Rotationsgeschwindig- 
keit genau  gleich  der  mittleren  ümlaufsgeschwindigkeit  war.  Waiea  aber 
beide  verschieden  und  hätte  keine  weitere  Wirkang  stattgefunden,  so 
hStte  im  Laufe  der  Zeit  eine  merkliche  Ablenkung  der  Uoodaxe  antreten 
müssen.  Ans  dem  Vorfa  ergeh  enden  leochtet  nnn  ein,  wie  dadurch,  dass 
die  grösste  Hondaxe  der  Erde  sugekehrt  ist,  diese  Aze  nm  die  Lage, 
welche  sie  einnähme,  wenn  die  Rotations-  und  Umlaufsgeschwindigkeit 
genau  gleich  und  keine  weitereu  Wirkungen  vorhanden  wären,  am  We- 
niges herumschwankt,  wofern  nur  der  anfängliche  Unterschied  zwischen 
der  Rotation«-  und  mittleren  Umtaufsgeschwindigkeit  nicht  allzu  bedeu- 
tend war. 

*  Daselbst  S.  58  Z.  8  t.  o.  lese  man:  „b  steht"  statt  „besteht". 


^dby  Google 
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XVJH.   üeber  die  Verallgeineineniig  einer  Erzeu^niigtart  der  Cnrren 

Ewaiten  Qrodes. 

(Hieran  Tat  VI,  Fig.  16—18.) 

Die  Erzeagnngsweieen  der  Cnrren  lassen  sich  eintfaeilen  in  me- 
trische nnd  piojectiviache.  Je  nachdem  die  Curre  in  ihter  Er- 
zengnng  oder  als  fertiges  Gebilde  betrachtet  wird ,  finden  jene  ihre 
analytische  Daistellnng  Tennittelst  der  inneren  oder  der  complexen, 
diese  rermittelst  der  äasseren  oder  der  algebraischen  Mnltipli- 
cation.  —  Nur  die  Cnrren  sweiten  Grades  scheinen  bis  jetat  nach  allen 
diesen  Bicbtungen  hin  nntersncbt  zu  sein,  und  zwar  waren  ea  hei  diesen 
die  einfachen  metrischen  ErzengnngBweisen  (des  Kreises  mittelst  Zirkel, 
der  Ellipse  mittelst  der  bekannten  Fadenconstniction} ,  welche  sich  der 
Untersuchung  zuerst  darboten.  Erst  die  neuere  Zeit  brachte  ftlr  diese 
nnd  bald  auch  fttr  die  höheren  Cnrren  die  projectivischen  Ersengnngs- 
weiaen,  während  die  metrische  Erzengnng  der  letsteren  noch  im  Bttck* 
stand  geblieben  tat. 

Im  Folgenden  soll  eine  Verallgemeinerung  der  metrischen  Erseugnng 
der  Curven  zweiten  Gradea  Teraucht  werden,  wobei  es  vorEugsweiae  dar- 
auf ankommen  wird,  im  Allgemeinen  festzustellen,  welche  Beanltate  sich 
von  Untersuchungen  dieser  Art  erwarten  lassen. 

Wenn  die  elementare  Aufgabe  gestellt  wird,  den  Ort  einee  Punktes 
zn  bestimmen ,  fUr  welchen  die  Summe  der  Entfernungen  von  zwei  fealen 
Punkten  constant  ibt,  so  daaa 

r,  +  r^  =  c, 
so  ergieht  aich  bekanntlich  ala  Lösung  eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel, 
je  nachdem  r,  und  r^  gleiche  oder  entgegengesetzte  Voneichen  haben. 
Und  wenn  e  die  Entfernung  der  beiden  Funkte  ist,  so  ist  stets  nur  die 
Ellipse  oder  die  Hyperbel  reell,  je  nachdem  c>  oder  < c.  Versteht  man 
daher  in  obiger  Aufgabe  unter  „Summe"  die  algebraische  Summe 
(beide  Fälle:  r^  +  rJ  und  r^  —  r^  umfassend),  so  ist  der  Ort  des  Punktes 
ein  Paar  von  Kegelschnitten,  von  denen  der  eine  reell,  der  andere  ima- 
^nSr  ist.  Oder:  Für  einen  bestimmten  Werth  von  c  liefert  ateta  nur 
einer  der  beiden  Fälle  (rj+r^)  und  (»"j  — »"j)  eine  reelle  Curve. 
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Verwandelt  man  die  Oleicbnng  r^•^'r^  =  c  in  eine  Gleichnng  zwischen 
reobtwinkligen  oder  Dreipnnkt-Coordinatea,  bo  erhält  man  die  Form 

worin  o  und  b  Fnactioneii  zweiten  Cfiades  der  Cootdinaten  sind.  Dnrch 
Entfernung  der  Wnrzeln  wttrde  man  eine  Gleicbnng  vierten  Grades  erhal- 
ten, wenn  nicht  Glieder  anf  beiden  Seiten  der  Oleicbang  sich  aufhöben. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen,  deren  Ve^leicbang  spfiter  von  Nntzen 
sein  wird,  wenden  wir  uns  za  der  Aufgabe:  Den  geometrischen  Ort 
eines  Punktes  x  zu  bestimmen,  für  welchen  die  atgebraiscbe 
Summe  der  Entfernungen  von  drei  gegebenen  Funkten  con- 
stant  ist. 

Unter  der  Annahme,  dass  die  drei  festen  Punkte  e,,  e^,  e^  nicht  in 
gerader  Linie  liegen,  können  wir  den  variablen  Punkt  x  aus  e^,  e,,  e^ 
mittelst  der  Gleichung  ableiten* 

1)  x^^x^e^  +  x^e^  +  iTgCg, 

worin  IV,,  IV, ,  x^  Zahlen  sind  und  {eie^e^)^!  ist.  Wir  können  femer 
annehmen,  dass  x  ein  einfacher  Punkt  (Punkt  mit  dem  Coefficienten  1) 
sei,  so  dass 

2)  «1  +  «,+«,  =  !. 

Aus  X)  ergeben  sich  dann  sogleich  die  Entfernungen  des  Punktes  x  von 
e,,  e^,  e,,  wie  folgt; 

{x  -  c,)  =-  Xi  (e,  -  «s)  +  a;,  (e,  -  e^) 
oder,  wenn  wir  znr  Abkürzung 
setzen,  K-'^>  =  <..     («»-«.)  =  «..     C«s-«.)  =  '. 

(ar  — e,)  =  arj(j  — «gtj,  {.i:— eg)  =  ar,tj  — a:,«,,  (x—e^)=x,t^'-Xitj. 
In  diesen  Ausdrucken  sind  aber  nicht  nur  die  numerischen  Werthe  der 
drei  Strecken,  sondern  auch  ihre  Richtungen  enthalten.  Da  nun  der 
numerische  Werth  einer  AnsdebnnngsgröBse  gleich  der  positiven  Quadrat- 
wurzel aus  ihrem  inneru  Quadrat  ist,  so  erhält  man,  wenn  die  Summe 
dieser  numerischen  Werthe  mit  s  bezeichnet  wird,  als  Gleichnag  des 
gesuchten  Ortes  zunächst 


Es  ist  femer,  wenn  wir  die  Buchstaben  e  wieder  einfahren, 

(a:,  B,  —  arg  «,)  =  a:g  («3 — e J  —  a:j  (^i  —  C,)  =  Äg  e,  +  «s  «,  -  (Xj + «j)  e, 
und  nach  den  Gesetzen  der  Raumlehre 

'  Hier,  wie  in  den  tmmittelbar  folgenden  Qechsimgen  setze  ich  die  in  den 
araBBmaun'Bcken  Werken,  sowie  in  meiner  „Baumlehre"  aufgeHteliten  Begriffe 
und  Qesetie  Toraua. 
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Wenn  wir  diesen  and  die  analog  gebildeten  AosdrScke  in  def  Gleichung 
3)  einsetzen,  so  geht  sie  übet  in 


oder,  wenn  wir  die  Klammem  lösen,  durch  y^  dividiren  and  5:^^=1 
setzen, 

4)  yx* •\-x^x^  +  arg»  +  Vx*  +  «,«,  +  x*  +  j/x* + a, a^  +  V  =  1 . 
wobei  man,   um  die  Homogenität  herzustellen,   zu  X  noch  den  Factor 
(iTj+aij+a;,)  fttgen  kann. 

Die  Gleichung  4)  ist  nun  die  Gleichung  einer  Curre,  welche  den 
geometrischen  Ort  des  Pnnbtes  x  repillsentirt.  Um  diese  Gleichang  sc 
transformiren ,  schreiben  wir  sie  in  der  Form 

yi+yi-^Vi=i, 

schaffen  yc  nach  rechts  nnd  erhalten  dnrch  eine  knrze  Rechnang, 
wobei  noch 

gesetzt  wird, 

161»{l»+'0'c  =  [(!*+<()'+ 4l*c  -  4o6]». 
Löst  man  dann  die  Klammem,  ordnet  nach  Potenzen  von  X*  und  stellt 
die  Coet^cienten  derselben  durch  die  Ausdrücke  (d— 2c)  und  (d*— 4a6) 
dar,  so   findet   sich   leicht,   dass  die  Gleichang   sich   auf  folgende  Form 
bringen  lässt: 

5)  [l*  +  2AV-2c)  +  (d»-4aft)]*=-64i»a6c. 
Setzt  man  noch 

6)  x^x^  +  x^xt  +  x^x^^v, 
Bo  ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  2) 

0  =  1  —  D  —  (T,,     &!=1  —  p  —  a,, 
c  =  l_e_a!„     d  =  p-2a:8, 
(d  — 2c)  =  3p  — 2,     (d»  — 4fl6)  =  -3p*,     ab c^^v^  —  ^  -  m^x^x^. 
Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  5)  erhält  man 

7)  [i*  +  2i»(3e-2)-3i'']*  =  641»(p»-p'-a;,ar,a:8). 

Auch  diese  Gleichuag  kann  man  dnrch  Hinzufllgnng  passender  Potenzen 
von  (^i-H^K+'^g)  homogen  machen.  Ihre  Variablen  sind  dann  die  drei 
Functionen 

(«,  +  aig  +  »j) ,     (ajj  ajj  +  a;,  aj,  +  x^  x^ ,     (:r^  x^ «,). 

Die  Cnrve  besitzt  im  Allgemeinen  den  achten  Grad,  Daraus  geht 
hervor,  daes  in  der  Gleichung  4)  die  Wurzeln  mit  allen  möglichen  Zeichen- 
combinationen  genommen  werden  können  und  dass  die  Gleichungen 

-^ya-yb+y~c=x,  -ya+yb+y7=^x  /- 
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niebt  vier  verscbiedene  Curveii  (vie  ob  die  Analoge  mit  den  Kegelschnit- 
ten fordern  wfirde),  sondern  vier  Zweige  denelben  Curre  reprftsentiren. 
Es  ist  femer  leicbt  zu  seben,  d&ss  die  Cnrve  (für  endliche  Werthe  von 
l)  keine  nnendlicb  fernen  Pnnkte  besitzen  kano,  denn  keine  der  vier 
Zeicbeicombinationen  ist  mit  einem  gleichseitigen  Wachsen  der  Grössen 
a,  6,  c  ins  Unendliche  vereinbar. 

Um  zn  erfahren,  in  trelchem  Falle  die  Cnrve  durch  die  Ecken  des 
gegebenen  Dreiecks  geht,  setzen  wir  mit  Rücksicht  anf  1)  3;|  =  ie,  =  0. 
Dann  ist  auch  0  =  0  nnd  die  Gleichung  7}  liefert  die  Bedingung 

i«_4i»=o, 

daher  i  =  Q,  +2,  —2.  Da  dieselbe  Bedingung  auch  fUr  die  Annahmen 
Xi'=x^  =  0  and  ir,  =  £Eg  =  0  sich  ergiebt,  so  folgt,  dass  in  den  Fällen 
1  =  0  nod  1^2  die  Cnrve  durch  die  drei  Eckpunkte  des  gegebenen 
Dreiecks  geht.* 

Ftlr  ;i  =  2  erhKU 'Gleichung  7)  die  besondere  Foim 
{24  P  -  3  p*)"  =  256  (i^  —  i^  -  «,  «.«a). 
Setzt  man  hier  Xj  =  0,  so  wird  p  — SjiTg.  Und  da  alsdann  die  Gleich- 
ung durch  p*  theilbar  ist,  so  sind  zwei  Werthe  von  x^x^  gleich  Null, 
d.  h.  die  Pnnkte  e,  nnd  Bg  sind  Doppelpunkte  der  Cnrve.  Dasselbe  gilt, 
wie  leicht  zu  seben,  von  e^,  —  Zur  Voran schanlichung  giebt  Fig.  16  ein 
Bild  der  .Carve  fflr  den  Fall  eines  gleichseitigen  Dreiecks,  entsprechend 
dem  Werthe  1  =  2. 

Ans  dieser  Specialform  der  Cnrve  kann  man  dnrch  Anwendung  eines 
einfachen  Prindps**  allgemeinere  Formen  erhalten.  Indem  man  znnXcbst 
das  gleichseitige  Dreieck  beibehält,  aber  l  sich  ändern  liest,  werden 
atich  die  neun  Doppelpunkte  der  Curve  zum  Tbeil  sich  auflösen.  Im 
Allgemeinen  gestattet  jeder  Doppelpnnkt  (Knotenpnnkt)  eine  zweifache 
Dnrchschneidnng  des  Knotens.  Da  jedoch  die  Curve  in  Bezug  anf  die 
Transversalen  des  gleichseitigen  Dreiecks  symmetrisch  bleibt,  so  wird  für 
je  drei,  ein  gleichseitiges  Dreieck  bildende  Knotenpunkte  nnr  ein  nnd 
dieselbe  Auflösung  des  Knotens  stattfinden.  Ueberhaupt  ist  es  fraglich, 
wieviele  Comhinationeo  dieser  an  den  drei  Tripeln  zn  vollziehenden  Auf- 
lösungen und  durch  welche  Variationen  von  l  dieselben  entetehen. 

Eine  weitere  Verallgemeinerang  der  Curvenform  entsteht,  wenn  die 
drei  Fund  amental  pnnkte  nicht  ein  gleichseitiges,  sondern  ein  beliebiges 
Ureieck  bilden. 

Für  l  =  Q  erhält  Gleichung  7)  die  besondere  Form 


•  Auch  Gleichung  4)  giebt  in  diesem  Falle  +Xx±a:i  =  l,  daher,  weil  die 
Zdchen  links  nnabhKngig  von  einander  sind,  1^0,  +2,  -2. 

**  TergL  den  Artikel  von  Klein  in  den  „Situmgsberiohten  der  phjükaliscfa- 
medidniBchen  ft>cietät  sn  Erlangen"  vom  6,  Hai  tSlfi. 
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d.  b.;  Der  geometriHche  Ort  eines  Panktea,  ftlr  welchen  die 
algebraische  Bnmme  der  Entfern nngen  von  drei  festen  Pnnk- 
teD  gleicb  Null  ist,  ist  ein  Kegelscbnitt,  und  zwar  (mit  KBck- 
aicht  auf  die  oben  gemachte  Bemerkung  binsicbtlicb  der  unendlich  fernen 
Pnnkte)  eine  Ellipse. 

Ist  das  Dreieck  gleichseitig,  bo  geht  die  Ellipse  duicb  die  Ecken 
des  Dreiecks  nnd  verwaudelt  sieb  in  einen  Kreis.  Man  erhält  dann  den 
bekannten  elementaren  Bäte: 

Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  der  Kreislinie  mit 
den  Ecken  des  eingeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks, 
so  ist  die  mittlere  Verbindangslinie  gleich  der  Summe  der 
beiden  anderen. 

Hinsichtlich  der  oben  gefundenen  Curve  achten  prades  tritt  uns  nun 
sogleich  eine  wicht4;e  Frage  entgegen,  die  ich  hier  nur  anregen  will: 
Giebt  es  ansser  dem  Falle  l^sO  noch  Werthe  der  gegebenen 
Snmmenstrecke,  welche,  in  Verbindung  mit  einer  besondern 
Form  des  Dreiecks,  eine  Rednction  der  Curve  auf  einen  nie- 
deren Grad  oder  ein  Zerfallen  derselben  in  Cnrven  niederen 
Grades  bewirken?  —  Welche  Modification  erleidet  die  Cnrre  in  dem 
Falle,  wo  die  drei  gegebenen  Pnnkte  auf  derselben  Geraden  liegen? 
(Ohne  besondere  Untersuchung  ist  nnr  zn  erkennen,  dass  in  diesem  letz- 
teren Falle  die  Cnrre  in  Bezug  auf  die  Gerade  symmetrisch  liegt)  Es 
wird  besonders  interessant  sein,  zu  erfahren,  ob  und  fSr  welche  Cniren 
niederen  Grades  eine  mit  den  Kegelschnitten  analoge  metrische  Erzeu- 
gung existirt. 

Da  von  der  oben  besprochenen  Erzeugung  offenbar  alle  Cnrven  mit 
unendlich  fernen  Punkten  ansgeschlossen  sind,  so  kann  man  ferner  die 
Curven  untersuchen ,  ffir  deren  Pnnkte  die  Summe  der  Entfemnngen  von 
vier  Punkten  constant  ist.  Diese  Curven  werden  offenbar  unendlich 
ferne  Punkte  besitzen,  da  die  Summe  von  zwei  positiv  unendlichen  Ent- 
fernungen sich  gegen  diejenige  zweier  negativ  unendlichen  bis  auf  eine 
beliebige  endliche  Grösse  anfheht. 

Es  können  endlich  alle  diese  Aufgaben  im  Gebiete  des  Baumes  be- 
trachtet werden.  Slan  erhfilt  dann,  sobald  die  gegebenen  festen  Pnnkte 
auf  derselben  Geraden  liegen,  eine  Botdlions Sache  nnd,  falls  sie  in  der- 
selben Ebene  liegen,  eine  Fläche,  welche  in  Bezug  auf  diese  Ebene 
symmetrisch  ist. 

Zum  SchlnsB  möge  noch  eine  Constrnction  Erwähnung  finden,  welche, 
als  Erweiterung  der  Fadenconstruction  der  Ellipse,  f&r  n  beliebige  feste 
Pnnkte  denjenigen  Zweig  der  Curve  liefert,  fär  welchen  alle  Entfer- 
nungen positiv  sind. 

Es  seien  die  festen  Punkte  durch  aufrechte,  anf  einer  Tafel  befestigte 
Stifte,   der  die  Cnrve  erzeugende  Punkt  durch  einen  kleifcn  Bing  dar* 
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gestellt.  L«gt  man  den  Bing  auf  «ine  beliebige  Btelle  der  Tafel,  ecblingt 
einen  Faden  abvecbselnd  nm  einen  der  Stifte  nnd  dnrcb  den  Ring,  bis 
sSmmtlicbe  Stifte  benutzt  Bind,  itnd  verbindet  endlich  die  beiden  Enden 
des  Fadens,  so  kann  man  bei  straff  gezogenem  Faden  in  dem  Ringe 
einen  Bleistift  bewegen,  welcher  die  verlangte  Cnrre ' erzengt-  Denn  die 
GeaammtlSnge  des  Fadens  ist  nnverXnderlich  nnd  gleich  der  doppelten 
Samme  der  Entfernungen  des  variablen  Punktes  x  von  den  festen  Punk- 
ten p^,  Pg,  ...  (s.  Fig.  17).  Tbeoretiach  gilt  diese  Constmction  ancb  für 
die  oben  erwähnten  Flächen.  —  Auf  die  Ellipse  angewendet,  hat  diese 
Construction  vor  der  gewöhnlichen  den  Vorzng,  dass  die  Reibung  des 
Bleistiftes  an  dem  Faden  vermieden  wird  und  dass  ersterer  nahezu  immer 
an  demselben  Punkte  des  Ringes  festliegt.  Eine  zweite,  ähnliche  Cod* 
stnictionsweiae  zeigt  Fig.  18. 

Waren,  im  April  1875.  V,  Soblbobl. 


XIZ.  üeher  die  VeraUgemeinerung  der  partiellen  Integratios. 

Bezeichnet  u  eine  von  X  abhängige  Variabele,  so  ist  bekanntlich 

dq,{u,x)^d9{u,x)   du      dv{u.x) 

dx  du      'dx  dx 

oder 

di}>{u,x)      dtpjUyX)      dip[u,x)    du 
dx       ^      dx  du       'dx' 

daher  auch,  wenn  mit  dx  multiplicirt  und  integrirt  wird, 

Setzt  man  weiter 

SO  folgt 

3)  v(u,x)=ff{u,x)dx, 

wobei  sich  die  Integration  [ebenso  wie  die  Differentiation  in  2)]  partiell 
auf  X  bezieht,  so  dass  fHr  diese  Integration  u  als  Constante  zu  betrach- 
ten ist.     Nach  Substitution  von  2)  und  3)  wird  nun  aas  Nr.  1 

4)    J'a«,x)dx=fnu.x)dx-f^fn«.x)s^^^ä,, 

die  sich  in  folgendem  Satze  aussprechen  UUst: 

Bei  der  Integration  einer  Function  kann  man  einen  beliebigen 
variabelen  Bestandtheil  derselben  vorläufig  als  constant  ansehen  und 
nachher  deu  Fehler  dadurch  ansgleichen ,  dasa  man  von  dem  vorlfinfigen 
Integrationsreanltate  das  Integral  deijenigen  Function  subtrabirt,  welche 
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seine  Derivirte   eeiu    würde,   wenn   in    ihm   nnr  der  aU  Constante  be- 
handelte Bestandtheil  raiiabel  wSre. 
In  dem  specielten  Falle,  wo  /'(u,^)  von  der  Form  uF(:t)  ist,  wird 

Jfiu,  x)dx  =Ju  F{x)  dx  =  uJf{x)  dx , 

-ffi",^)  dx  =  tJujF{x)dx)=J F{x)  dx, 

und  damit  geht  die  Formel  4)  über  in 

Ju  F(x)  dx  =  ufp(x)  dx  -C\  Cp{x)  dx\  ^  dx , 

d.  h.  in  die  Formel  fUr  die  partielle  Integration. 

Als  Beispiel  ffir  die  allgemeine  Formel  4)  diene  das  Integral 

1  «(o  +  6a!  +  ca^f  dx. 

Setzt  man  bx^u  nnd  betrachtet  u  vorlSu^  als  Constante,  so  ist 


x{a  +  u  +  ca^  das  s 


2{m  +  l)c       ' 
Ja+u  +  c^ 
2c 
mithin  nach  Nr.  4) 

.ia+u  +  ca^-dx^'      2(m  +  l)c J  ic  •Tx''' 

nnd  nach  Restitntioo  des  Wertbes  u  =  bx 

Ueberhanpt  erweist  sich  die  Formel  dann  als  nfitzlicb,  wenn  ein  Factor 
der  zn  integrirenden  Function  die  Deririrte  des  andern  Factors  sein 
würde,  falle  gewisse  Bestandtheile  des  letzteren  (wie  vorhin  bai)  constant 
wären. 

Hiernach  nnterliegt  es  auch  keiner  theoretischen  Schwierigkeit,  vor- 
läufig mehrere  Bestandtheile  der  Function  /  als  Coustanten  zn  betrach- 
ten; die  allgemeine  Formel  dafür  ist 


=/' 


I" 


f{u„u^,...u.,x).äx 

A«..". .)«.-^/{4/>K,«. .,.xj^.». 

(Ans  einem  Briefe  des  Herrn  Dr.  WoBrnzn  in  Charlottenbarg.) 
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'  XX.   Uebei  elliptitehe  Integrale. 

Bekanntlich  genügen  die  Abel'achen  Integrale  linearen  Differential- 
gleichnsgen  mit  algebraischen .  Coef^cienten  in  Bezug  auf  ihre  Claesen' 
modaln.  Diese  Oleichnngeo  enthalten  im  Allgemeinen  ein  von  der  Un- 
bekannten freies  Glied,  sind  also  In  'gehräncblicher  An« drncks weise 
complete  Differentialgleichnngen.  Die  Differentialgleichung,  nelche  man 
dnrch  FortlassuDg  dieses  Gliedes  erhält,  die  redncirte,  vird  darch  be- 
stimmte Abel' sehe  Integrale,  nämlich  dnrch  Periodicitfttsmodnla  befrie- 
digt. Kennt  man  aher  die  Lösung  einer  linearen  reducirten  Differential- 
gleichung, so  findet  man  daranB  die  der  completen  durch  blose  Quadra- 
tur, und  man  gewinnt  somit  eine  Darstellung  von  AbeTecben  Integralen 
durch  andere,  bei  denen  die  VerSnderlicbe  der  ersteren  nur  noch  als 
Parameter  auftritt,  also  durch  bestimmte  Integrale.  Es  ist  mir  nicht 
bekannt,  daes  eine  solche  Darstellung  schon  gegeben  sei,  obgleich  die 
DifferentialgleichuDgen  wohlbekannt  sind.  Für  das  überall  eiidliche  ellip- 
tische Integral  ergiebt  eicb  auf  diese  Weise  eine  Darstellung  durch  zwei 
bestimmte  Integrale  dritter  Gattung.  Obgleich  diese  Relation  mit  Hilfe 
der  Tbetafunctionen  nuseerord entlich  leibht  aufgestellt  werden  kann,  so 
scheint  mir  doch  die  Verfolgung  des  eben  verzeichneten  Weges  nicht 
ohnb  Interesse,,  weshalb  ich  hier  eine  Herleitung  jener  Darstellung  auf 
diesem  Wege  mittheile,  die  nachher  noch  durch  TbetBfnnctionen  verifi 
cirt  wird. 

Das  überall  endliche  Integral  sei 


««)  = 


""Ifi 


äi 


^|(l-|)U-*IJ 


Zur  Abkürzung  diene  die  Bezeichnung 

»-|-x'=l,    <iU)  =  ff  =  j/£(l-i)ll-i^,    u{\)  =  K,    u{^)  =  iK\ 
Es  ist  die  Determinante 


in  algebraischer  Weise  un- 
ische  Function  von  £,  welche  durch 
icht  construiit  werden  kann.  Dia 
icbnng    ist    bekannt    (vergl. 


eine    zweiwerthige  Function    von    £. 

endlich  wird ,  und  folglich  eine  algebrai 

die   Art,   wie   sie    unendlich    wird,    le 

hieraus    entspringende    Differential  gl  ei 

Theorie   der  eomplexen  und  der  Tbetafunctionen,  2.  Atifi.,   8.  116, 

ZaltMlufn  f.  HktbaiDfttlk  n.  Vbytik,  XZlIt,  n.  39 
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selbst   fflr  den  Factor   ^   aaf  der  lechten  Seite  \  zu  setzen  ist),  and 
schreibt  sich 

■      r_.(.-i,g+(2,-i)|-;+i„=3^j^. 

Die  ledacirte  Differentialgleichnng  U'=  0  wird  dnrcb  die  Periodici- 
tätsmodnlR  K  und  f  oder  dnrcb  u(l)  and  f(<x>)  befriedigt,  und  man 
kann  daher  die  LSanng  der  completen  Differentialgleichnng  dnrch  eine 
Quadratur  nach  x  (rei^l.  Baltzer,  Determinanten,  §  10,4)  finden.  Be- 
rttcksiohtigen  wir  die  bekannte  Gleichung 


so  finden  wir  fdr  u  die  Lfienng 

.r«.ir.d,     „C'.ri, 

in  welcher  die  unteren  Grennen  der  Intef^wle  noch  zu  beatinunen,   nbei 
Ton  K  unabhängig  sind.     Hier&ns  Folgt 

«  1 

0 

0. 
und  durch  Vertanechung  der  Integretionereihenrolgen 

2s 


j/ c^ü^y  (i-«y)/(i-«i)(i-«») 

./  V^^J^J  (1-««>'(1-.SK1-»») 

0 
Die  Integrationen  nach  x  laaaen  sich  ausfahren,  da  ja 

/; 8.  1-«J 


+  const. 


i*t,   und  80   folgt  denn  weiter,  wenn  an,  a'ni  Ton  a  unabhängige  Con- 
Blanten  aisd, 
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and   die  geaachte  Darstellung  von   u  durch  bestimmte  Integrale  dritter 
Gmttnog  ist  gefanden,  §obaId  a,  u   bestimmt  sind. 

Setzen  wir  x  =  0,  so  rnnss  Das,  was  mit  K'  mnltiplicirt  ist,  ver- 
schwinden, weil  £^' nnendlich  viid,  wXlirend  alles  Andere  endlich  bleibt, 
wobei  K  gleich  ^-n  wird.     Danits  folgt 


y^^^-^^f^z^^^r'- 


Es  ist  demnach  «'  eine  angerade  Zahl. 

FHr  x  =  l  ist  K  Qnendlich,  K'  endlich.*     Also 


and  demnach  anch  a  eine  ungerade  Zahl  sein. 

Nnn  soll  noch  das  erhaltene  Resultat  a  posteriori  dureh  Anwendung 
der  Tbetafnnctionen  als  richtig  erwiesen  werden,  was,  wie  schon  oben 
erwShnt,  leicht  möglich  ist. 

Setat  man  _ 

so  ist  nach  Jaoobi 
Z 

0 
Q&d  da  für  1=1  v=£  niid  fSr  1=01  i>=iS'  iei»  so  folgt  hienus 

--2-s-r|;«,e,>(«)+i-(j(-i), 


*  Di«  Act,  wie  K  fflr  «=1  miendlioh  wird,  findet  mau,  wie  folgt: 


=  A-?i= 1  f     "^       '-'^11  f     '^ 

^  •«)  y  Cd- i) (!-«£)  n  y>'(i-i)(i— i) 


din^ 


ITjd+KI)    Y.   1-)^ 
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r^,  /^  ^— •a4'»«.-«+'-'Jf±^> 


=  2J'ir'i^'9,'(«)  +  '''!' 


im  ersten  Falle  gleich  ain,   im  swei 
ablen  Teistanden,  so  folgt  doTCh  Addil 


Setzt  man  Dnn  ^(—-1)  im  ersten  Falle  gleich  «in,   im  sweiten  — cik, 
QDter  tt,  a   nagende  Zahlen  Teistanden,  so  folgt  dorch  Addition  wieder 


Die  angeraden  Zahlen  a,  a  sind  ihrer  Natnr  Dach  nnbestinunt,  weil 
I  Doendlich  vieldentig  ist. 

Freibarg  i.  B.  J.  Thouae. 


XXL   Einfaohite  Pormel  fttr  daa  Volumen  des  PriimatoidB. 

Im  XVI.  Jahrgang  dieser  ZeitBchrift,  S.  &34,  habe  ich  eine  Formel 
mttgetbeilt  zur  Beatimmnng  des  FlScbeainbalts  eines  Polygons,  wenn  die 
Seiten  o^,  Og,  ..  ,  Ua  nnd  deren  Winkel  Oj,  «g,  ...,  Oa  mit  einer  belie- 
bigen Bicbtnng>  gegeben  sind.     Dieselbe  beisst 

(=•-1  ,=B-1  /  *  =  ■-)  \ 

1)    f=i^a^sm2ai+^    Inttfnm  >  at  cog<n  1— ^o*,  «>i2tt,. 

Diese  Formel  gieht  ein  Mittel  an  die  Hand  zur  directen  Volnmenberech- 
nnng  der  EGrper,  die  zuerst  Steiner  und  spXter  nnabbän^g  von  ihm 
nnd  anf  anderem  Wege  Wittstein  berechnen  lehrten,  nnd  die  von 
Letzterem  den  Namen  Frismatoid  erhalten  haben,  anter  welchem 
Namen  sie  jetzt  in  allen  neneren  Lehrbüchern  der  Stereometrie  betrachtet 
werden.  Ich  kann  also  die  Kenntniss  der  wichtigsten  Eigenschaften 
dieser  Folyedei  voraossetzen.  Legt  man  parallel  zn  den  beiden  Gmnd- 
flftchen  des  Prismatoids  eine  Darchschnittsebene ,  ao  schneidet  dieselbe 
die  OberflScbe  des  Prismatoids  in  einem  Polygon,  dessen  Seiten  der 
Reihe  nach  den  Seiten  der  beiden  Grnndflächon  (beziehonga weise  den 
Qrnndkanten)  parallel  sind  nnd  Ihrer  LSnge  nach  sich  als  lineare  Fanc- 
tioneu  einerseits  dieser  Seiten,  andererseits  des  Abstandes  der  Dnrcb- 
schnittaehene  von  einer  der  Ornndfl&cben  erweisen.  Seien  nnn  G  und  g 
die  beiden  Omodflttcben ,  x  der  Abstand  des  Dnrcbschnittes  d  von  G,  so 
ergieht  sich  J  bei  Anwendung  der  Formel  1)  als  eine  ganze  Function 
zweiten  Grades  von  x. 
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Setzen  wir  ji—  ax*  +  bx  +  c,  so  lassen  sich  a,  b,  c  und  mithin 
auch  ji  (Br  alle  Werthe  von  x  bestimmen,  wenn  der  Werth  von  /l  fttr 
drei  Wertbe  von  x  bekannt  ist. 

Wählt  man  mit  Steiner  und  Wittstein  als  Ornndlage  zn  diesen 
Berechnangea  die  beiden  Gmndfl&cben  G  nnd  g  nnd  den  sogenannten 
mittleren  Durchschnitt  I>,  so  bat  man,  wenn  die  Höhe  =h  gC' 
aetzt  wird,  zar  Bestimmung  von  a,  b,  c  die  drei  Gleichungen 

c=G,     ah'  +  bh  +  c^g,     ^ah' -^  ^bh  + c  =  J). 
Han  erhXlt  also 

^^2(C  +  ff)-4.P      ^^4D-3G~g      ^^^ 

Uit  Hilfe  der  Integralrechnung  oder  anch  auf  elementarem  Wege  *  findet 
man  fUr  das  Volumen   V  dea  Prismatoids  die  Formel 

2)  F=^ah'-i-\bh»  +  ch 

und,  wenn  man  hierin  flir  a,  b,  c  die  obigen  Werthe  setst,  die  bekannte 
Steiner-Wittstein'scbe  Formel 


-|(»+^'> 


Eis  liegt  nun  die  Frage  nicht  sehr  fem,  ob  nicht  durch  paasende 
Wahl  des  ausser  den  beiden  GmndflScben  zu  messenden  Querschnittes 
das  Messen  beider  GrundflSchen  auf  das  von  einer  derselben  reducirt 
werden  ktfnne,  ohne  daas  dadurch  eine  complicirtere  Formel  fOr  V  er- 
halten werde.     Setzen  wir,  um  diese  Frage  zu  beantworten,  Toraus,  man 

kenne  den  Durchschnitt  ^  in    —   der  Höhe  Über  G,   eo  haben  wir  lur 

Bestimmung  von  a  nnd  b  die  beideq  Gleichungen 


.A>  + 

bk+G-= 

'S,     «^  +  4-  +  S-A 

Man  erbSIt 

np  +  n 

nnd 

(n-l)C 

-»'^       j      »'/t 

-(«■-DC- 
(,-1)» 

■_s 

if 

^=^- 

T,IP- 

-3)g-l«-lH— 

.3)e+»'4. 

FUr  n  = 

3  folgt  hieraus 

5) 

,      F  =  -(i,+  3^) 

nnd  für 

»=li,  .Uo 

für  x  = 

ih,  erhält  man 

*  Siehe  §  38  in  dem  unter  der  Presse  befindlichen  iweiten  Theile  meines 
Lehrbuches  der  Aiitlmietik,  wovon  der  erste  Theil  kOnlich  bei  Weidmann  in  Berlin 
erschienen  ist. 
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6)  V'-=-lG  +  3J), 

zwei  sehr  einfache  Formeln,  welche  beide  d«n  Sste  Ansdrfickea: 

DarInfasU  eines  Prismatoids  ist  gleich  einem  PriBma  von 
gleicher  Hühe,  dessen  Grandfläohe  gleich  ist  einem  Viertel 
der  Snmme  ans  dfir  eioen  Grundfläche  nnd  dem'dreifachen 
ihr  parallelen  Durchschnitte,  welcher  ihren  Abstand  von  der 
andern  Qrvndfllehe  im  Verhältnisse  von  2 : 1  theilt. 

Redncirt  sich  insbesondere  die  eine  GrundflSche  g  anf  eine  Kante, 
80  gentigt  Bur  Berechnung  des  Yolumens  die  Ansmessung  des  Durch- 
schnittes ^  in  ^  der  Söhe  nnd  man  hat 

Wertheim  a.  U.,  im  Hai  1S77.  Johann  Kari.  Bioeeb, 

Qjmn  m1  »I  profem«. 


yXTT.   Oeomettisohe  UntMsiiBhuignL 
I. 

Aus  der  bekannten  Formel  fBr  den  Halbmesser  des  um  ein  Dreieck 
besehriebsnen  Kreises  r=^abe:4J  folgt  dnreh  Piojection  die  andere 

'  r 

naeh  welcher  Formel  der  FlScheninhalt  B  einer  ElUpse  ans  dem  Urnkr^»- 
radiuB  eines  ihr  eingeschriebenen  Dreiecks  nnd  den  eu  dessen  Seiten 
parallelen  Halbmessern  der  Ellipse  gefunden  werden  kann.  Fallen  die 
drei  Pnnkte  Eusammen,  so  wird  »"ii  ^  ^jj  =  r^,  =  r*,  r  wird  der  Krüm- 
mnngsradius  an  dieser  Stelle  und  es  kommt  r  =  r'^:ab,  ein  bekuinter 
Ausdruck. 

Die  Formel  1)  kann  noch  anderweitig  benützt  werden.  Sind  vier 
Funkte  A^,  A^,  A^,  A^  der  Ellipse  deren  Schnittpunkte  mit  einem  Kreise 
Tom  Radios  r,  lo  gelten  weiter  die  Gleichungen 

2)  ^=nr^T^r^:r, 

3)  ^=«r„r„r,j:r,  f 

4)  Ä  =  »r„rjjr„:r. 

Die  Uultiplication  von  I)  mit  2)  und  3)  mit  4)  und  die  nachherige  Di- 
vision der  zwei  Frodacte  liefern  r*^,  =  r*^, ,  Nun  können  zwei  (verschie- 
den gerichtete)  Ellipsenhalbmesser  nur  dann  gleich  sein,  wenn  ihre  Bich- 
tnngen  zu  den  Azenrichtnngen  der  Ellipse  symmetrisch  sind.  Also  folgt: 
Bilden  vier  Punkte  einer  Ellipse  ein  Kreisviereck ,  so  sind  je  zwei  gegen- 
fiberliegende  Seiten  desselben  gegen  die  Azen  der  Ellipse  gleich  geneigt 
[Dieser  Sats  (ohne  Beweis)  rührt  bekanntlich  von  Jacob  Steiner  her.] 
Lassen  wir  nun  drei  dieser  Punkte,  A^,  ^,,  A^^  in  A  zusammen- 
fallen, so   wird  der  vierte  Funkt  Ä^  der  Schnittpunkt  B  des   in  A  die 
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Ellipse  oscnlirendfln  Rreiaes  mit  der  Ellipse  und  der  aosgesp rochen«  Smti 
lantet  jetzt:  Die  Richtang  der  OscalationstKiigente  and  die  Bichtsag  der 
Verbiadangslinie  des  OscnUtionspnDktes  A  mit  dem  Schnittpnnkte  B  sind 
symmetrisch  zu  den  Äxen  rieh  tun  gen.  Mittelst  dieses  Kesnltates  ISast  sieb 
ein  Steiner'scher  Satz  Über  die  KrUmmnngi kreise  der  Ellipse  in  sehr 
eleganter  Art  beweisen. 

Ist  nKmlich  B  gegeben,  so  kann  man  nm  jene  Pnakte  d  fragen, 
deren  ErUmmnngsh reise  darcb  B  gehen.  Verbindet  man  B  mit  eiii«m 
Ellipsen  punkte  /*,  zieht  'durch  P  eine  zu  PB  bezüglich  der  Axeuricb- 
tnngen  symmetrische  Gerade  %  und  lässt  P  auf  der  Ellipse  sich  b<rv«gen, 
so  hallen  alle  t  eine  C^  ein,  welche  die  Ellipse  dreimal  und  g^  sweimal 
(in  ihren  Schnittpunkten  mit  der  Ellipse)  berttfart  Dran  sie  ist  das 
Erzeugniss  der  Punktreihe  P  auf  der  Ellipse  und  einer  ihr  ptejectirl- 
schen  auf  g^,.  Es  geschieht  also  dreimal,  dass  t  une  ElUpseatangente 
wird,  and  in  jedem  solchen  Falle  ist  sie  eine  der  gesuchten  Oeculatioss- 
tangenten.  Es  giebt  demnach  drei  Krflmmangskreiee,  welche  dsreb  B 
gehen. 

Wenn  B'  der  dem  B  entsprechende  Punkt  auf  dem  HauptkreUe 
(über  der  grossen  Axe  als  Durchmesser)  ist  und  f&r  B'  die  analoge  Con- 
struiftion  tou  t'  an  dem  Hanptkreise  ansgefHhrt  worden  wäre,  so  hStte 
man  als  Eiubttllende  der  x  eine  Steiner'sche  Hypocycloide  mit  drei 
Back  kehrpunkten  erhalten,  welche  den  Haaptkreis  in  den  Eckpunkten 
eines  gleichseitigen  Dreiecks  berührt  hXtte.  VermSge  der  Affinität  der 
Pnnktreihen  B  und  B*  and  des  Umitandes,  dass  sieh  iu  dieser  Affinitllt 
t  und  t'  entsprechen,  folgt,  dass  die  drei  Pnukte  A  auf  der  Ellipse  ein 
Dreieck  grQssten  Inhalts  ^A''J"  bilden.  In  einem  solchen  ist  nun  die 
Tangente  eines  Eckpunktes  parallel  der  Gegenseite.  Also  ist  die  Tan< 
gente  r,  Ton  ^  parallel  zu  jf'Ä"  und  da  Bj^"  symmetrisch  m  t,  ist 
gemHss  dem  Obigen,  so  ist  BÄ  auch  symmetrisch  zu  A"/"\  die  vier 
Punkte  BÄÄ'Ä"  liegen  demnach  so,  dass  je  zwei  Gegenseiten  gegen 
die  Axenrichtnngen  symmetrische  Richtungen  besitzen,  d.  h.  sie  bilden' 
dem  oben  bewiesenen  Satze  zufolge  ein  Kreisviereck.  Altes  ausunmen- 
gefasst,  giebt  den  Satz: 

„Dnrch  jeden  Punkt  der  Ellipse  gehen  stets  drei  und 
nur  drei  anderweitig  oscnlirende  Kreise.  Deren  Oscula- 
tionspunkte  bilden  ein  der  Ellipse  eingeschriebenes  Dreieck 
maximalen  Inhalts  und  liegen  mit  dem  gegebenen  Punkte 
selbst  auf  demselben  Kreise."* 

Die  Formel  I)  giebt  auch  den  Nachweis  dafUr,  dass  das  „Product 
ans  den  Krümmungsradien  der  Eckpunkte  eines  eingesebrie- 


*  In  ganz  anderer  Art  haben  diesen  Säte  bewiesen:  Joachimsthal,  Cr.  J. 
Bd.  86,  nnd  Herr  August,  Cr.-Borch.  J.  Bd.  68.  V^  iOOqIc 
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benen    Dfeiecks    von    niftiimftlem    Inhalte   gleii 
FotenE  TOD  dem  Umkreisradins  dieses  DreJec] 

Wird   für   die  Formel  1)  J^~J^,  so  kommt  - 

in  der  Anffeodvng  aaf  ein  Dreieck  von  maximalem  Inhalt  den  Satz; 

„Das  Prodnct  ans  den  Radien  jener  zwei  Kreise,   welche  in  eioem 
Eckpunkte  eines  solchen  Dreiecks  berühren  und  dnrch  je  einen  andern 
Eckpnnkt  gehen,  ist  für  alle  drei  Ecken  dasselbe,   nämlich  gleich  dem 
Quadrat  des  Umkretsradias." 
*  Änsserdem  gilt  die  merkwürdige  Beziehnng: 

„Alle  Kreise,  welche  den  einer  Ellipse  eingeschriebenen 
Dreiecken  maximalen  Inhalts  conjngirt  sind,  haben  gleichen 
Radius." 

Dnich  den  im  Vorigen  abgeleiteten  Satz  tiber  die  Oscnlationskreise 
ist  offenbar  jedem  Punkte  B  der  Ellipse  ein  bestimmtes  Dreieck  Ä A' X" 
maximalen  Inhalts  ZQgewiesen.  Han  kann  sagen,  dass  hierdarch  anf  der 
Ellipse  eine  Funktreihe  nnd  eine  ihr  projectivische  Pnnkt Involution  drit- 
ten Grades,  nSmlich  die  von  sSmmtlichen  Dreiecken  a'a"J["  gebildete, 
erscheinen.  Fällt  man  nun  von  B  anf  die  Seiten  des  zugehörigen  Drei- 
ecks A  Senkrechte,  so  liegen  die  drei  Fusspunkte  in  einer  Geraden  «, 
weil  BÄÄ'X"  anf  einem  Kreise  liegen ,  and  es  kann  nnn.  nm  die  Ein- 
bauende aller  Geraden  e  gefragt  werden.  Ist  o'  die  Gerade,  welche  zn 
ff  and  dem  entsprechenden  gleichseitigen  Dreieck  gehört,  so  findet  man, 
dass  die  «'  dnrch  den  Hslbirnngspnnkt  von  B'O  und  durch  den  Fuss- 
pnnkt  der  Senkrechten  ans  ^  anf  die  grosse  Axe  IXnft  und  symmetrisch 
ist  zn  So  heattglich  der  Axeurichtnngen.  Wegen  der  letzteren  Beziehung 
ist  die  Einhüllende  aller  n'  eine  sogenannte  orthogonale  Ästerolde,  deren 
Spitzentangenten  mit  den  Hanptaxen  znaammenfallen  nnd  deren  Spitzen 
anf  dem  Hanptkreise  liegen.  Wenn  man  nnn  bemerkt,  dass  die  a  selbst 
dnrch  den  Halbimngspunkt  von  BO  nnd  dnrch  den  nämlichen  Fnsspnnkt 
anf  der  grossen  Axe  wie  «'  geht,  so  erkennt  man,  d&ss  die  iT  in  der 
schon  erwähnten  perspecÜT- affinen  Verwandtschaft  der  Systeme  B  nnd 
B'  der  Geraden  «'  entspricht.  Die  von  0  eingebällte  Curve  wird  also 
die  xtt  jener  Asteroide  affine  Cnrre  sein; 

„Die  9  hüllen  eine  Curve  vierter  Classe  sechster  Ord- 
nung ein-,  welche  g^  zur  Doppelspitzentangente  in  deren 
Schnittpunkten  mit  der  Ellipse  hat  nnd  in  den  Scheiteln  der 
Ellipse  vier  Spitzen  besitzt,  deren  Tangenten  mit  den  El- 
lipsenazen  zusammenfallen." 

*  Einen  hiermit  gar  nicht  verwandten,  aber  auffallend  ähnlicben  Satz  gab 
Herr  Hannheim  in  den  Ntmvellet  Annale»  T.  21  bezüglich  Curven  dritter  Ord- 
nung (Question  60Ö).  -<^cs-      ~-~'  "-  - 

Wien,  22.  Juli  1878.         1   T:?:--"'-''        '  \  8-  Kamtor. 
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Der  BriefweehBel  zwischen  Lagrang:e  nnd  Etiler. 

Von 

Moritz  Gantob. 


AIbPbdI  Heinrich  vonFuns  im  Jahre  1843  im  Anftrag«  der  Peters- 
burger Akademie  die  beiden  stattlichen  Bände  heransgab,  welche  nntetdem 
Titel  Carrespondanee  malhemalique  et  p/igsigue  de  quelques  cilibres  gSomilret 
du  Xflll  siede  hiatoriBch  anacbKtzbare  Briere  von  Enler,  von  Gold- 
bach, von  verschiedenen  Mitgliedern  der  Gelelirtenramilie  Bernoalli 
u.  8.  w.  enthalteD ,  da  stellte  er  snf  Seite  XXXV  der  Vorrede  die  mBg- 
liehe  Erscheinung  «ach  noch  eines  dritten  Bandes  in  Aossieht.  Zu  diesem 
Zwecke  hoffe  er  darch  Vermittelang  von  C.  G.  J.  Jaeobi,  der  fflr  diese 
Veröffentlichung  —  er  hAtte  sagen  können:  für  Alles,  was  auf  die  Ge- 
sehichte  der  Mathematik  sich  bexog  —  das  lebhafteste  Interesse  an  den 
Tag  legte,  in  Besitz  einer  ganzen  Sammlung  von  Briefen  Enler's  an 
Lagrange  zu  gelangen,  damals  das  Eigenthnm  des  unermüdlichen,  in 
seinen  Mitteln  nicht  sehr  wHhlerischetk  Sammlers  Libri.  Jener  3.  Band 
ist  bekanutliet)  nicht  erschienen.  Dafür  kamen  1862  die  Opera  postuma 
Euler's  berans  nach  1814  in  unerwarteter  Weise  entdeckten  Mannscrip- 
ten.  Wieder- war  es  PaulHeinrich  vonFuss,  dem  die  Petersburger 
Akademie  den  Auftrag  ertheilt  hatte,  den  Druck  zu  fiberwacben,  und 
nach  dessen  1855  erfolgtem  Tode  trat  Nicolaua  von  Fuss  in  die  Stelle 
den  Bruders.  Im  1.  Bande  der  Opera  posluma  S.  555  —  588  befinden  sich 
18  Briefe  Enler's  an  Lagrange  aus  den  Jahren  1755 — 1775,  welche 
der  Herausgeber,  wie  es  in  der  Vorrede  8.  V  helsst,  zu  anderem  Zwecke 
gesammelt  hatte.  Jenes  voi-ei-wHbnte  Libri 'sehe  Exemplar  war  dazu 
allerdings  nicht  benutzt  worden.  Dasselbe  ging  nümlicb  am  17.  Januar 
1876  in  den  Besitz  des  Fürsten  Boncompagui  in  Rom  über,  dessen 
freundlichen  MittbeÜnngen  wir  die  Thateache  entnehmen,  dsss  die  Libri- 
schen  Briefe  keineswegs  die  Originalien,  sondern  nur  Abschriften  seien, 
während  dem  Abdruck  in  den  Opera  jitisluma  die  Originalien  selbst  zu 
Grunde    gelegen    haben    mtissen.      Das  beweisen  zwei  durch  die  Herani- 

Hlrt.-lll.  Ablhlg.  d.  Zdlubr.  f.  Math.  n.  Pbji,  »*t",  1.  I 
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geber  der  Opera  poslumn  beigefltgte  Anraerknngen ,  von  denen  gleich  nocb 
die  Rede  sein  wird.  Wie  and  wann  zwbchen  1843  nnd  1862  die  Ori- 
ginalbriefe  nacb  Feterebnrg  kamen ,  wohin  sie  dann  gelangten,  ist  zweifel- 
haft. Am  Wabrscbeinlicheten  dfirften  sin  sich  unter  dem  Nachlasse  La* 
grange's  befinden,  welcher  Eigenthnm  der  Bibliothek  der  Akademie 
der  Wissenschaften  zn  Paris  ist  und  nnnmehr  znr  Besorgung  der  Ge- 
sammtaasgabe  von  Lagrange's  Werken  unter  der  Leitung  Ton  Herrn 
J.  A.  Serret  dient. 

Waren  indessen  die' Briefe  Ealer's  an  Lagrange  flir  das  matbe- 
matisohe  Pnbliknm  seit  1862  im  Abdrucke  vorhanden,  so  verhielt  es  sich 
ganz  anders  mit  den  Briefen  Lagrange's  an  Euler,  Sie  schienen 
verloren,  bis  Professor  Somof  (der  Wissenschaft  am  8.  Hai  1876  ent- 
rissen] Ende  1872  wenigstens  einen  Tbeil  derselben  in  dem  Archive  des 
Oonfereuzensaales  der  Petersburger  Akademie  entdeckte.  Vier  Briefe 
gehörten  einem  Oonvotute  an,  welches  die  Aufschrift  trl^:  L.  Enler's 
Briefwechsel  1749  bis  1755,  sieben  Briefe  einem  zweiten  Convolut«  mit 
der  Anfsebrift:  L.  Bnler's  Briefwechsel  1756  bis  1766.  Sie  gehtSren  also 
s&mmtlich  der  Zeit  an,  zn  welcher  Euler  sieb  in  Berlin,  Lagrange  in 
Turin  aufhielt,  und  entsprechen  den.  zehn  ans  Berlin  datirten  Briefen 
Enler's  in  den  Opera  postwma  I  8.  555 — 568,  welche  in  einer  Note  zu 
S.  556  als  von  Bnler  eigenhändig  gescLriebeu  beseichnet  werden.  Die 
acht  ans  Petersburg  datirten  Briefe  {Opera  pottwmn  I  8.  568  —  588)  siod 
dag^en,  einer  zweiten  anf  8.  56S  befindlichen  Anmerkung  zufolge,  vod 
der  Hand  derjenigen  Schüler  Enler'  s,  die  seit  seiner  Angenk rankheit  ihm 
Seoretärsdienste  EU  leisten  pflegten,  Job.  Albert  Euler,  J.  A.LexelK 
W.  L.  Krafft  und  Nicolans  Fuss.*  Die  Briefe  Lagrange's  an  Ealer 
aus  diesem  zweiten  Zeiträume  sind  noch  nicht  wieder  aufgefunden  worden. 
Ob  Spuren  von  ihnen  in  Paris  nsthweisbar  sind,  ist  bei  der  fast  Hber- 
grosseu  Geheimthuerei  des  dortigen  Herausgebers  ftr's  Erste  nicht  zu 
ermitteln.  Nachdem  FHrst  Boncompagni  von  dem  Dasein  der  genann- 
ten elf  Briefe  durch. eine  Mittbülnng  von  Prof.  Somof  von  Ende  No- 
vember 1872  Kunde  erhalten  hatte,  beschloss  er,  die  Veröffentlichung 
derselben  sich  angelegen  sein  zu  lassen,  und  so  haben  wir  jetzt  deren 
photo lithographische  Wiedergabe  vor  uns  anter  dem  Titel :  Lettret  inedilrt 
de  Joseph  LottU  Lagrange  ä  Leonard  Eitler  tirees  det  archive»  de  la  lolle  des 
confdrencet  de  Vacademie  imperiale  des  iciences  de  St.  Pelertbowg  et  publieet 
par  B,  Boncompagni.  Samt  -  Petersbourg  MDCCCLXXVII.  Ein  ziemlich  aus- 
flthrlicber  Bericht  Über  diese  nach  Form  nnd  Inhalt  gleich  hervorr^eiide 

*  Diese  beiden  AnmerbnngeQ,  anf  die  vorher  vom  Beweise,  dass  der  Abdruck 
in  den  Opera  poetwna  auf  den  Origiualbriefen  berobe,  abgehoben  wurde,  finden 
sich  nämlich  nicht  auub  in  der  Libti'icheu  Abschrift,  an»  der  die  Briefu  folglich 
nicht  entnommen  sein  kOnuen,  wie  Fflrst  Boncompagni  uns  anf  Anfrage  f^nnd- 
lichit  bestätigte.  ^. 
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ond  (]pn  Förderer  der  Wisseaschaft,  der  sie  vernnstaltet« ,  aaf's  Nenn 
ehrend«  VerSffentlichaDg  ist  bereits  am  15.  MSrz  1877  dnrch  Heim 
Angelo  Genoechi  der  Tnriner  Akademie  vorgelegt  worden  und  in 
dfren  Jlti  Vol.  XII  zam  Druck  gekommen,  in  ahnlicher  Weise,  wie  der- 
selbe Verrasser  1S69  im  4.  Bande  der  dtH  della  B.  Aecademia  deJle  tcieme 
fü  Torino  über  eine  dem  Fullelino  Üoncompagni  von  186S  eotDommene 
Abhandlung  von  Prof.  Plaeido  Tardy  berichtete,  deren  Gegenstand 
die  Eratlingaabhandlnng  von  Lagrange  (sein  Brief  an  den  Grafen 
F«gnBDo)  bildete,  nnd  1874  im  9.  Bande  der  Atti  aber  einige  andere 
Briefe  des  Lagrange.  So  sehr  wir  die  Gelehrsamkeit  nnd  den  Scharf- 
sinn anerkennen,  welche  Herr  Genoechi  ao  1869,  wie  1874,  wie  neuer- 
dings an  den  Tag  legte ,  so  gern  wir  von  dem ,  was  er  geftinden ,  in  dem 
Folgenden  Gebraach  machen  werden,  so  glauben  wir  doch  unseren  Lesern 
niehts  Unwillkommenes  zu  bieten,  wenn  wir  die  ganze  Correapondenz 
zwischen  Lagrange  und  Enler,  soweit  sie  in  sich  ergXnzenden  Briefen 
vorhanden  ist,  also  die  elf  neu  herausgegebenen  Briefe  von  Lagrange 
nnd  die  zehn  ersten  Briefe  Euler's  aus  dtm  Opera  posluma  (welche  letz- 
tere Herr  Genoechi  gar  nicht  berücksichtigt  hat)  in  einen  Bericht  zu- 
sammenfassen. 

Schicken  wir  wenige  biographische  Notizen  vorans,  die  qdb  klar 
machen,  welches  die  gesell scbaftliehe  Stellung  von  Lagrange  und  von 
Enler  war  zur  Zeit,  als  ihr  Briefwechsel  begann. 

Lonia  de  la  Grange  Tournier  wnrde  am  25.  Januar  1736  su 
Tnrin  geboren.  Er  gehörte  einer  franzSsiiehen ,  ans  der  Touraine  fiber- 
gesiedelten  Familie  an.  Noch  des  Vaters  Wunsche  begann  er  mit  jnristi- 
tiechen  Studien,  neben  welchen  er  sich  dem  von  der  Natnr  ihm  vor- 
geaeichneten  Berufe  als  Uatbemattker  widmete.  Die  Werke  Rnklid'a, 
mit  denen  er  sich  zuerst  bekannt  macht«,  gaben  Ihm  zunSchst  eine  Vor- 
lieb« für  die  synthetischen  Methoden,  welche  er  den  algebraisch  -  analyti- 
schen vorzog,  bis  ihm  eine  Abhandlung  von  Halley  die  Kraft  dieser 
letzteren  Methoden  enthüllte.  Nun  eignete  er  sich,  ein  17jllfariger  Jang- 
ling,  ohne  fremde  Beihilfe  den  Inhalt  der  Schriften  der  Newton,  Ber- 
noulli.  Euler,  D'Alembert  an  nnd  bildete  sich  so  an  dem  grossen 
Analytiker  ans,  als  welchen  die  Mathematik  nnd  die  mathematische  Physik 
ihn  verehren.  Ende  Juni  1754  war  er  noch  nicht  ganz  18Vt  Jahr  alt, 
hatte  er  noch  Nichts  verSffeutlicht. 

Leonhard  Enler,  geboren  am  15.  April  1707  in  Base),  war  im 
Jnni  1754  etwas  Aber  47  Jahre  alt.  Sein  Sohn  Albert  Enler,  «in 
Jafar  XUer  als  Lagrange,  trat  eben  in  dem  Jahre  17M  durch  eine  von 
der  GOttinger  SocietMt  mit  dem  Preise  gekrOnte  Abhandlung  über  die  Art 
nnd  Weise,  bei  Wassermühlen  den  grössten  Nutzeffect  zn  erzielen,  in  die 
Wissenschaf tliehe  Laufbahn  ein,  den  siei^wohnten  Ftisstapfen  des  Vaters 
folgend,     Leonhard  Enler  selbst  hatte  den  ersten  Petersburger  Aufent- 
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hftit  hinter  sich,  war  seit  1744  Director  der  mfttbematiscben  Cluse  der 
Akademie  der  Wissen  Schäften  zn  Berlin,  in  welcher  Stellung  er  bis  1766 
verblieb,  worauf  Lagrange  sein  Nachfolger  wnrde.  Ausser  zahlreichen 
Abhandlnngpu  hatte  er  schon  seine  Keebanik  (1736 — 1742),  seine  Ein- 
leitnng  in  die  Analysis  des  Unendlichen  (1748),  seine  Methodus  inveniendi 
lineai  curvas  maximi  minimive  proprietate  gaudenles  (1741),  sSmmtlich  in 
lateinischer  Sprache,  durch  den  Druck  bekannt  gemacht. 

Auf  der  einen  Seite  sehen  wir  also  eineo  bocbbertthmten  Gelehrten 
in  der  vollen  Kraft  seiner  von  Enropa  bewunderten  Leistungen ,  auf  der 
andern  Seite  einen  unbekannten  AnfSnger,  dessen  Lebensjahre  ihn  fast 
noch  Kam  Knaben  stempeln  wfirdeu,  wenn  die  Reife  seiner  Gedanken 
ihn  nicht  als  Hanu  bezeichnete. 

1.  Am  28.  Juni  1754  richtete  Lagrange  seinen  ersten  Brief  an 
Euler.  Die  Jabressahl  ist  nwar  nicht  beigefügt,  aber  unzweifelhaft  bat 
Herr  Genocchi  mit  Kecht  angenommen,  sie  kfinne  nnr  1754  gewesen 
sein.  An  1753  etwa  zu  denken ,  verbietet  neben  einem  noch  su  er- 
wähnenden Umstände  das  damals  allznjngendlicfae  Alter  des  Briefstellers, 
und  1755  ist  aus  anderen  Gründen  unmöglich.  Der  bekannte  Brief  an 
Fagnano  uBmlicb,  welcher,  durch  den  Druck  verviclfKltigt ,  die  erste 
Veröffentlichung  von  Lagrange  und  zugleich  seine  einzige  Veröffent- 
lichung in  italienischer  Sprache  bildet,  vUhrt  vom  23.  Juli  1754  her,  nud 
der  Brief  an  Euler,  der  Hauptsache  nach  mit  jenem  Übereinstimmend, 
wXre  gewiss  nicht  geschrieben  worden,  wenn  Lagrange  statt  seinerein 
gedrucktes  Exemplar  bütte  flberreichen  können,  ganz  abgesehen  davon, 
dass  Lagrange  noch  1754  erfuhr,  seine  vermeintliche  Entdeckung  sei 
nicht  neu,  dass  er  darüber  die  weitere  Beschdftignng  mit  mathematischen 
Gegenstünden  fast  verschwor  und  somit  sicherlich  nicht  ein  halbes  Jabr 
spater  noch  darüber  schreiben  mochte,  wie  er  es  in  dem  Briefe  an  Euler 
gethan  hat.  Es  handelt  sich  um  die  Vergleichung  der  beiden  Formeln, 
welche  den  """  Differential  quo  tienten  des  Productes  u.e  und  die  «"Po- 
tenz der  Summe  u  +  v  darstellen,  um  den  Kachweis  der  Identität  der 
dabei  auftretenden  CoefGcienten ,  um  die  Bemerkung,  dass  die  Vertan- 
schung  von  n  mit  ~n  die  Differentiation  In  eine  Integration  Übergehen 
lasse.     Gelegentlich  des  speciellen  Falles,  der  in  der  Reihe 
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sich  kundgiebt,  fragt  Lagrange,  ob  das  nicht  die  Reihe  sei,  welche 
schon  Ungst  Leibnitz  angegeben  habe?  Auch  in  dem  gedruckten  Briefe 
an  Fagnano  stellt  Lagrange  eine  auf  dieso  Reihe  bezügliche  Frage, 
nnr  heisst  sie  dort,  und  mit  Recht,  ob  die  Reihe  nicht  die  des  Johann 
Bernoulli  sei,  welcher  sie  im  Novemberhefte  1694  äet  Mi  Enidilonm 
verSSentlicht  habe?  Die  besondere  Reihe  ist  in  der  That  Eigentbnm 
von  Johann  Bernoulli  und  an  dem  genannten  Orte  zuerst  mitgetheilL 
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Leibnitz  w*x  etwas  spBter,  im  Hai  1695,  auf  die  üebereiDstimmtiiig 
zwisclien  Differentiation  und  FotenBirang  anfmerkaam  geworden  und  hatte 
die  obwaltende  Analogie  unter  der  VoraassetznDg  ganzer  positiver  Werthe 
von  n  im  t.  Bande  der  Miseellanea  Berolinensia  1710  zur  allgemeinen 
Konntniss  gebracht,  während  die  von  jener  Voraussetzung  uneingeschrKiikte 
Formel  seit  1745  in  dem  Commercium  ephtoUcum,  d.  h.  dem  Briefwechsel 
zwischen  Leibnitz  nnd  Jobann  Bernoulli,  gedruckt  die  venu  eint- 
liehe  Entdecknng  Lagrango's  vorwegnahm.  Lagtange  erfuhr  diese 
fUr  den  strebsamen  Anfänger  so  peinliche  Thatsache,  wie  bereits  bemerkt, 
noch  iu  dem  Jahre  1754,  aber  nicht  durch  Guler.  Dieser  hat  nämlich, 
wie  aus  der  Beantwottung  des  zweiten  Briefes  hervorgeht,  auf  den  ersten 
gar  Nichts  erwidert,  weil  Lagrange  vers&umt  hatte,  eine  Adresse  anzu- 
.geben,  au  die  mau  ihm  schreiben  könne.  So  bemerkt  ihm  Guler  erst 
anter  dem  6.  September  1755,  dass  in  dem  Leibuitz-Beruoulli'scheu 
Briefwechsel,  wie  er  meine,  der  Gregenstand  schon  erörtert  sei,  und  auf 
eine  zweite  Frage,  ob  es  denn  wahr  sei,  dass  Wolf  gestorben,  giebt  er 
natürlich  iu  so  spätem  Briefe  gar  keine  Antwort.  Wir  berühren  diese 
Frage  anch  nur  deshalb,  weil  deren  frühester  möglicher  Zeitpunkt  im 
Einklänge  steht  mit  der  durch  Herrn  Genocchi  vorgeschlageueu  Datirung 
des  Briefes  nnd  letztere  dadurch  bestätigt.  Christian  von  Wolf,  da- 
mals ein  berühmter  Mann,  starb  nämlich  im  April  1754  in  Halle.  Die 
Erkundigung  nach  seinem  Tode  hat  also  nur  im  Juni  1754  einen  be- 
stimmten Anhalt. 

2,  Nach  mehr  als'  Jahresfrist,  am  12.  August  1755,  wandte  La- 
grauge  sich  in  einem  neuen  Briefe  an  Enler  nnd  gab  diesmal  den 
Namen  eines  Turiner  Bankiers,  A,  Durand,  an,  unter  dessen  Adresse 
er  dringend  eine  Autwort  erbittet.  Mit  diesem  Schreiben  beginnt  die 
Gesohiihte  von  Lagrange's  bahnbrechenden  Arbeiten  auf  dem  Gebiete 
der  Variationsrechnung.  Lagrange's  erste  gedruckte  Abhandlung  Qbor 
dieses  Capitel  der  Mathematik  findet  sich  in  dem  1762  erschieneneu 
II.  Bande  der  Miseellanea  Tauritiensia  und  führt  den  Titel:  Estai  ifune 
nouvelle  metkode  pour  delerminer  les  Maxima  et  les  Minima  des  formales  in- 
tegrales indefinies.  In  dem  IV.  Bande  derselben  Sammlung  von  1769  ver- 
theidigt  Lagrange  seine  Methode  gegen  Angriffe  von  Fontaine  und 
Anderen  in  dem  Aufsätze:  Siir  In  me'thodc  des  varintions,  in  welchem  et 
naeb  einigeu  E in leitungs werten  erklärt :  diese  Methode ,  deren  Name 
„Variationsrechnung"  von  Euler  passend  gewählt  sei,  habe  er  eben 
jenem  grossen  Geometcr  bereits  1755  mitgctheilt  nnd  dessen  Zustimmung 
sich  erfreut.  Ja,  der  Aufsatz  von  1762  sei  gewissetmassen  aufEulor's 
Bath  geschrieben,  da  dieser  in  einem  Briefe  vom  2.  October  1759  ihm 
mittheilte,  er  habe  nun  auch  weitere  Untersuchungen  nnf  dem  gemein- 
samen Gebiete  augfstellt,  welche  er  aber,  um  Lagran(;o'}i  Kuhra  nicht 
im   Wege  :&»  stehen,  znrttckhalte,  bis  dieser  erst  seine  Methode  bekannt 
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gemacht  haben  verde.  Diese  Stelle  war  schon  F.  Gieeel  in  aeiDem 
Torgauer  Programm  von  1857 :  „Geschichte  der  VariatioasrechDiing,  1.  Tbl.** 
nicht  entgangen.  Unter  Anmerkung  98  ist  sie  abgedrnckt.  Heute  be- 
sitzen wir  nun  die  Briefe  selbst,  in  welchen  Lagrange  dem  Verfasser 
der  Melhodus  inveniendi  etc.  die  später  so  wichtig  gewordene  Erfindung  dea 
Zeichens  &  zur  Unterscheidung  dar  Variationen  von  gewSbnlichen  Diffe- 
rentiationen und  die  Anwendung  desselben  mittbeilt.  Der  Brief  vom 
12.  August  1755  insbesondere  liest  sich  wie  ein  Excerpt  ans  der  Abhand- 
lung von  1762,  wenn  wir  nicht  wässten ,  daes  et  derselben  nm  7  Jahre 

vorhergeht.  Die  drei  allgemeinen  Fülle  J2  (so  schreibt  Lagrange  auch 
noch  in  den  Lerons  sur  le  catntl  des  fonclion$  von  1806  8.  437  und 
hSnfigcr,  ohne  dass  ein  Differential  angegeben  wäre,  nach  welchem  inte* 
grirt  werden  soll)  zu  einem  Maximum  oder  Hinimnm  zu  machen,  je  nach- 
dem Z  nur  die  VerHuderlicben  z,  y  und  die  Ableitnngen  von  y,  oder 
ausserdem  noch  dne  Integralfunction  77  von  einem  andern,  in  Bezug  auf 
seine  letzten  Bestandtheile  dem  Z  ähnlich  zusammengesetzten  (Z)  ent- 
halten soll,  worauf  S{Z)  entweder  von  677  frei  sein  oder  dasselbe  ent- 
halten k&nn ,  werden  wie  in  dem  Essai  d'une  nouvelle  melkode  unterschie- 
den und  unter  Anwendung  fast  der  gleichen  Buchstaben  in  allgemeiner 
Weise  behandelt.  Im  Aufsatze  steht  nur  Z',  wo  im  Briefe  (Z)  geschrie- 
ben bt.  Besondere  Beispiele,  sagt  Lagiange,  könne  er  ISseo,  aber  er 
geht  für's  Erste  nicht  darauf  ein.  Euler  antwortete  unter  dem  6.  Sep- 
tember 1755. und  äusserte  die  entschiedenste  Anerkennung  der  neuen 
Methode,  in  welcher  er  einen  bedeutenden  Fortschritt  gegenüber  vod 
seinen   eigeneu   Foracbnugen   erkenne.     Bemerkens werth   ist  etwa,   daaa 

Enlei  das  JZ  statt  IZäx  ausdrücklich  hervorhebt,  um  es  dadurch  za 
erläutern,  dass  er  beifügt,  Lagrauge  betrachte  eben  dx  als  Einheit. 

3.  Euler's  Antwort  traf  zu  einer  für  Lagrange  erugniss vollen 
Zeit  ein.  Der  erst  19'/,  Jahre  alte  Gelehrte  war  zum  Professor  an  der 
Artillerieschnle  zu  Turin  ernannt  worden.  Die  nn entheb rlicbsten  Vor- 
bereitungen für  den  ihm  übertragenen  Unterricht  verzögerten  seine  Er- 
widerung etwa  5  Wochen  lang,  bitt  er  dann  am  20.  November  1755  die 
Müsse  fand,  Enler  neue  Fortschritte  der  Variaüonsrechnung  mitzuthei- 
len,  insbesondere  ihm  auseinanderzusetien ,  wie  weit  die  Aufgabe  der 
Bntcbistocbrone  in  seinen  Händen  sich  entwickelt  hatte.  Enler  hatte 
bei  seinen  Arbeiten  tlber  dieses  Problem,  welches  bereits  geschichtliche 
Wichtigkeit  besass,  gleich  seinen  Vorgängern  nur  den  Fall  betrachtet, 
dass  ein  materieller  Pnnkt  unter  dem  Einflüsse  dei  Schwere  in  kürzest- 
möglicher  Zeit  von  oiuem  Punkte  <f  nach  einem  andern  Punkte  B  ge- 
langen sollte.  Lagrange  Vio.es  dagegen  den  materiellen  Pnnkt  von  A 
aus  nach  irgend  einem  l'uukte  einer  gegebeueu  Curve  0  fallen  und  fand 
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auch  nutar  dieser  VoranseetsaDg  als  BrachUtuebrone  eise  Cykloide,  welche 
die  Carve  0  senkrecht  durchscbneide.  Ferner  betttcksichtigte  Lagrange 
die  VoraoABetznDg,  dasa  der  fallende  Fnnkt  in  kürzester  Zeit  von  Ä  (iber 
C  D&ch  B  gelangen  sollte.  Hierbei  gerieth  er  in  eiHen  Irrlfanm.  Er  kam 
nimlieh  zu  dem  Ergebnisse,  die  geeacbte  Curve  besitze  die  Differential- 

oder  nuh  einmaliger  Integration  die  Differentialgleiclinng 

welche  nur  bei  a  =  oo  die  Cykloide  bedentet.  Der  Irrthum  Lagrange's 
wird  offenbar,  wenn  man  in  der  Integration  weiter  fortfährt,  wodurch 
die  Gleichung  


-//^ 


-.dx 


x{x^hf 

entsteht,  die  Corre  der  Brach istochrone  mithin,  durob  ein  elliptischee  In- 
tegral ausgedruckt  wttie,  während  man  weiss,  dass  der  fallende  Punkt 
von  A  nach  C  durch  eine  Cykloide  gelangt,  welche  diese  beiden  Punkte 
folglich  enthXlt  und  als  dritte  Bedingung  in  A  die  Biobtnng  der  Schwere 
als  Berührende  besitat.  Macht  man  alsdann  die  VocausBetzang,  dass  in 
C  eine  VerJtndemng  der  einmal  erlangten  Geschwindigkeit  niaht  stattfinde, 
so  wird  der  weitere  Fall  von  C  noch  B  durch  eine  zweite  Cykloide  erfol- 
gen, welche  diese  beiden  Punkte  enthält  und  welche,  rtickwärU  bis  zur 
gleichen  horiaontalen  HSbe  mit  J  fortgesetst ,  dort  ebenfalls  die  Bichtaug 
der  Schwere  zur  Beriihmngslinie  hat.  Diese  Auflösung,  deren  Ginnd- 
ztlge  etwa  bei  Lindeloef,  Le^om  de  calcul  des  varialions.  Pari»  1861, 
jmg.  226  (über  die  Bracbistocbrone  mit  Anfangsgeschwindigkeit)  und  bei 
Todkunter,  Researche$  m  Ihe  caiculut  of  varialions,  principaüy  on  tkeOieory 
of  disconlimui  toluHimt,  London  and  Cambridge  1871 ,  pag.  127,  §  143  (ober 
die  Bracbistochronen  durch  drei  Punkte)  verglichen  weiden  mfigen,  ent- 
ging übrigens  dem  Scharfblicke  Ealer's  nicht.  In  seinem  sogleich  zu 
erwKhneaden  Autwortsschreiben  vom  24.  April  1756  sagt  er  ausdrücklich : 
„Wob  die  Brachistochronen  durch  drei  oder  mehrere  Ponkte  betrifft,  so 
m&chte  ich  glauben,  sie  seien  keine  stetig  fortgesetzten  Curven,  sondern 
von  jedem  Punkte  zum  nächsten  müsse  ein  Cykloidenbogen  dnrcblaufes 
werden,  donüt  die  Zeit  des  Falles  von  dem  einen  Punkte  zum  andern 
ein  Hinimtun  verde;  darchUnft  nämlich  der  Körper  diese  einzelnen  Ab- 
schnitte so  schnell  als  mSglicb,  so  wird  er  unzweifelhaft  auch  die  ganze 
Curve  in  der  kürzesten  Zeit  vollenden."  Lagrange  selbst  muss  der 
Unrichtigkeit  seiner  Vermuthung  sich  auch  bewnsst  geworden  sein»  denn 
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ia  einem  Briefe  Tom  19.  Mai  1756  bemerkte  er  mit  Euler's  ErlSntentng 
der  verschied enen  Umformungon  der  betreffendon  Diffeientialgleichiingen 
sich  darchaus  einverstanden  und  in  zar  Veröffentlichang  bestimmten  Ar- 
beiten Über  VariatioDsrechnnng  kam  er  anf  den  Gegenstand  niemals  sa- 
rück.  Sein  Irrthum  beruhte  nfimlich  darauf,  dass  erans  der  Gleichnng  £^0, 
welche  die  Differentialgleicbnng  der  die  Eigenschaften  eines  Gifissten 
oder  Kleinsten  besitzenden  Carve  darstellt,  durch  weitere  Differentia- 
tionen ,  welche  bei  Gelegeubeit  facto  ren  weis  er  Integrationen  eintreten ,  die 
an  sieh  berechtigten  und  zär  EinfQhrnng  von  Bedingungen  anch  bente 
dienenden  Folgerangen  8L'=Q,  8*L^0  u.  a.  w.  zog,  dann  aber  ohne 
Weiteres  die  Integration  von  2Z  =  0,  beziehnngsweise  von  ?*i^0 
vornahm,  wodurch  Glieder  neu  hinEnkommen ,  welche  der  eigentlichen 
Anfgabe  nicht  angehören,  und  das  hatte  ihm  Enler  in  seiner  Aotwoit 
bemerklich  gemacht. 

4.  Ein  weiterer  Brief  Lagrange's  mnss  etwa  im  Honat  MXrz  1756 
geschrieben  worden  sein,  der  jedoch  in  der  Sammlung  fehlt.  Enler 
beginnt  wenigstens  das  Antworlsscbreiben  vom  24.  April  mit  der  Empfangs- 
anaeige  xweier  Briefe,  deren  erster,  „am  Ende  des  verflossenen  Jahres" 
eingetroffen,  mit  dem  Briefe  vom  20.  November  1755  sicherlich  identiscli 
ist,  wKbrend  der  zweite,  „neuerdings"  geschriebene  offenbar  als  nns  beute 
fehlend  bezeichnet  werden  mnss.  Ueber  den  Inhalt  desselben  ist  aas 
Enler's  Antwort  ebenso  wenig,  wie  ans  Lagrange's  späteren  Briefen 
irgend  eine  Andeutung  zu  entnehmen.  Euter  zeigte  die  erhaltenen 
Briefe  dem  Presidenten  der  Berliner  Akademie,  Hanpertuis,  der  be- 
kanntlich von  Friedrich  dem  Grossen  eigens  an  diesem  Amte  nach  Berlin 
berufen,  demselben  bis  zu  seinem  1759  erfolgenden  Tode  vorstand,  anch 
nachdem  er  Berlin  wieder  verlassen  hatte.  Nach  dem  Tode  von  Manpor- 
tuis  blieb  die  Stelle  nach  erfolglosen  Uoterhandtungen  mit  D'Alembert 
unbesetzt,  d.  h.  der  König  behielt  sich  das  Ernennungsrecht  der  Hit- 
glieder.  nnd  die  Oberleitung  der  Akademie  von  nun  an  selbstsUtndig  vor. 
im  Frühjahr  1756  dagegen  war  die  Macht  Vollkommenheit  des  PrftsidenteD 
der  Akademie  eine  ziemlich  unumschränkte ,  anch  ilbur  den  unmittelbaren 
Kreis  seiner  Befugnisse  hinaus.  Das  Urtheil  über  Maupertuis  hat  im 
Laufe  der  Jahn-,  sehr  gewechselt.  Während  or  selbst  seinen  Ruhm  über 
die  Maassen  ausposaunte  und  gläubige  Zuhörer  fand,  ging  Lalande  in 
dem  von  ihm  bearbeiteten  IV.  Bande  des  Montucla'schen  Gnschicbts- 
werkes  so  weit,  die  Ereäblnng  von  der  lappländischen ,  unter  der  Leitung 
von  Maupertuis  ansgefhhi-ten  Gradmossnng  mit  den  Worten  einzuleiten  : 
„Maupertuis  wusste  den  Angenehmen  zu  macheu,  Liedcheu  zu  ver- 
fertigen ,  Guitarre  su  spielen ,  uud  das  verhalf  ibm  zu  dem  von  ihm  ge- 
wünschten Anftrage."  Die  Wahrheit  dürfte  in  der  Mitte  liegen.  Ein 
Mann,  für  welchen  Euler  und  Lagrange  hei  jeder  Gelegenheit  die 
höchste  Achtung  an   den  Tag  legten,  während   der  Erstere  wenigstens 
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ihn  in  TieljJthrigero  eBgem  Verkehr  in  Berlin  genna  kennen  lernen  mnule, 
kann  nnrnSglich  eine  zur  Tagesbertthmtheit  anfgeblBhte  Unbedentendheit 
nnd  nicbtti  Weiteres  gewesen  sein.  .Tedenralls  wusste  er  ans  den  wenigen 
Brieren,  welche  Enler  ihm  von  Lagrange  vorlegte,  ein  richtiges  Urtheil 
über  den  jongen  Gelehrten  sich  zn  bilden.  Enler  mi^  ja  an  empfehlen- 
den Worten  es  nicht  haben  fehlen  lassen,  aber  auch  die  ganze  Richtung 
von  Mauportuia  führte  den  begeisterten  Vertreter  des  Frincips  der 
kleinsten  Action  in  der  'Mechanik  dazu,  an  Arbeiten  besonderen  Ge- 
schmack zn  finden,  welche  bestimmt  waren,  die  Lehre  vom  GrBssten  nnd 
Kleinsten  weiter  zu  ftibren  und  deren  Anwendung  auf  mechanische  Fra- 
gen zu  vermitteln.  In  Haupertuis  erwachte  sofort  die  Begierde,  La- 
grange nach  dem  za  wissenschaftlichem  Leben  sich  mächtig  aufraffenden 
Berlin  zn  ziehen,  und  in  seinem  Auftrage  stellte  Euler  die  unmittelbare 
Anfrage,  ob  Lagrange  nicht  geneigt  sein  wttrde ,  seine  Turiner  Stellang 
mit  einer  andern  in  Deutschland,  zu  welcher  Manpertuts  ihn  dem  König 
vorschlagen  wolle,  zn  vertauschen,  während  er  ihm  sngleich  die  baldigst- 
mögliche  Aufnahme  in  die  Berliner  Akademie  in  Aussicht  stellen  durfte. 
5.  Eine  solche  Berufung  konnte  auf  ochleunige  Antwort,  wenn  nicht 
auf  alsbaldige  Annahme  rechnen.  An  ersterer  liesa  Lagrange  es  nicht 
fehlen-  Das  Datum  seines  nSchsten  Briefes  vom  19.  Hai  1756,  nur  25 
Ti^e  später  als  das  Datum  des  Enler'schen  Briefes,  stellt  nSmIich  nn- 
gefilbr  die  Dauer  des  damaligen  Postverkehrs  zwischen  Berlin  nnd  Turin 
dar,  ia  Ueberein Stimmung  mit  den  25  Tagen  vom  12.  August  bis  znm 
6.  September  1755,  in  weiterer  Ueberein  Stimmung  mit  den  28  Tagen, 
welche  zwischen  einem  Euler 'aohen  Briefe  vom  27.  October  und  einer 
Lagrange'scben  Antwort  vom  24.  November  1759  liegen.  Lagrange 
erklärte  sich  bedingungsweise  bereit,  dem  Rufe  Folge  zu  leisten,  vorans- 
gcsetzt  nämlich,  daes  die  ihm  anzubietende  Stellung  sich  als  hinreichend 
cbrenvoll  nnd  angenehm  erweisen  würde,  um  ihretwegen  eine  mit  Aus- 
sicht auf  Aufbesserung  verbundene  Professur  an  der  Artillerieschule  auf- 
zugeben and  das  Vaterland  zu  verlassen;  er  wisse  in  solchen  Dingen 
nicht  Bescheid,  aber  Euler  sei  ja  selbst  in  ähnlichor  Lage,  und  so  bitte 
er  diesen  um  wohlmeinenden  Rath,  wenn  ein  bestimmtes  Anerbieten  ilim 
gestellt  werde.  Jedenfalls  danke  er  Maupertnis  beute  schon  fUr  die 
bevorstehende  Ernennung  zum  Akademiker,  durch  welche  er  ihn  nnver- 
dientermassen  ehren  wolle,  nnd  für  die  gUtige  Absicht,  ihn  dem  König 
für  Weiteres  za  empfehlen.  Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  dass  das  Wort 
„an Verdientermassen"  erst  nachträglicb  durdi  Lagrange  in  den  Brief 
bineincorrtgirt  über  der  Zeile  steht.  In  diesem  Briefe  findet  sich  auch 
die  erste  Erwühunng  einer  Mechanik,  welche  Lagrange  zum  Zwecke 
seiner  Vorlesungen  schreibe;  von  demselben  Bache  ist  als  von  einem 
bereits  vollendeten  in  einem  Briefe  vom  24.  November  1750  die  Rede. 
Wir  sind  wohl  berechtigt,  in  dieser  Mechanik  einen  ersten  Entwurf  zur 
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Meeaniqiie  «nalytiqw  zu  erkennea,  welche  in  erster  Aasg&be  1788  erscliiea. 
Ob  Spuren  jenes  ersten  Entwürfet)  selbst  eich  irgeudwo  uachweisen  lawen, 
iwt  bis  jetst  nicht  bekannt.  Einen  wiuenschaftlicben  Inhaltes  entbehrt 
der  Brief  vom  19.  Mai  auch  nicht  gänzlich.  Ealer  hatte  nSmlich  am 
24.  April  ein  interessante«  Problem  anger^.  Wenn  ein  schwerer  Pupkt, 
der  snf  derselben  Horizontallinie  mit  dem  Anfangspnnkte  einer  Verti- 
kalen liegt,  sich  dnrcb  eine  Viertelellipse  nach  jener  Vertikalen  hinzu' 
bewegen  genfithigt  ist,  deren  halbe  grosse  Azo  die  Entfernung  der  ge- 
nannten beiden  Pnnkte  darstellt,  während  die  halbe  kleine  Aze  aaf  der 
Vertikalen  selbst  abgeschnitten  ist,  wie  gross  ist  ebendiese  balbe  kleine 
Aze  zn  wählen,  damit  die  Bewegasgszett  des  fallenden  Punktes  ein 
Minimum  werde.  Enlei  selbst  gab  aU  durch  AnnUierung  gefundenen 
Wertb  6c3«f/*/g,  fragte  aber  zugleich  nach  der  MBglichkeit  einer  directen 
AnflSanng.  Lagrange  stellt  nun  die  Möglichkeit  einer  anderen  als 
näbernngsweise  verfabrenden  Auflfisnng  In  Abrede,  weil  die  gegenseitige 
Abhängigkeit  der  beiden  Grössen  a  und  b  durch  ein  Integral  TOrmittelt 
sei ,  dessen  Answertbung  nur  in  Reihenfonn  möglich  sei.  Er  bezieht  sich 
dabei  auf  Euler's  Abhandlung  im  T.Bande  der  Petersburger  Akademie, 
womit  offenbar  die  Abhandlung  gemeint  ist:  De  infinitU  curvis  ejutdem 
generit  site  methoäus  inveniendi  aeqttatione»  pro  infimlit  cureia  ejtudem  generis 
{Commenl.  Jcad.  Petrop.  FII,  1740).  Lagrange  behielt  sich  vor,  auf  den 
Gegenstand  nurflckankommen ,  was  aber  nicht  geschehen  in  sein  scheint. 
Inzwischen  war  Uanpertuis  von  Berlin  abgereist  und  hielt  sich  in 
Bt.  Halo  in  der  Bretagne  aaf.  Mit  ihm  muaste  Enler  sich  wegen  de« 
gescliäfllieben  Tbeilea  des  Briefes  in  schriftliche  Verbindung  setzen  und 
so  dauerte  es  bis  zum  2.  September  17&6,  bevor  er  Lagrange  in  einem 
Billet  anaeigen  konnte ,  dass  er  an  demselben  Tage  zum  auswärtigen 
Mitgliede  der  Berliner  Akademie  anter  allgemeiner  ZustiBunung  ernannt 
worden  sei  and  gleiehzeitjg  mit  dieser  Mittheilung  auch  das  betreffende 
Diplom  erhalten  werde;  die  Adresse  von  Maupcrtuis  wird  zugleich 
beigefflgt  mit  der  Auffordemng,  diesem  ihm  so  wohlwollenden  Hanne 
einen  Dankbrief  an  sehreiben. 

6.  Die  Ernennung  Lagrange's  sum  auswärtigen  Akademiker  war 
bereits  in  die  beginnenden  Wirren  des  siebenjährigen  Krieges  gefallen, 
da  schon  im  August  der  Einmarsch  der  Truppen  Kfiuig  Friedrieh's  in 
Sachten,  am  10.  September  die  Einnahme  von  Dresden  erfolgte.  Es  ist 
kaum  zweifelhaft,  dass  in  diesem  Kriegsausbrüche  der  Grand  xu  suchen 
ist,  weshalb  die  zweite  Hälfte  des  Planes,  den  Manpertuis  zu  Gunsten 
Lagrange's  gefaast  hatte,  die  persSnlicbe  Anstellung  in  Preossen,  da- 
mals unerfüllt  blieb  und  erst  1766  sieh  verwirklichte,  als  Euler  zun 
zweiten  Haie  noch  Petersburg  Übersiedelte  und  Lagrange  statt  seiner 
sum  Director  der  mathematischen  Classe  der  Berliner  Akademie  mit  dem 
fUr  jene  Zeit  sehr  hohen  Jahresgebalte  von  Thlr,  1500  emanDt  wurde. 
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Sogleich  mit  Beginn  des  Krieges  fand  sich  der  Postrerkehr  nnterbrochen, 
welcher  (wir  bsben  oben  gesehen,  mit  welchem  Zeitanfwaiid  in  regel- 
mässigen  Verhiltnissen)  zwischen  Italien  und  dem  dfintschen  Nprden  statt- 
fand. Der  Kanfmano,  welcher  den  Briefwecbsd  awischen  Euter  nnd 
Lagrange  an  Termitteln  pflegte,  machte  Letsteren,  wie  wir  in  einem 
Briefe  rom  28-  Jnli  1759  lesen,  anf  die  au  UnraSglicbkeit  grenzende 
Schwierigkeit,  einen  Brief  su  beseiten,  aufmerksam,  nnd  so  noterblieb 
sogar  eine  Danksagung  Lagrange's  an  Enler  fttr  dessen  freundliche 
BemübuDgen,  wenn  sie  nicht  verloren  gegangen  ist;  unt«r  den  Torban- 
denen  Briefen  finden  wir  sie  nicht.  Auch  Ende  Joli  1759  war  die  Ver- 
bindung mit  Berlin  noch  keineswegs  eine  leichte,  aber  Lagrange  war 
es  doch  gelangen,  Muen  Weg  ansEaspttren  —  welcbeo?  sagt  er  nns  hier 
nicht  — ,  am  einen  Brief  und  ein  Bncb  an  Ettlet  zn  schicken.  Das 
Buch  war  kein  anderes,  als  der  erste  Band  der  vermischten  Schriften 
der  Turiner  Gesellschaft,  jenes  gelehrten  Freundeskreises,  der  sp&ter 
(1762)  sich  den  Namen  der  königl.  Gesellsebaft  von  Turin  beilegen  durfte, 
und  unter  welchem  Lagrange  von  Beginn  an  eine  durch  QuantitXt,  wie 
darch  Qualität  setnet  Beiträge  gleich  hervorragende  Bolle  spielte.  Wer 
für  die  geschichtliche  Entwickelnng  der  Mathematik  und  der  mathemati* 
sehen  Physik  nnr  irgend  Interesse  besitat,  mnss  die  Mitceüanea  Taurinett- 
sia  ia  Original  studiren.  Wir  können  und  mäsaen  uns  darauf  beschiän- 
ken,  die  Titel  der  ein  seinen  Abhaudlangen  zu  nennen ,  denen  wir  wenige 
Worte  beifügen.  Znuäcbst  erscheinen  awei  Aufsttse  von  Lagrange, 
von  denen  er  mit,  wie  Herr  Oenocchi  schon  bemerkt  hat,  aefar  übef 
angebrachter  Bescheidenheit  sagt,  sie  seien  der  Aufmerksamkeit  Guler's 
nicht  würdig.  Enler  hatte  noch  in  seiner  Differentislrecfanang  von  1755 
die  Lehre  aufgestellt,  das  Hazimum  oder  Minimum  einer  Function  von 
zwei  Veränderlichen    x    nnd   y   beruhe  auf  der  AuflSsnng   der  beiden 

Gleichungen  —  ''  =  0  und  — -  '  =  0  nebst  dem  Negativ-  oder  Po- 
sitivsein der  zweiten  DiSerentiidqnotienten.  Dass  zwischen  den  zweites 
Differen^lqnotienten ,  welche  partiell  nach  jet^er  der  beiden  Veränder- 
liohen  oder  nach  beiden  nacheinander  genommen  werden,  eine  Ungleich- 
ung stattfinden  muss,  bat  erst  Lagrange  in  dem  ersten  Aufsätze  von 
1759:  itechrrchei  nur  la  methode  de  maximit  ei  minimis  gezeigt  nnd  damit 
die  Lehre  um  einen  so  bedeutsamen  Schritt  vorwärts  gebracht,  dass  anch 
die  neuesten  Lebrbflcher  der  Differentialrechnung  kaum  Weiteres  enthal- 
ten. Eine  nnr  am  Weniges  geringere  Bedeatsamkuit  ist  dem  zweiten 
Aufsatze:  Sur  Ciutegration  d'une  eyuatiou  differenUelle  ä  differencet  ftniet  gui 
contient  la  iheorie  des  suiles  recurrenles  beizulegen.  Lagrange  behandelt 
hier  Differenzengleichungen  nach  Aaalo^e  linearer  Differentialgleichnngen 
durch  Elnsetznug  einer  Exponentialt'urm  ftir  die  abhlngig  Veränderliche 
und  hat  damit  zuerst  einen  geistigen  Znsammenbang  awiscben  Di&eren- 
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leDgleicbaogen  und  Differential gleichangeo  nachgewiesen.  Der  dritle  Aur-- 
tMz,  auf  welcliec  allein  Lagrange  Euler  mit  einer  gewisieii  Selbst- 
befriedigimg  hinweist,  enthält  die  berühmten  Reckerches  sur  lu  naiure  ef 
la  propagaHon  du  ton,  die  in  dem  zweiten  und  dritten  Bande  der  Tnria er 
Abhandlangen  fortgesetzt  wichtige  Beitrüge  znr  damals  noch  gans  neuen 
Lebte  von  den  periodischen  Reihen  bildeten.*  Ansser  auf  diese  Unter- 
snchnugen,  deren  Bedeutung  flirEnler  schon  darin  liegen  mnsste,  dass 
hier  von  einem  ganz  andern  Gesichtspunkte  aus,  als  er  selbst  znm  Aus- 
gange gewKhlt  hatte,  fast  die  gleichen  Ergebnisse  gewonnen  and  dem 
gemeinsamen  wiesen  schaftliche  d  Gegner  D'Alembert  frische  Einwürfe 
entgegengehalten  wurden,  machte  Lagrange  seinen  OorreBpondenten 
auch  auf  die  Arbeit  eines  zu  den  suh&nsten  Hoffnungen  berechtigenden 
Schülers  der  ArtillerieBcbule  aufmerksam,  auf  die  Reflexions  sur  tes  gitan- 
lites  imagiaairet  von  Daviet  deFoncenex.  Wohl  durfte  er  das,  denn 
auch  hier  war  mit  unbestreitbarem  Talent  Neues  entwickelt,  auch  hier 
begegnete  Eoler  auf  jeder  Seite  sein  eigener  Name,  begegneten  ihm 
Angriffe  g6gen  D'Alembert,  freilich  in  höflichster  Form,  aber  immer- 
hin Angriffe,  offenbar  d^r  Mehrzahl  nach  von  Lagrange  beeinflusst,  in 
einem  Falle,  wo  es  sich  um  ein  bei  der  Anziehung  einer  sphärischen 
OberflAche  auf  einen  Hunkt  anftretendes  Faradiixon  handelte,  sogar  von 
Lagrange  unterschrieben,  welcher  diese  Polemik  als  Anmerkung  zu  dem 
Aufsntza  seines  Schülers  führte.  So  läset  sich  dem  ersten  Bande  der 
Tariner  Abhandlungen  als  Qesamm turtheil  das  Lob  eitheilen,  Nenes  und 
Wichtiges  in  überraschender  Menge  veröffentlicht  zu  haben ,  wenn  man 
zugleich  den  leisen  Tadel  hinzufügt,  es  sei  mit  einer  gewissen  Vorliebe 
auf  Streitpunkte  eingegangen ,  auch  wo  eine  Nothwendigkeit  dazu  nicht 
vorlag,  und  eine  Verehrung  Enler's  trete  neben  einer  Abneigung  gegen 
D'Alembert  nur  um  so  scbjlrfer  hervor.  Endlich  fragt  Lagrange  iu 
dorn  Briefe  vom  28.  Juli  1759  nech  dem  gegenwärtigen  Aufenthalt  von 
Maupeitnis-  Er  konnte  noch  nicht  ahnen,  dass  dieser  gerade  einen 
Tag  vorher,  am  27.  Juli,  in  Basel  gestorben  war,  und  beabsichtigte,  ibm 
und  Euler,  beeiehnngs weise  der  Berliner  Akademie,  eine  grössere  Ar- 
beit bandschriftlieb  vorzulegen ,  welche  die  Variationsrechnung  und  deren 
Anwendung  auf  Mechanik,  letztere  Wissenschaft  vollstttudig  ans  dem 
Princip  der  kleinsten  Action  entwickelt,  zum  Gegenstände  haben  sollte. 
Vielleicht  könae,  so  meint  er,  die  Schrift  in  Berlin  erscheinen,  was  vielen 
Ürnckschwierigkeiten  vorbeugen  wUrde;  doch  behält  er  sich  vor,  über 
diesen  Gegenstand  nochmals  zu  schreiben,  möglicherweise  bevor  noch 
dieser  Brief  angekoronien  sein  werde. 

*  Vergl.  über  die  Stellung  dieser  Aufnätie  von  Lagiunge  za  dcueu  vdu 
Taylor,  D'Alembert,  Eulcr,  Dan  Uernoulli  die  Habilitationinchrin.  Kie- 
mann'g:  tleber  die  Darstellbürkeit  einer  Kuuction  durch  vine  trigonometrische 
OäitQ.    BieJn'»nn'i  gesammelte  Werke  S.  21S~218. 
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7.  Lagrange  Tührte  dieses  Vorhaben  am  4.  Angnst  bereits  aus. 
Durch  einen  Schreibfehler  ist  zwar  das  Datum  in  den  4.  Angnat  1758 
Terwandelt  und  der  Brief  deshalb  in  der  photolithographirten  Sammlang 
dem  vom  28.  Jnli  1759  vorgedrnckt,  allein  Herr  6enocchi  bat  mit 
groEsem  Scharfsinn  diesen  Irrthnm  erkannt  nnd  in  ihm  die  hSohst  ein- 
fache LöBUng  mancher  sonst  unerklärlichen  Dinge  geliefert.  Nicht  blos 
dass  der  Eugesagte  demnSchstige  Brief  fehlen  wHrde;  nicht  blos  dass  die 
einleitenden  Worte  des  Briefes  vom  28.  Juli  nicht  verstanden  werden 
könnten,  es  seien  wohl  3  Jahre  vergangen,  ebne  dass  ein  Briefwechsel 
möglich  gewesen  sei;  es  wäre  anch  noch  die  Frage  an  beantworten,  wieso 
in  einem  Briefe  vom  4.  August  1758  von  dem  ersten  Baude  der  lUiscel- 
lanea  Tawinensia  als  einem  vor  wenigen  Tagen  an  Enler  abgenbickten 
die  Hede  sein  konnte,  wShtend  dieser  Band  auf  dem  Ti^lblatt«  das 
Datum  MDCCLIX  trSgt.  Wir  selbst  hatten  ursprünglich  der  vorerwShn* 
ten  dreijKhrigen  Pause  bu  Liebe  swar  anch  einen  Schreibfehler  oder  viel- 
mehr eine  Und entlichkeit  in  Lagrange's  Handschrift  angenommen.  Da 
seine  SchriftzQge  von  einer  beneideuswerthen  Lesbarkeit  ziemlich  entfernt 
sind ,  so  vermutheten  wir,  was  ohne  zu  grossen  Zwang  möglich  ist,  in  der 
Jahreszahl  1758  ein  schlecht  geschriebenes  1756.  Dann  fielen  zwischen 
dem  4.  August  1756  and  dem  28.  Jnli  1759  volle  drei  Jkhre  heraus. 
Aber  dann  mnsste  die  sonst  anhaltslose  Vermnthung  hinzutreten,  der 
Aufsatz  Hber  die  Schallverbreitung,  allerdings  mit  besonderer  Paginati od 
nach  S.  146  des  Bandes  nen  beginnend,  sei  schon  1756  im  Drucke  voll- 
endet gewesen  nnd  erst  nach  weiteren  3  Jahren  mit  anderen  AafsStzen, 
die  ihm  ans  nnbekannten  Qründen  vorgeschickt  wnrden,  ca  einem  Bande 
vereinigt  worden.  Wir  geben  diese  Vermuthnng,  wie  sie  bei  uns  ent- 
standen ist,  weil  wir  Ornnd  haben  anznnebmen,  dass  wir  uns  in  der- 
selben mit  einem  von  uns  hochgeschätzten  italienischen  Gelehrten  begeg- 
neten, aber  wir  nehmen  keinen  Anstand,  uns  heute  an  der  viel  ein- 
facheren Annahme  von  Herrn  Gonocchi  zu  bekennen,  welche  mit  einer 
einzigen  Hypothese  auskommt,  wo  wir  deren  zwei  bedurften.  Einem 
Hriefe,  der  eine  Woche  nach  einem  andern  geschrieben  Ist,  eröffnen  so 
mit  Keclit  die  Worte:  „Vor  wenigen  Tagen  Übersandte  ich  ein  Exemplar 
eines  Werkes,  welches  eine  Privatgesellschaft  in  Turin  unter  dem  Titel: 
Philosophisch  -  mathematische  Mannigfaltigkeiten  sn  das  Licht  schickte." 
Lftgrange  knüpft  daran  einige  Andeutungen  Über  seine  Schall- Abhand- 
lung nnd  kommt  dann  mittelst  der  Bitte,  einen  beigeschlossenen  Brief 
an  Hanpertnis  gelangen  zu  lassen,  auf  die  grosse  analytisch -mecha- 
nische Arbeit  zu  reden,  welche  er,  wie  er  wiederholt  betont,  am  Liebsten 
in  Berlin  dem  Drucke  ilbergSbe.  Er  habe  die  analytische  Methode  jetzt 
auch  auf  Functionen  von  mehr  als  zwei  Veränderlichen  ausgedehnt  und 
nie  auch  auf  die  Aufgabe  angewandt,  das  grSastfiachige  Vieleck  anter 
aulchen    mit   gleichem   Umfange    aufzufinden.      Endlich  j 
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Etiler'a  Antwort  auf  dem  Umweg«  Aber  0«nf,  wo  der  PoBtdirector  Dn- 
rade  die  weitere  Vermittelung  an  den  Tnriner  Poetdireetor,  dieser  an 
Lagr&nge  ttbernebmen  werde.  Offenbar  war  dieses  der  von  Scbwierig- 
keiten  nicht  freie  Weg,  von  welchem  im  Briefe  vom  28.  JnU  die  Bede 
war.  Die  Briefe  kamen  an,  nnd  die  Antwort  Enler's  trKgt  das  Datum 
dee  2.  Oetober,  den  Empfang  des  Baches  dagegen  war  er  erst  am  27.  Oc- 
tober  in  der  Lag«,  anaeigen  in  kSnnen.  Wir  tlbersetien  einige  Stellen 
ans  dem  Briefe  vom  2.  October,  welche  geeignet  sind,  anf  das  früher  an- 
gedeutete  persönliche  Verbültniss  Enler's  zu  Hanpertmis  und  D'Alem- 
bert  einiges  Lieht  so  werfen.  „Ihr  Brief  kam  nach  dem  Tode  nnsers 
wfirdigen  Präsidenten  in  meine  Hände.  Ich  bin  durch  diesen  Unfall  um 
so  adiwerer  betroffen,  als  ich  den  besten  Gfinner,  den  Bflssesten  Freund 
verliere  ...  Da«  GerBcht  geht,  die  Stelle  des  PrSsidenten  mit  sehr  hohem 
Gehahe  sei  tut  D'Alembert  bestimmt;  ob  e«  in  diesem  Falle  fUr  Sie 
gerathen  ist,  Ihr  Werk  hierher  au  schicken,  m6gen  Sie  selbst  beurthei- 
len  ...  Ich  freue  mich,  dass  Sie  meiner  Lösung  der  ecbwingenden  Saite 
beip6iebten,  welche  D'Alembert  durch  Tcrschicdene  Nörgeleien  au  ent- 
kriften  verancht  liat,  and  awar  aus  dem  einzigen  Grunde,  weil  sie  nicbt 
Ton  ihm  herrtthrt."  Alsdann  wendet  Enler  sich  zu  Lagrange' s  An- 
deotangen  beattglich  des  isoperimetrischen  Problems.  Er  freue  sich,  durch 
Lagrange's  Bemühungen  den  Gegenstand  jetzt  zum  Gipfel  der  Voll- 
kommenheit gebracht  zu  sehen.  Er  habe  selbst,  von  Lagrange's  Be- 
merkungen Hilfe  empfangend,  jetzt  eine  analytische  LSsnng  nieder- 
gesehrieben,  welche  er  aber  luritckauhalteD  beschlossen  habe,  bis  La- 
grange's Untersuchungen  der  Oeffeutlichkeit  übergeben  seien,  um  ihm 
Nichts  von  dem  ihm  gehfihrenden  Buhme  au  .entziehen.  Das  sind  dio 
ermunternden  Worte  Eitler's  vom  2.  October  1759,  anf  welche  La- 
grange (wie  wir  unter  2  gesehen  haben)  im  Jabre  1799  znrflckkam  nnd 
Ton  welchen  aach  unter  October  1762  die  Bede  sein  wird.  Der  Brief 
schliesst  mit  der  Uittbeilnng,  Euler  habe  inmitten  schwerer  Kriegsseiten 
odt  dem  Beginn  der  Ausarbeitung  süner  der  Petersburger  Akademie 
lingst  sagesagten  Int^ralrecbnung  sich  beschXftigt.  Rh  handle  sieh  in 
ihr  tun  die  Anffindung  von  Functionen  einer  oder  mehrerer  Veränder- 
lichen aus  ihren  Differential qnotienten.  Für  Functionen  von'  mehr  ala 
einer  Verinderlichen  sei  fast  Alles  neu  sn  schaffen,  und  er  glaube  das 
Fundament  dasu  schon  gelegt  zu  haben,  ein  Ausspruch,  welcher  ge- 
schichtlich bedeutsam  sein  dürfte  als  erste  Aensserung  des  Bewusstseins 
von  der  grossen  Schwierigkeit,  aber  auch  von  der  grossen  methodischen 
Tragweite  der  allgemeinen  Aufgabe,  partielle  Differentialgleichungen  an 
integriren,  wShrend  bisher  awischen  Euler  und  D'Alembert  vornehm- 
lieh  nur  ganx  besondere  derartige  Gleichnogen  in  Frage  gekommen  waren. 
In  den  nXchsten  Wochen  nach  dem  2.  October  erhielt,  wie  schon  be< 
merkt,  Enler  den  Band  der  Tnrin'er  Abhandlungen,  den  er  raach  ganug 
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Im,  nm  &in  23.  oder  37.  desselben  Uonats  berüts  an  Lagrang«  dar* 
Aber  schtAibea  sa  kfinnen.  Jenes  Datnm  nennt  Lagrange  Em  sweiten 
Bande  der  Tnriner  Abhandlangen,  nnd  wir  werden  ihm  Qlaaben  schen- 
ken gegenttber  der  iweiten  Datnmsangabe  in  dem  Petersburger  Dmcke 
TOD  1862,  der  auch  sonst  keinesw^s  fehlerfrei  scheint.  Dieser  Brief  nnd 
alle  folgenden,  welche  wir  von  beiden  Correspondenten  besitaeii,  ist  fraS' 
attritch  geschrieben.  Vorher  war  der  Briefwechsel  lateinisch  geführt  wor- 
den, Bnler  scheint  jedoch  die  lebende  Sprache  gewXhlt  an  haben,  weil 
nnd  nachdem  er  atis  den  gedruckten  Abha adln n gen  Lagrange's  ersah, 
dasB  dieser  Französisch  wie  eine  Muttersprache  au  schreiben  wnsate,  eine 
Bigenschaft,  die  Enler  mit  ihm  theilte.  Es  ist  begreiflich,  dass  die 
nicbsten  Briefe  sich  rielfacb  mit  der  Theorie  des  Schalles  besekSftigeB, 
dass  Enler  nnd  Lagrange  üch  gegenseitig  Uber  die  Uebereinstimmting 
ihrer  Ansichten  fronen  nnd  weitere  Ausftibmagen  andeuten,  die  der 
Hauptsache  nach  neben  Widerlegungen  von  Einwürfen,  welche  D'Alem- 
bert  1761  in  dem  ersten  Bande  seiner  Opuscules  mathematiquet  ver- 
Sffentlichte,  in  Abhandlungen  beider  Gelehrten  im  ebengenannten  nrei- 
ten  Bande  der  MisceUimea  Taurmensia  wiederkehren,  anf  die  wir  dea- 
halb  genauer  einzugehen  unterlassen.  Nor  im  Vorübergehen  bemei^en 
wir,  dass  im  Briefe  vom  23.  October  1759  Euler  sich  mit  Lagrange 
darin  einverstanden  erklärt,  dass  die  dnrch  Rameaa  beobachteten  Ober- 
töne nicht  von  der  sehwingeDden  Saite  selbst,  sondcni  von  mitsehTingen' 
den  sonstigen  Theiien  des  Apparates  heirfihren ;  dass  er  des  schMuharen 
Widerspniobes  gedenkt,  wonach  in  einer  engen  Bfihre  die  einmal  begon- 
nene Fortpflananng  der  Erschtltternngen  sich  nur  einseitig  fortsetat, 
wihrend  von  Anfang  an  jede  Erschütterung  allseitig  wirkt,  also  swischen 
primitiven  nnd  abgeleiteten  Erschttttemngen  ein  Unterschied  sich  wahr- 
nehmbar macht,  an  dessen  ErkUrung  gewisse  Anfangsbedingungen  aus- 
reichen; dass  er  endlich  bedauert,  die  Schwingangstheorien  nicht  auch 
anf  eine  nach  drei  Dimensionen  ansgedebnte  Luftmasse  anwenden  an  k(fn< 
neu,  welche  doch  einzig  der  Erfahrung  entsprechen  würde.  Han  weise, 
dass  Euler  diese  Aufgabe  kurs  daranf  gelöst  hat  nnd  dass  wesentlich 
sie  in  seiner  Abhandlung  im  IL  Bande  der  Turiner  Gesellschaft  behan- 
delt worden  ist.  Am  Schlüsse  des  Briefes  ersKhlt  Enler,  dass  er  den 
III.  Band  seiner  Mechanik  vollendet  habe,  aus  welchem  er  als  neue  folge- 
wichtige  Entdecknag  die  der  drei  TrXgheitaaxen  eines  sich  drehenden 
Körpers  bervorbebt.  Anch  dieser  Brief  nahm  den  Weg  Über  Genf,  von 
wo  ans  Bertrand  ihn  weiter  beförderte,  „ein  Freund  Euler's,  der  sieh 
mit  sehr  grossem  Erfolge  der  Hatbematik  angewandt  bat".  Offenbar  ist 
der  damals  28jKbrige  Lonis  Bertrand  gemeint,  der  unter  Anderen  in 
der  Geschichte  der  Paralleleotheorie  einen  wohlerworbenen  Plats  einnimmt. 
8.  Lagrange  antwortete  am  24.  November  1759.  Er  dankt  für  die 
Benrtbeilong ,  welche  der  I.Band  der  Tnriner  Abhandlnngen  doreh  Ealtar 
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flrfftfaren  habe,  and  stellt  fKr  die  Mitte  des  folgenden  Jsbres  einen  weite- 
ren Bftnd  in  Anssicht,  der  allerdings  erst  erheblich  spXter,  nKmlicb  1762, 
die  Presse  verliess.  Eni  er  hatte  am  2.  Oclol>erden  Wunsch  aasgesprochen, 
dasB  die  freie  Vereinigung  Tnriner  Oelehrter  sich  bald  staatlicher  Unter- 
stätanng  erfreuen  möge;  dieser  Wunsch  werde,  meint  Lagrange,  am 
Ersten  in  EtftiUang  gehen ,  wenn  answärtige  Gelehrte  ersten  Ranges  sich 
der  noch  jnngen  OeBellschaft  gewogen  zeigen.  So  habe  Haller  ihnen 
Beitrlge  zugesagt,  nnd  mit  dem  gleichen  Anliegen  wendet  sich  La- 
grange  nunmehr  an  Euler.  Bezflglich  der'Nothweodigkeit,  die  Schall- 
Iheorie  im  Ranme  zu  erörtern,  ist  Lagrange  mitEnler  einverstanden. 
Von  diesem  allgemeineren  Standpnnkte  ans  werde  sieb  ancb  wohl  die 
Abnahme  des  Schalles  erklfiren  lassen,  die  bei  Mos  linearer  Ansdehnnng 
nicht  an  nnd  für  eich  eintrete;  ob  Ubrigens  die  Abnahme  des  Sehalles 
in  der  That,  wie  man  allgemein  annehme,  im  quadratischen  Verbllltnisse 
der  Entfernung  stattfinde,  erscheint  Lagrange  aweifelbaft.  Auf  den 
Druck  seiner  Arbeiten  aber  Variationsrechnung  und  Mechanik  kommt 
Lagrange  jetat  nach  Maiipertnis'  Tode  mit  keinem  Worte  sarttck, 
nnr  über  deren  lohalt  sagt  er  für  einen  nächsten  Brief  weitere  Anf- 
seblOsse  en  und  bemerkt  am  Ende,  er  habe  fltr  seine  Schiller  Elements 
einer  Mechanik  und  einer  DifiV.rential  -  und  Integralrechnnttg  verfasst. 
Von  der  ersteren  Schrift  war  nntHr  5  die  Rede,  die  letstere  ist  wenig- 
stens einem  Theile  nach  erhalten,  wie  Fürst  Boncompagni  im  VI.  Baude 
seine«  Bulletina  S.  150  (Jahrg.  1S73)  nachgewiesen  hat.  Die  Bibliothelc 
des  Hersogs  von  Genua  in  Turin  enthält  nämlich  eine  Handschrift  mit 
dem  Titel:  Principj  dt  Aaaliti  Subiime  delUiH  da  La  Grange.  alle  Beggie  Sruole 
dt  Artiglieria.     Parte  prima.     Della  tearia  Jlgebraica  lielle  Curve. 

9.  Schon  am  26.  December  1759  liess  Lagrange  einen  weiteren 
Brief  nachfolgen,  der  durchaus  der  Scballtheorie  gewidmet  war.  Die 
Untersuchung  einer  Fortpflanzung  der  Schallwelle  in  einem  Elementarkegel, 
dessen  Spitze  in  dem  Erschütterangspnnkte  liegt,  war  einer  der  neuen 
von  Lagrange  eingeschUgenen  Wege,  und  diesen  Fall  liatte  er  soweit 
erSrtert,  dass  bei  ihm  die  im  Briefe  vom  24.  November  noch  angezwei- 
felte Abschwäcbung  im  quadratischen  Verhältnisse  der  Entfernungen  sieh 
nachweisen  Hess,  ein  Gegenstand,  der  Lagrange  Übrigens  durchaus 
nicht  ganz  klar  war,  wie  wir  gleich  noch  zu  l>emerken  Gelegenheit  haben 
werden.  Hit  Hilfe  dieser  Elementarkegel  setite  er  sieb  Kugeln  ausaro- 
men,  um  die  Fortpflanzung  des  Schalles  unter  der  Annahme  au  studireu, 
dass   die  Wellen   als  Kagelschalen  weiter  gehen,   wobei  die  Differential- 

gleicbnng  ö^j  ~ '^  ä~i "'' ^ *"  "ä  "  *"'"*''''*■  Dann  verallgemeinerte  er  noch 
_die8e    Differentialgleichung    zu    der    folgenden:     t-«  =s  c  5-i  +  ''**' — ^~^  > 
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deren  Integrnl  gleichfalk,  nnd  ewar  mit  Hilfe  nneDdlicher  Reihen  mit 
wiltkUrlichen  Fnnctinnen  hergestellt  wnrde.  Je  nach  verGchiedenen  An- 
nabinen  fltr  m  brechen  die  Reihen  ab,  doch  sind  die  Andentnngen, 
welche  Lagrange' hierüber  machte,  einigennasaen  veratfimmelt,  da,  vie 
wir  nne  darcb  Erknndignng  beim  Heranagebei  TergewisBert  haben,  ein 
Stftekcben  des  Briefea  gerade  hier  fehlt,  auf  welchem  einige  enm  Ver- 
■UCndnisa  notbwendige  Zahlen  geschrieben  waren.  Der  Hanptaache  nach 
stellt  der  ganze  Brief  Bieh  als  ansEngeweiHe  Ankfindignng  von  Lagrange's 
Nouvelles  recherches  ttir  la  naiure  et  la  propagatlon  du  son  {Miseell.  Taurin. 
II,  11 — 172)  dar.  Nenjahreglöck wünsche  bescfaliewnn  ihn.  Am  Nenjabra- 
tage  selbst  gab  Enler  seine  Antwort  anf  den  Brief  Tom  24.  Norember, 
der  kattm  lebn  Tage  in  seinen  HSnden  gewesen  sein  mochte,  znr  Poet. 
Dieselbe  bestand  in  der  Abhandlung,  welche  als  Recherehes  ttir  la  pro- 
pagaUon  des  ebraulemens  dans  une  (sie!)  milieu  ^lasligue  im  II.  Bande  der 
Tnriner  Sammlnng  en  lesen  ist,  mit  wenigen  eheudort  gleicbfalla  ab* 
gedruckten  Begleit  seilen.  Wir  haben  oben  schon  erwSbnt,  dass  Enler 
hier  die  Aufgabe  erledigte,  vor  der  er  noch  am  23.  October  rathlos  still- 
gestanden war,  nXmlich  die  Schwingnngstheorie  im  Ranme  von  drei  Di- 
mensionen xa  bewältigen. 

10.  Enler's  Beitrag  wurde  von  den  Turiner  Gelehrten  mit  Jnbel 
b^tiisst,  nnd  Lagrange  erhielt  den  Auftrag,  dem  bertthmten  Manne 
den  Bcbuldigan  Dank  zn  erstatten.  Mancherlei  BesobSAigiingen ,  unter 
welchen  sicherlich  auch  da«  eingehende  Stndiam  der  Enler'schen  Ab- 
handlung inbegriffen  war,  verzögerten  die  ErfBllnng  des  Auftrages  bis 
mm  1.  MXrz  1760.  Lagrange  beginnt  damit,  auf  eine  Verwandtschaft 
der  Oletchnngen,  zu  welchen  Enler  gelangt  war,  mit  solchen,  welche 
der  Lehre  von  den  gTHssten  nnd  kleinsten  Werthen  angnhSren,  hinzu- 
denten.  So  sei  die  Gleichung  der  Oberfläche,  welche  den  grtlssten  Raum 
umfasse , 

das  dg  a 

unter  der  Voraussetzung,  dass  x  eine  Function  von  x  nnd  y  sei,  und 
p=s— ,  y  =  g—  (in  der  modernen  Bedeutung  aller  dieser  Zeichen)  ge- 
setzt werden.  Dass  die  Kugel  »*=  4a*  — ar*  — y*  dieser  DifFerential- 
gleicbnng  als  particnlXres  Integral  genüge,  sieht  Lagrange  ein;  an  der 
Anffindang  des  allgemeinen  Integrals  jedoch  verzweifle  er.  Dann  kommt 
er  wieder  anf  die  AbsehwKchnng  der  Schallerscbtltteruugen  znrHck.  Euler 
war  am  Schlüsse  der  nach  Turin  geschickten  Abhandlung  eu  dem  Ergeb- 
nisse gekommen,  dass  bei  grossen  Entfernungen  sowohl  die  Elongation, 
als  die  Geschwindigkeit  eines  erecbatterten  Lnfttb  eil  eben  s  im  umgekehr- 
ten VerbKItniMe  der  Entfernungen  stehen.  Lagrange  giebt  sich  den 
BItt-m.  AbUIs.  1  7:BltiibT.  f.  MaUi.o.  FhT«.  xzin,  t.  2 
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Fo%«ningea  gefangen,  mit  «akhen  am^  ein  jSngst  emphngener  Brief 
vom  Dnniel  Bernontli  in  EinkUng  atebe,  und  erklXit  aone  frfikcre 
andenreitige  Beheoptang  dmich  «nen  bei  der  Integration  eisgeacfalickeaea 
Bacbenfebler.  Bemerken  wir  ^icfa  bier,  dau  Enler  anter  dem  24.  Jani 
1760  dieaen  Zweifeln  dnrch  die  Erllntemng  ein  Ziel  setxte,  die  Stli^e, 
mit  irdeher  an  Sehall  daa  GehBrorgan  treffe,  binge  Ton  xwm  Faetoren 
ab,  Ton  der  GtSh«  der  Sebwingnngen  nnd  von  der  Geaehwindigkeit  der 
■ebwingenden  Tbaikben;  haben  alao  beide  ein  der  Entfemaog  niagekehrt 
proportionale«  Maaas,  lo  mnaa  daa  Prodnct,  d.  i.  die  thatafcbliche  Sti^e  der 
Behallempfindnng,  im  Quadrat  der  Entfemang  abnehmen.  Eben  daaaelbe 
mnaa  anch  für  daa  Uebt  gelten,  wenn  ea  aas  Schwingungen  eines  elnsti- 
aehcn  Hittda  beatebt,  und  so  erledige  eich  ein  von  Daniel  Bernonlli 
Lagrange  gegenfiber  anageaprcvcben es  Bedenken.  Denn  Lambert  habe 
in  B«Der  Photmnetrie  die  Abaehwichnng  dea  Liebtee  im  quadratiachen 
Entfemongaverbiltnisae  featgeatellt,  ohne  von  der  Gesebwindi^eit,  noch 
von  der  OrSaae  der  Sebwingnngen  ein  Wort  an  aagen.  Lagrange  ver- 
allgemeinert hierauf  die  am  36.  December  1759  sehen  besprochene  Dif- 

ferentialgleiehnng  Doch  weiter  zn  -"■ÖTI  — ''- ä~i  + ''"^- ~ä — '  ^^*^'' 
aie  gehSrt  dem  Problem  der  Laftaohvingnngen  in  einem  Kegri  an,  abei 
nnter  der  Vonnaaetsang  verachiedener  Dichtigkeiten  der  in  dem  kegel- 
fBrmigea  Banme  enthaltenen  Lnftmaase,  and  ffir  m  =  0  ^ebt  sie  die 
Schwingungen  von  Saiten  Ton  angleicher  Dicke.  Die  Discnsaion  diesaa 
letsteren  Fallea  Uast  erkennen,  daas  im  Allgemeinen  derartige  Saiten, 
in  Sebwingnng  versetzt,  ihre  erste  Geatalt  nie  aam  zweiten  Haie  wieder 
erlangen,  Bomit  einen  gleiehmXaaigwi  Ton  berrora abringen  nicht  im  Stande 
lind,  was  mit  der  Erfahning,  dasa  solche  Saiten  den  Hnaikem  falacb 
tSnen,  in  Uebereinstitnmang  steht.  Den  Utsten  Gegenstand  diesea  in- 
tereaaanten  Briefes  bildet  die  Frage,  ob  die  Grösse  der  Schwingangen 
eine  Beaehlennignng  ihrer  Fortpflanznng  aar  Folge  habe»  könne,  eine 
Frage  Ton  Wichtigkeit,  indem  die  ezperim enteilen  Geschwindigkeitsmes- 
sangen,  wie  sie  s.  B.  Lacnille  173S  anstdlte,  stets  eine  raschere  Ver- 
breitnsg  ergaben,  als  seit  Newton  theoretisch  heransgerechnet  worden 
war.  Lagrange  ist  geneigt,  sna  seinen  Formeln  die  Unmöglichkeit  der 
Beschlennignng  der  Fortpflanzaog  darcb  die  Grösse  der  Schwingangen 
snaanehmen,  „aber  ich  etrlnbe  mich  dagegen,  fiber  diesen  Fnnkt  mich 
zn  entscheiden,  bevor  ich  Ihr  Urtheil  dartiber  habe,  welches  ich  mich 
recht  sehr  beule,  mir  au  erbitten".  In  der  Antwort  vom  24.  Juni  1760 
pflichtet  Enler  den  Schlüssen  Lagrange's  hei.  Allein  w  geht  einen 
Sehritt  weiter,  er  snchl  eine  anderweitige  ErklSiang  für  jenen  Gegensata 
zwischen  voraasberecbneter  kl^nerer  und  wirklich  gemessener  grösserer 
Fortpflanznngsgescb windigkeit    des   Schalle«.      Flüssige   Hassenth eileben, 
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sagt  er  etwa,  theilnn  sieh  ihre  Bewegnngen  nur  allmXlig  mit,  bei  festen 
Masaen  wird  ein  ßtoas  am  einen  Ende  wie  in' einem  Angetibliok  ain  an- 
dern Ende  wahrnehmbar.  Denken  wir  nne  ann  die  Luft  theilwdse  mit 
featen  Hauen iheilchen  erfüllt,  so  wird  die  Schallverbiritang  nnr  in  den 
elaatifieh-flttsBigen  Lnfttheilcben  alhnKlig,  in  den  festen  angen blicklieh 
erfolgen  nnd  lomit  rascher  sein,  als  die  nur  Lnfttheilcben  Toranasetaende 
Beebnnng  ergieht.  Enler  kndpfl  daran  den  Wnnsob,  lahlreichere  Ez- 
peiimente  über  die  Geschwindigkeit  der  Sthallverbreitang  durch  feste 
Wknde  hindurch  angestellt  an  sehen.  Hente  wissen  wir  frnliiA,  dass 
der  ÖTund  jener  Verschiedenheit  mn  anderer  ist,  als  Enler  vermathete. 
Laplaoe  hat  gezeigt,  dass  die  Theorie  die  infolge  der  Verdi chtnng  nnd 
Verdflnnnng  antretende  Erwärmung  und  Abkühlung  der  Luft  remaeh- 
lAsrigt  hatte,  welche,  so  gering  sie  ist,  ausreicht,  den  Oescbwindigkeits- 
roessnngen  andere  Bedeutung  zu  gebpn,  aber  soviel  hatte  doch  Ealer 
mit  riehtiger  Abnnng  erkannt,  dass  der  Schall  durch  feste  KSrper  raacfaer 
ala  durch  flilSBige  sich  fortpflanzt.  Wie  Enler  in  demselben  Briefe  die 
Absohwftchnng  fortgepflanzter  Schwingungen  bespricht,  haben  wir  schon 
gesehen.  Einen  weitereu  Gegenstand  wttnschenswerther  Untersuchung 
findet  er  in  der  Verbreitung  von  Schwingungen  aus  einem  Mittel  in  ein 
zweites  von  anderer  Dichtigkeit  als  das  erstere,  mit  anderen  Worten;  er 
verlangt  eine  Scbwingnugstheorie  der  Brechungsersebeinungen. 

11.  Fast  zwei  Jahre  lang  dauerte  eine  nunmehr  eintretende  Unter- 
brechung des  Briefwechsels,  für  welche  eine  Erkl&ruug  nicht  g^eben  ist, 
wenn  man  sie  nicbt  wiederholt  in  den  durch  die  Fortdauer  des  Krieges 
vemraachten  Verkebrsstlfrnngen  suchen  will.  Erst  am  14.  Juni  1762  brach 
Lagrange  das  Btillscbweigen  bei  Ueberiendung  des  II.  Bandes  der  Ab- 
handlungen der  nunmehr  königlichen  Gesellschaft  von  Turin  durch  Bei- 
fÜguDg  weniger  begleitenden  Zeilen. 

12.  Ein  Brief,  wenn  anch  kurzer  als  die  früher  von  Lagrange  an 
Euler  gerichteten  Hittheilnngen ,  folgte  in  der  aweiten  Hklfte  des  Octo- 
ber  1762.  Lagrange  bestütigt  darin  die  Absendnng  des  IL,  Hemoiren- 
bandes  nnd  desBegleitscfareiheuB,  fügt  aber  hinzu,  wegen  der  Unsicher- 
heit der  Post  verbin  düng  habe  er  inzwischen  ein  zweites  Exemplar  auf 
anderem  Wege  nacb geschickt.  Sollten  beide  in  Enler's  Hitnde  gelangen, 
so  bittet  er,  das  eine  dem  Seoret&r  der  Berliner  Akademie,  Formey 
(der  diese  Stellung  seit  dem  2.  Hai  1748  inne  hatte)  einhKadigen  nn 
wollen.  Wir  haben  im  Vorber^henden  schon  meb[faeh  von  den  anf  die 
Theorie  des  Schalles  beatlglieben  Arbeiten  Enler's  nnd  Lagrange's 
reden  mHssen,  die  in  dem  II.  Bande  der  Tnriner  Oeaellschaft  abgedruckt 

'  sind.  Wir  haben  unter  2  auch  des  Aufsatzes  Essai  (Tune  nouvtUe  mdtiiode 
pour  deUrmmer  les  maxima  et  les  nmima  des  fwrmvlet  integrales  iad^finiet 
von  Lagrange  Über  Variationsrechnung  gedacht.  An  ihn  sehliesst  sieh 
unmittelbar  eine  weitere  Abhandlung  an:  AppHeaHon  He  In  mithade  prie4- 
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dente  h  ia  Solution  de  diff^ens  probUmet  de  dynamique.  Wir  erinnern  uni| 
dMB  Lsgrsnge  1758  eiire  gittseere  Arbeit  analytisch -mechaniMbsn  In- 
halte« vollendet  hatte,  welche  er  nnter  der  Vorauasetanng,  dau  Han- 
pertnia  noch  lehe,  in  Berlin  zu  Tertlffentlichen  gedachte-  Offenbar  ist 
die  Anwendung  der  Variationsrechonng  auf  mechanische  Probleme  ein 
Theil  jenes  Bncfaes,  nod  zwar  der  zweite,  wahrend  der  erste  Theil,  die 
Variattensrechnang  selbst  enthaltend,  in  der  vorb ergenannten  Abhandlung 
nur  auszagsweiie  mitgetheilt  ist.  Wir  entnehmen  dieses  den  ausdrück- 
lichen Worten  von  Lagrauge:  „Aus  einem  Ihrer  Briefe  von  1759  ersah 
ich,  daas  8ie  meiner  Methode  der  Maxima  und  Uinima  hinreichende  Be- 
dentang beigelegt  bähen,  um  sie  in  einer  besondem  Abhandlung  au 
erweitern  nnd  zn  TervoHkommnen ;  ich  glaubte  demnach,  meine  fast  schon 
vollendete  Abfaandlnng  tiber  diesen  Gegenstand  unterdrücken  au  sollen, 
und  ich  habe  mich  darauf  beschränkt,  einfach  die  Principien  der  Methode 
in  einem  Aufsätze  anaeinanderzntegen,  den  ich  so  kurz,  als  esnürmSg- 
lich  war,  zu  fassen  versucht  habe.  Ich  habe  mich  sogar  nur  deshalb  aur 
Zusammenstellung  dieses  Aufsatzes  entschlosseD ,  weil  Sie  mir  in  demael- 
heu  Briefe  die  Ehre  erwiesen  haben,  mir  mitzntheilen ,  Sie  wollten  Ihi« 
Arbeit  uicht  vor  der  meinigen  veröffentlichen.  Ich  bin  ungeduldig,  von 
dem  neuen  Lichte  Nutzen  ziehen  zu  kOnnen,  welches  Sie  unzweifelhaft 
über  einen  so  schwierigen  Stoff  ausgegossen  haben;  einstweilen  ersuche 
ich  Sie,  hiermit  die  unterthSuigsten  Danksagungen  fflr  die  mir  erwiesene 
Bbre  in  Empfang  zn  nehmen,  welche  ich  als  schmeichelhaftesten  Lohn 
mfflner  mathematischen  Studien  betrachte."  Endlich  dankt  Lagrange 
auch  Doch  ftlr  die  Mittfaeilnng  der  von  der  Beriiner  Akademie  ana- 
geschriebenen Preisfrage  für  1762,  welche  Eulet  ihm  am  24.  Juni  1760 
gemacht  hatte.  Es  handelt  sich  darum,  eine  Theorie  des  Harens  aufau- 
stellen.  .  Lagrauge  hatte  sich  der  Schwierigkeit  dieser  Aufgabe  nicht 
gewachsen  geffihlt.  Ein  «öderes  Mal  hoffe  er  eine  Aufgabe  seinen  Kräf- 
ten angemessener  zn  finden  und  bitte  daher  Euler,  mit  der  Anaeige  der 
von  den  Akademien  au  Berlin  und  Petersburg  gestellten  Aufgaben  foit- 
zufahrea.  Einen  akademischen  Erfolg  erzielte  Lagrange  1764  in  Paria 
mit  einer  Preisschrift  Über  die  Libration  des  Mondes  von  grosser  geschieht' 
lieber  Bedeutung,  weil  in  ihr  anerst  von  dem  Prinoip  der  virtuellen  Ge* 
echwiudigkeit  Gebrauch  gemacht  ist,  welches  zwar  schon  frUher  erkannt, 
wie  Lagrange  selbst  in  $  IV  mit  seiner  bekannten  historischen  Ge- 
wissenhaftigkeit erörtert,  doch  hier  anerst  als  Grundtage  mechanischer  Ent- 
wtckelnngen  verwerthet  wurde.  Was  jene  Preisfrage  fdr  1762  betrifft, 
so  hatte  Lagrange,  durch  Enler's  Darstellung  irregeführt,  sieh  vor- 
gestellt, es  werde  eine  genaue  mathematische  l'heorie  der  VorgXnge  in 
den  Oßbfirorganen  verlangt.  So  weit  scheint  indessen  das  Ziel  nicht 
gesteckt  worden  zn  sein.  Jedenfalls  mnss  die  Akademie,  wenn  sie 
UTSprllDglich  auch  an  jene  Art  der  Behandlung  dachte,  später  sich  mit 
Geringerem  begnügt  haben,   da  ein  gewisser  Do ctor  der  Hedicin  Georg 
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Uibap  Beiz  bdb  NensUdt-EberswoldB  den  Preis  dsvontrng,  dessea 
uns  unbekannte  Ablundliing  Dissertation  sur  Je  ton  el  route  in  der  Sitzung 
Tom  2.  Juni  1763  gekrönt  wurde,  wie  man  ans  den  Hauoeaux  Memoirfs 
de  facaddmie  de  Berlin  1770  pag.  26  entnehmen  kann.  Wir  haben  den 
letzten  Brief  Lagrange's  an  Enler  als  aus  der  zweiten  Hälfte  des 
Honats  Octobei  1762  bezeichnet.  Gr  iat  Dkmlich  Yom  38.  October  datirt, 
und  ob  dieser  Schreibfehler  18  oder  28  (wie  Herr  GeDocchi  annimmt), 
oder  30  oder  31  bedeuten  soll,  schwebt  ganz  in  der  Luft.  Als  sicher 
künuen  wir  nur  anaebmen,  dass  der  Brief  nach  dem  10.  October  ge- 
schrieben sein  musB.  Es  erübrigt  uns  nämlich  noch,  einen  Brief  Euler's 
▼om  9.  November  1762  su  besprechen,  aus  welchem  berroi^Bbt,  dass  der 
Äbhaudluugsband ,  aber  noch  nicht  der  zweite  Brief  Lagrange's  in 
Berlin  angekommen  war.  Da  nun,  wie  wir  gesehen  haben,  etwa  28  Tage 
au  rei^eben  pflegten,  bis  ein  Packet  Berlin  erreichte,  so  fällt  bei  Er- 
höhung jener  Frist  des  un regelmässigen  Verkebrs  wegen  auf  30  Tage 
der   früheste  Termin ,   an   welchem   ein  Brief,    von  Tarin  abgebend ,   am 

9.  November    noch    nicht  in    Berlin    eingetroffen   sein    konnte,    auf  den 

10.  Oetober.  Euler  dankt  für  die  Uebersendung  des  werthvoUen  Bandes 
und  knüpft  daran  die  schmeichelhaftesten  Ausdrücke  für  Lagrsnge,  der 
mit  seinen  tiefen  Entdeckungen  wabrhaft  verecbwenderiscb  umgehe.  Jeder 
Andere  würde  ans  den  behandelten  Stoffen  gause  Bände  von  BeitiKgeu 
fUr  verschiedene  Akademien  geschöpft  haben,  während  Lagrange  sich 
begnüge,  eine  Wissenschaft  in  einen  Aufsatz  m  drängen.  Beiläufig  be- 
meAen  wir,  dass  Lagrange  die  leise  Anspielung,  welche  in  diesem 
Lobo  lag,  schon  im  folgenden  Jahre  auf  sieh  wirken  Itess,  denn  1765 
erschien  in  den  Memoiren  der  Berliner  Akademie  sein  Aufsatz  Über  die 
Tantochrone.  Enler  gebt  alsdann  wiederholt  auf  die  willkürlichen  Func- 
tionen ein,  welche  bei  der  Integration  partieller  Differentialgleichungen 
eracbeinen ,  und  zeigt ,  wie  namentlich  Umformungen  der  gegebenen 
Gleichung  dazu  führen,  solche  in  eine  Gestalt  zu  bringen,  welche  die 
Willkttrlicbkeit  der  Functionen  von  selbst  hervortreten  läset.  Leider 
besitzen  wir  weder  die  Antwort  Lagrange's  auf  diesen  Brief,  noch  auf 
die  anderen,  welche  die  Opera  poslumu  im  Abdrucke  enthalten.  Wir 
können  nur  die  Hoffnung  aussprechen,  es  mägen  dem  Herausgeber  der 
Lagrange'scben  Werke  auch  diese  noch  zu  Gebote  stehen  —  eine  Hoff- 
nung, die  freilich  auf  sehr  schwachen  Füssen  steht. 

Jedenfalls  aber  wollen  wir  unsem  Bericht  nicht  abscbl i essen ,  ohne 
Herrn  Serret  die  Bitte  auszusprechen,  er  möge,  wenn  sich  dem  nicht 
nnbeawingbare  Bindemiese  in  den  Weg  stellen,  bei  der  Dmckgebung 
der  Briefe  von  Lagrange  seiner  Zeit  aoch  die  Autworten  der  Adressa- 
ten au  den  richtigen  Stellen  beifügen.  Wir  haben  gerade  bei  Ansarbei- 
tnng  dieses  Aufsatzes  an  uns  selbst  erfahren  können,  wie  unbequem  es  ist, 
Brief  und  Antwort  ans  zwei  verschiodenen  Bänden  vergleichen  zu  müiscn. 
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Di«  Ckonwtrie  ivt  Lage.  Vortrüge  tou  Dr.  Tabodor  BsrE,  Professor 
der  Hatbematik  Kn  der  UuiverBität  Strasaburg  i,  K.  2.  vermehrte 
Anfl.  !■  Abtheilung, 
Die  bestell  deotsehen  Lehrbücher  der  synthetischen  Geometrie  sind 
wohl  anbestritten :  Jacob  Steiner' s  VorleBiuigen  über  gyn theljaohe  Geo- 
metrie, bearbeitet  von  Schroeter,  und  Beye's  VortiSge  über  Qeomatfie 
der  Lage.  Beide,  im  Jahre  1866  wsehieuen,  haben  in  kuraer  Zeit  die 
aweite  Auflage  erlebt,  das  erste  1S7G,  daa  andere  1877.  Von  der  awei- 
ten  Auflage  des  letatereu  iet  allerdings  bis  jetst  nur  die  erste  Abtbeilnag 
erschienen,  die«e  aber  in  erheblich  erweitertem  Umfange.  In  dieser  neuen 
Auflage  entbült  sie,  wenn  ancb  hXnfig  in  bedeutend  kürzerer  Form,  fast 
denselben  Inhalt,  wie  die  Steiner'sehen  Vorieeungen  von  den  Grund- 
gebilden  der  ersten  Paiagmpbfln  bis  bu  den  Eigensobaften  des  Kegel- 
schnittaetaes  in  den  letaten.  Mach  der  Definition  der  Grandgebilde  moss 
jedes  Lehrbuch  der  aynthetiachen  Geometrie  sofort  den  Begriff  der  pro- 
jecttviachen  Gebilde  feststellen.  Steiner  nennt  awei  Gebilde  projecü- 
visefa  «nfeinander  bezogen,  wenn  swischen  irgend  vier  Elementen  des 
einen  Gebildes  und  den  entspreobenden  des  andern  Gleichheit  äea  Uop- 
pel Verhältnisse  stat^ndet.  Um  die  bei  dieser  Definition  notbwwidjge 
SechauQg  zu  vermeiden  und  „snr  ErkenntnisB  der  geometrischen  Wabr- 
heite«  durch  directe  Anschaanng  zu  gelangen",  folgt  Beye  dem  von 
Standt  eingeschlagenen  Wege.  Der  Begriff  des  harmeniacben  Gebildes 
wird  dnrob  directe  stereomebische  Betrachtungen  gewonnen ;  ebenso  >n- 
mittelbar  folgt  der  Satz;  Aus  einem  harmonischen  Gebilde  ecgaben 
sich  durch  Projiclren  nnd  Schneiden  immer  wieder  harmonisohe  Gebilde. 
Die  perspectiviBche  Lage  der  Grundgebilde  giebt  dann  die  Veranlasanng, 
-diese  aofeinander  an  beziehen,  so  dass  jedem  Elemente  des  einen  ein 
Element  des  andern  und  jeder  stetigen  Aufeinanderfolge  von  Elementen 
des  einen  Gebildet  «ine  stetige  Aufeinanderfolge  von  Elementen  des  an- 
dern entspricht;  es  folgt,  dass  je  vier  harmonischen  Elementen  des  einen 
vier  haTroenisohe  Elemente  des  andern  entsprechen.  Zur  projeoti vischen 
Besiehnng  gelangt  der  fünfte  Vortrag  ungefllbr  mit  folgenden  Worten: 
„Werden  zwei  einförmige  Grundgebilde  auf  ein  und  dasselbe  dritte  per- 
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spectiviacb  hesogen  (z.  B.  zwei  PnnktieihMi  anf  eine  dritte),  oder  werden 
zwei  perspecüvieche  GraBdgebild«  gegen  einander  verschoben ,  so  bleiben 
sie  ftafeiusader  bezogen,  verlieren  abei;  ihre  perspectivisGbe  L^e.  Du 
Bntsprecben  harmoniscber  Elemente  bleibt  bestehen. 

Die  [Jmkehmng:  „Wenn  Ewei  Grnndgebilde  so  aufeinander  bezogen 
Bind,  dasB  vier  harmoniscben  Elementen  des  eiuen  stets  vier  harmonieche 
des  anderb  entsprechen,  so  lassen  sie  sich  dnrch  Veischiebnng  stets  in  per- 
spectivische  Lage  bringen",  bedarf  des  Beweises-  Daher  überrascht  die 
Definition:  „Zwei  Gnindgebilde  heiseen  projectiviscb ,  wenn  sie  so  auf- 
einander bezogen  sind,  dase  je  vier  harmonischen  Elementen  des  einen 
vier  harmoniscbe  des  andern  entsprechen."  Der  Fundamentalsatz  der 
Geometrie  der  Lage:  „Weno  zwei  einfönnige  projectiviscb e  Omndgebilde 
drei  Elemente  J,  R,  C  entsprechend  gemein  haben ,  so  haben  sie  alle  ihre 
Elemente  entsprechend  gemein",  setzt  in  seinem  Beweise  voraus,  dass, 
wenn  ein  Element  das  eine  von  zwei  projeotiviscben  QebUden  stetig 
dnichlllnft,  das  entsprechende  Element  das  andere  Gebilde  anch  stetig 
durchUnft,  eine  Voiaassetzung,  die  in  der  Definition  ihre  Begründung 
nicht  findet.  Demnach  scheint  es,  als  ob  die  Definition  projectivisober 
Gebilde  anders  gegeben  werden  mQsste,  etwa  nach  Thomae:  „Zwei 
Oehilde  heissen  projectiviscb,  wenn  sie  als  erstes  und  letztes  in  einer 
Beihe  von  Gebilden  betrachtet  werden  können,  deren  jed«  za  dem  fol- 
genden und  ZR  dem  vorhergehenden  perspectivisch  liegt."  Durch  diese 
Definition  bleiben  alle  Beweise,  namentlioh  auch  der  des  sogenannten 
Fnndamentalsatzes  ungeKndert,  weil  das  harmoniKhe  Entsprechen  be- 
stehen bleibt. 

Der  fünfte  und  sechste  Vortrag  behandeln  die  Erzeugung  der  Cnrven 
oder  Punktreihen  iiweiter  Ordnung,  Strahl enbtlschel  zwjuter  Ordnung, 
KegelfiSchen  zweiter  Ordnung  nud  Ehenenbilschel  aweiter  Ordnung,  die 
LehraXlKe  von  Pascal  und  Brianchon,  ans  denen  im  siebenten  nnd 
achten  Vortrage  mannigfache  Folgernngeu  gezogen  werden;  namentiich 
wird  die  Identitit  von  Pnnktreiben  zweiter  Ordnung  und  Strahl enbüscheln 
zweiter  Ordnung  nachgewiesen  nnd  die  Theorie  der  Polaren  abgeleitet. 
Im  zehnten  Vortrage  wird  die  weitere  Untersnohnng  der  Cnrven  zweiter 
Ordnung  durch  eine  solche  ttber  Begelscbaaren  und  Re^elfiächea  unter- 
brochen; der  elfte  Vortrag  beschSftigt  sieb  damit,  zu  zeigen,  jass  man 
die  durch  projectirische  Gebilde  .erster  Ordnung  erzeugten  Alnf  Gebilde 
zweiter  Ordnung,  die  Cnrve  zweiter  Ordnung,  den  Strahlenhttschel  zweiter 
Ordnung,  die  KegelBlcbe  zweiter  Ordnung,  den  Ebeneobtischel  zwmter 
Ordnang  und  die  Begelflüehe  zweiter  Ordnung  projeetiviich  auf  einander 
beziehen  kann.  Als  Erzeugniaee  projectivischer  Gebilde  erster  und  zweiter 
Ordnung  ergeben  sich  Gebilde  dritter  Ordnnng,  der  Strahlen bttschel  dritter 
Ordnung,  die  eben<*  Ourve  dritter  Ordnnng,  die  Rnnmoirve  dritter  Ord- 
nung, der  EbenenbUschel  dritter  Oidanng;  auf  die  Gebilde  vierter  Ord- 
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nnng  fuhren  die  Erzeugnisse  projectivischec  Gebilde  zweiter  Ordnaog. 
Der  J2.  Vortrag  iat  den  inrolutoriachen  Gebilden  gewidmet;  der  14.  be- 
handelt die  Aufgaben  zweiten  GradoB,  deren  Anflösung  au£  die  bekannte 
Steiuer'sche  Construction  zurückgeführt  wird.  Diese  Aufgaben  geben 
AnlasB,  in  der  neuen  Auflage  den  Begriff  der  imaginKren  Elemente  in 
die  synthetische  Geometrie  einzufllbren ,  und  zwar  geschieht  es  hier  durch 
den  Satz,  dass  Kwei  projectivische  Gebilde  auf  demselben  TrXger  zwei 
reelle  oder  conjngirt  imaginäre  Elemente  entsprechend  gemein  haben. 

Zu  diesen  zwölf  Vorträgen,  welche  die  reine  Geometrie  der  Ijftge 
behandeln  und  die  man  ohne  irgendwelche  mathematische  Vorkenntnisse 
verstehen  kann,  gesellen  sich  drei  über  metrische  Relationen  der  Kegel- 
schnitte. Sie  bebandeln  namentlich  die  Durcbmesser,  Axen,  Brennpunkte 
uud  —  neu  in  dieser  Auflage  hinzugekommen  —  die  Hauptaxen  und 
Symmetrieebenen,  Focalaxen  und  cjklische  Ebenen  einer  Kegelfl&che 
zweiter  Ordnung.  Wie  schon  das  Vorwort  erwShnt,  sind,  „um  den  Zn- 
sammenhang  mit  der  analytischen  Geometrie  herzustellen",  in  dem  Vor- 
trage über  die  Durchmesaer  neu  binzugeftigt  die  Ableitungen  der  Gleich- 
ungen der  Curven  a  weit  er  Ordnung. 

Ale  bedeutendste  Aendemng  giebt  der  Verfasser  selbst  an  die  Hinzu- 
fUgung  von  213  Aufgaben  and  Lehrsätzen,  die  in  15  Abschnitte  getheih 
sind.  Von  diesen  entsprechen  nenn  den  gleichnamigen  Vortrigen;  ein 
zehnter  behandelt,  gestützt  anf  das  Princip  der  reciproken  Badien,  die 
Kreisverwandtschaft,  und  der  elfte  die  geradlinigen  Flächen  dritter  Ord- 
nung, als  Erzeugnisse  zweier  piojectiviscben  Punktreihen  erster  and  zwei- 
ter Ordnung. 

Der  Schw.erpunkt  der  Aendemng  liegt  aber  unbedingt  in  den  letzten 
vier  Abschnitten.  In  Nr.  165  des  zwölften  Abschnittes  „Folvierecke  und 
Polvierseite  von  Kegelschnitten"  wird  für  die  Vierecke,  bei  denen  jede 
S«te  ihrer  Gegenseite  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  y*  conjngirt  ist, 
die  Bezeichnnng  Polvierecke  und  für  die  Vierseite,  bei  denen  jeder 
Ecke  ihre  Oegenecke  bezüglich  y*  conjngirt  ist,  die  Bezeichnung  Pol- 
vierseite eingeführt.  Der  Reihe  nach  wird  gezeigt,  daas  drei  Ecken  - 
eines  Polvierecks  die  vierte,  und  drei  Seiten  eines  Polvieraeita  die  vierte 
bestimmen  (167,  168),  dass  die  sechs  Ecken  ^£CA  und  ABC'D'  %väf>t 
Polvierecke  anf  einem  Kegelsohnitte  liegen  (169),  dass  die  sechs  Ecken 
eines  Polvierecks  und  Poldreiecks ,  welche  eine  Ecke  gemeinHcbaftlich 
haben,  auf  einem  Kegelschnitte  liegen  (170),  dass  die  sieben  Ecken 
zweier  Polvierecke  ABCD  und  AB'C'D'  von  zwei  Kegelschnitten  -^  und 
y*  auf  einem  Kegelschnitte  liegen  (171)  und  endlich,  daas  alle  Paare 
von  Punkten,  die  in  Bezug  auf  drei  beliebig  gegebene  Kegelschnitte  con- 
jngirt sind,  anf  einer  Cnrve  dritter  Ordnung  liegen  (172).  Der  13.  Ab- 
schnitt: „Lineare  Systeme  uud  Gewebe  von  Kegelschnitten",  bestimmt 
(173,  174,   IIb)  die  Beziehungen  zweier  KegeUcboitte  »*  und  y*,  von 
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denen  der  erste  einem  PoWiereck  des  «ndera  nnuchrieben  ist.  „k*  ittttst 
oder  tr&gt  y*^  j^  stützt  sLch  oder  ruht  «nf  x*."  Von  allen  Kegel- 
schnitten »\  die  einen  gegebenen  y*  stützen,  kann  nur  einer  eioem  ge- 
gebenen Viereck  nrnschrieben  werden;  alle  diese  Kegelscbnitte  bilden  ein 
lineares  System  vierter  Stufe  (177);  Überhaupt  bilden  alle  Kegelschnitte, 
welche  zwei,  drei  oder  vier  beliebige  Kegelschnitte  sttttzen  oder  welche 
auf  ihnen  rohen,  Systeme  oder  Gewebe  von  drei-,  2wei-,  reap.  einfach 
unendlicher  UKchtigkeit ,  dritter,  zweiter,  erster  Stnfe  (178).  Die  Iden- 
tität der  Systeme  erster  Stnfe  mit  den  KegelBchnittbüscheln  mit  vier 
reellen  Gmndpankten  geschieht  durch  den  Sets  179:  Wenn  zwei  Kegel- 
schnitte eines  linearen  KegeUehnittsystems  einem  Viereck  nmaobriebeD 
sind,  so  ist  dieses  ein  gemeinschaftliches  Polviereck  aller  Cnrven  zweiter 
Classe,  die  anf  das  System  sich  stützen,  nnd  dem  System  gehfiren  folg- 
lich alle  dem  Viereck  nmscbriebenen  Kegelschnitte  an.  Die  ersten  Nnm- 
mern  des  folgenden  Abschnittes  „Lineare  Kegelsehnittsysteme  nnd  Ge- 
webe dritter  und  erster  Stufe"  weisen  die  Identität  des  Systems  erster 
Stnfe  mit  dem  K egelseh nittbOsohel  auch  ftli  den  Fall  nach,  dass  dieses 
nur  xwei  reelle  Ginndpunkte  hat  (ISl,  182).  Darauf  wird  (183,  184) 
der  von  Stephen  Smith  herrührende  Hauptsatz  der  ganzen  Theorie 
bewiesen;  er  heisst:  „Hit  einem  lin<>aren  Kegelschnittsystem  dritter  Stufe 
ist  allemal  eine  Kegelsohnittschaar  derartig  verbunden,  dass  jede  Curve 
der  Scbaar  anf  jeder  Curve  des  Systems  ruht."  Aus  ihm  ergiebt  sich 
die  Theorie  des  Kegelschnittbfischels  nnd  der  Kegelachnittschaar,  diese 
Gebilde  als  Inbegriff  .aller  Kegelschnitte  genommen,  welche  irgend  rier 
K^elsohnitte  ettttsen  oder  auf  denen  sie  ruhen ;  die  Polaren  eines  Punk- 
tes in  Bezug  auf  alle  Cnrven  eines  Büschels  schueiden  sich  in  einem 
Funkte  (185);  schneiden  eich  zwei  Cnrven  eines  Bäschels  in  einem  (reellen) 
Punkte,  so  schneiden  sich  alle  in  ihm  (186);  die  Pole  einer  Geraden  in 
Bexug  anf  alle  Kegelschnitte  eines  Büschels  liegen  auf  einem  Kegelschnitte 
(187);  jede  Gerade  wird  von  den  Cnrven  eines  Büschels  in  einer  Invo- 
lution geschnitten  (188);  die  Cuiven  eines  Büschels  haben  ein  gemein- 
sehaMiches  Poldreieck  (190).  Der  Satz  188  zeigt  die  IdentiUt  des  Kegel- 
sehnittsysteme erster  Stnfe  mit  einem  Kegelschnittb lisch el  mit  vier  imagi- 
nXren  Gmndpunkten  und  ergänzt  die  Sätze  179  und  182,  so  dass  gefol- 
gert werden  kann;  „Alle  Kegelschnitte,  welche  zwei  andere  sttttzen,  sind 
einem  gemeinschaftlichen  Polviereck  der  letzteren  umgeschrieben,  dessen 
sämmtliohe  Ecken  imaginär  sein  können",  ein  Satz,  dessen  directer  Be- 
weis in  192  gegeben  wird.  —  Der  letzte  Abschnitt  behandelt  „Die  linea- 
ren Kegelsehnittsysteme  und  Gewebe  zweiter  Stufe",  enthält  also  die 
Theorie  der  Kegelschnittnetze  und  Gewebe  (vergl.  Schroeter,  Die 
Theorie  der  Kegelschnitte ,  S.  500—535).  In  196  wird  der  Satz  bewie- 
sen: „Uit  einem  Kegelechnitt>Netae  ist  allemal  eine  Kegelscbnitt-Schaar- 
schaar  (Gewebe  nach  Scbroeter)  und  umgekehrt  derartig  verbunden, 
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dass  j«de  Cnrve  der  Scbaarsehaat  anf  jede  Curve  des  Netzes  «ich  stfiist." 
Datauf  ergeben  sich  die  Haupte  igen  schafteo  der  Cnvve  dritter  Ordnung 
(Tripelcttrve  nach  Steiaer),  welche  sSmrotliche  Punkte  änthält,  die  in 
Bezug  auf  alle  Curven  des  Netzeg  conjugirt  sind.  —  Die  letzteo  vier 
Abschnitte  enthalten  auf  25  Letten  allerdiugti  in  gedrSngteeter  Kllrse  fast 
dcneelben  Inhalt,  welchen  wir  bei  Schroeter  von  S.  224 — 534  abgehan- 
delt finden,  bis  anf  die  Theorie  des  imaginären  Kegel scboittes.  Wenn 
such  im  Interesse  Derjenigen,  für  welche  die  Geometrie  der  Lage  bu- 
ndehBt  bestimmt  ist,  der  Studirenden  an  Universilftten  nud  polytech- 
nischen Sehnten ,  eine  etwas  breitere  Behandlung  vielleicht  erwtlnacht 
würe,  to  muss  es  gegenüber  der  ersten  Auflage  als  ein  entschiedener 
Fortqchritt  erklHrt  werden  ,  dass  die  Theorien  der  Kegelscbnittbtlschcl  und 
Netze  hier,  ohne  räumliche  Betraohtangen  zu  Hilfe  zn  nebmen,  allein 
durch  solclie  in  der  Ebene  entwickelt  werden.  —  Als  charakteristischer 
Unterschied  der  Behandlung  in  der  Geometrie  der  Lage  und  den  Stei- 
ner'sehen  Vorlesungen  ist  hervorzuheben,  daes  man  in  letzteren  die  geo- 
metrischen Gebilde,  KegeUobnittbflscbel  und  Netz  entstehen  sieht  und 
aus  der  Entstefanngsart  den  organischen  Znsammenhang  ihrer  Eigenschaf- 
ten erkennt,  während  in  der  ersteren  diese  Gebilde  uns  als  etwas  Fer- 
tiges entgegentreten  und  ans  ganz  allgemeinen  S&tzen  ihre  bekannteren 
Eigensohaften  hergeleitet  werden.  Wir  gelangen  daher  zu  diesen  Eigenschaf- 
ten in  umgekehrter  Reihenfolge:  bei  Key«  ans  dem  Stepben  Smith - 
sehen  Satze  sn  der  charakteristischen  Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels, 
jede  Transversale  in  einer  Involntion  zu  schneiden,  bei  Schroeter  aa 
diesem  Satze  ans  der  Entsteh nngsart  in  aufsteigender  Folge  bis  zum 
Stephen  Smtth'schen  Satze,  der  anf  S.  53^  sich  als  unmittelbare  Fol- 
gerung aus  den  Eigenschaften  des  Kegelsobnittuetses  ergieht.  Nachdem 
vorher  gezeigt  ist,  dass  durch  jedes  Kegelschnittnetz  ein  Kegelschnitt- 
gewebe  (fl.  Stnfe),  „ein  Gebilde  von  gleicher  Mächtigkeit  mit  dem  Kegel- 
schnittnetz und  nach  dem  Princip  der  Polarität  ans  diesem  hervor- 
gegangen", bestimmt  ist,  geht  die  Entwickelnng  weiter:  „Gehen  wir  nun 
von  vier  Kegelschnitten  aus,  so  bestimmen  dieselben  an  je  dreien  ver- 
bunden vier  Eegelschnittnetze ,  zu  deren  jedem  ein  bestimmtes  Geweb« 
gehtlrt-  Diese  vier  Gewebe  haben  eine  Kegelschnittscbaar 
gemeinschaftlich.  Wir  kSnuen  aber  noch  nnendlich  viele  andne 
Kegelscbnittnetze  und  zugehdrige  Gewebe  bilden,  indem  wir  ans  jenen 
ersten  vier  Netzen  irgend  drei  Kegelschnitte  herausnehmen ,  welche  nicht 
demselben  Netie  angehören,  und  sie  znr  Bildung  eines  neuen  Netzes  ver- 
wenden. Die  Tripelcurven  fflr  alle  diese  Netze  laufen  durch  dieselben 
sechs  l^ken  eines  vollständigen  Vierseits,  und  die  sltmmttichen  zugefaQri- 
gen  Kegelschnittgewebe  habcu  eine  Schaar  gemeinschaftlich.  Stellt  man 
vermittelst  fUnf  Kegelschnitten  alle  möglicheD  Netze  und  dasn  gehörigen 
Gewebe  her,  so  haben  letztere  einen  Kegelsobnitt  gemein."     So  werden 
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also  AUS  Tier  nad  fünf  Kegelschnitten  durch  Herstellung  «Her  mögliehen 
Netze  die  Kegelschnittsysteme  dritter  nnd  vierter  Stufe  erhalten  und  dann 
wild  gefolgert,  1.  dus  alle  Kegelschnitte  eines  Syatems  dritter  Stufe  alle 
Kegelschnitte  einer  Sehaar  und  2.  daaa  alle  Kegelschnitte  eines  Systems 
vierter  Stnfe  einen  Kegelschnitt  sttttsen.  Uiese  Kndresnltate  sind  bei  Reye 
die  Assgan gepnnkte.  Der  nähere  Znsammenhang  der  Kegelschnitte  eines 
linearen  Systems  dritter  Stnfe  ergiobt  sich  flbrigens  ans  191 ;  „Jede  reelle 
Seite  des  gemeinschaftlicheo  Poldreieeks  einer  KegelschnitlechBar  schneidet 
die  Onrven  des  zugehörigen  Systeme  dritter  Stnfe  in  den  ['nnktpaaren  einer 
involntorisoben  Punktreibe-  Die  OidnnngBpnnkte  dieser  Pnnklreihe  bil- 
den ein  Punktpaar  der  Kegelsobnittscbaar,  weil  sie  bezüglich  «Her  Cnrven 
des  Systems  -  conjugirt  sind."  Hit  anderen  Worten :  Alle  Kegelschnitte 
eines  Systems  dritter  Stufe  lassen  sich  auf  uneühlige  Arten  in  BHscbel 
ordnen;  alte  diese  Bflschel  schneiden  drei  von  dem  System  Abhängige 
Geladen  in  denselben  Involntionen  —  oder:  Alle  Kegelschnitte,  welche 
ein  System  dritter  Stnfe  bilden,  haben  drei  Pnnktpaare,  die  sechs  Eloken 
eines  vollständigen  Vierseits,  als  Paare  eonjagirter  Punkte. 

Somit  vären  diejenigen  Punkte,  in  denen  die  neue  Auf  läge  von  der 
«Iteu  sich  unterscheidet,  ziemlich  ausführlich  angegeben.  Die  alte  Form, 
in  weldier  die  Geometrie  der  Lage  den  Mathematikern  lieh  geworden 
war,  ist  beibehalten;  trete  der  nmfangreicheu  und  von  so  allgemeinen 
Gesichtspankten  «osgehenden  Zusütse  finden  wir  in  ihr  einen  altes  Be- 
kannten wieder.  Diese  Znsätae,  so  bedenteam  f^r  die  Theorie  der  Cnr- 
ven zweiter  Ordnung,  die  ungemein  klare  Uerieitung  nnd  Hbersiehtliehe 
Omppirung  der  Eigenschaften  der  Gebilde  zweiter  Ordnung,  vor  Allem 
aber  die  leichte  BinfHhrnng  in  die  Uethoden  der  reinen  Geometrie  der 
Lage  werden  die  neue  Auflage  su  einem  tür  jeden  Hathemattker  unent- 
behrlichen Handbucbe  der  synthetiscben  Geometrie  machen;  die  Hinzu 
fttgung  einer  reichhaltigen  Sammlung  von  Uebungs aufgaben  giebt  der 
studirenden  Jugend  Stoff  zur  VervollstKndigung  ihrer  Kenntnisse,  zur 
Anwendung  der  kennen  gelernten  Methoden,  hanptekeblich  aber  An- 
regung zur  eigenen  Forschung  auf  einem  der  interessantesten  Gebiete 
der  Mathematik,  welches  seine  fast  ideale  HShe  snm  grtfssten  Thelle  den 
Arbeiten  deutscher  Forscher  verdankt.  Milinowsei 


Hjutdlmoh  der  VermeHnngsknnde  von  Dr.  W.  Jobdah,  Professor  der 
Vermessungskunde  am  grossherzogl.  Folyte^niknm  zu  Csrlsruhe. 
Zweite  umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage  des  „Taschenbuchs 
der  praktischen  Geometrie".  1.  Lieferung;  Bogen  1 — IS.  Stutt- 
gart, Verlag  der  J.  B.  Metsler'scben  Buchhandlung.  1877. 
Das  Werk  will ,  wie  sein  im  Jahre  1879  erschienener  Vorllufer,  die 

VennessnngtwisaenBcbat^  ihrem  jetnigen  Standpunkte  entsprechend  lehren, 
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führt  die«  jedoch  nicht  in  j«Dei  oft  nnangeDehm  knappeD  Weise  an«, 
die  bei  dem  „Tuchenbache"  nnvermaidlich  war.  Es  kündigt  sich  bwu 
selbst  nur  als  eine  ■weite  nmgearbeitete  Auflage  an,  hat  aber,  wenn  die 
folgenden  Lieferungen  in  der  Ait  nnd  in  dem  Umfange  der  bis  jetat  vor- 
liegenden ersten  erscheineD,  vollkommen  Anspruch  darauf,  ein  neues 
Werk  genannt  zu  werden.  Der  Herr  Verfasser  wollte  dies  vemHithlioh 
auch  durch  die  Umänderung  des  Titels  andeuten,  bütte  aber,  nach  An- 
sieht des  Beferenten,  wohl  besser  gethan,  es  direct  auszusprechen,  denn 
das  „Handbach"  ist  —  so  weit  man  bis  jetst  bu  urtbeileu  vermag  —  nicht 
mehr  „ein.e  Sammlung  von  Kesoltaten  der  niederen  und  höheren  Vermes- 
sungaknnde",  sondern  ein  ausführliches  Lehrbuch  derselben,  mithin  ein 
Werk,  anderer  Art,  als  das  1873- erschienene. 

Der  Gesammtein druck,  «eichen  die  erste  Lieferang  (288  Seiten  in 
Grossoctav)  erseugt,  ist  ein  sehr  gtinstiger:  vielfach  ist  N^ues  geboten, 
mit  Gleschick  das  Nothwendige  ausgewählt,  das  Entbehrliche  weggelassen. 
E^Xrnngen  und  Theorien  sind  vollkomnien  deutlich  gegeben,  ohne  ins 
Breite  an  laufen ;  an  geeignet  gewählten  Beispielen  und  an  Tabellen  ist 
das  Werk  nngewShnlich  reich,  was  die  Stndirendeu  und  die  Praktiker 
hoch  schätzen  werden. 

Der  erste  Theil  des  Buches  betrifft  die  „Theott&  der  Beobaeh* 
tnngsfehler  oder  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate",  Eine  Ein- 
leitung bietet  die  Hauptzllge  der  Geschichte  der  Ausgleicbungsrechnung 
und  giebt  Literaturnachweise.  Das  empirisch  begitindete  Prinüp  der 
kleinsten  Quadratsomme  wird  als  Grundlage  benutst,  während  die  Wahr- 
sobainliclikeitsrechnung  nur  nebenbei  Berücksichtigung  findet.  Hierduich 
schon  unterscheidet  sich  das  „Handbuch"  von  dem  „Tasohenbuche",  und 
Kwar  zum  Vortheüe  des  ersteren,  denn  fiii  sehr  Viele,  insbesondere  für 
die  Praktiker  (denen  das  Werk  ja  auch  dienen  soll)  ist  die  elementare 
Darstellung  meist  die  bessere,  also  die,  welche  in  den  Vordei^rund  ge- 
rttekt  werden  musa,  wenn  Abschreckungen  vermieden  werden  sollen. 

Dieser  erste  Theil  umfasst  134  Seiten,  während  ihm  im  „Taschen- 
bnche"  kaum  ein  Viertheil  dieses  Raumes  gewidmet  war.  Er  wird  in  drei 
Capiteln  abgehandelt;  das  erste  derselben  fahrt  die  Ueberschrift:  Aus- 
gleichnngBrechnung  nach  dem  Princip  der  kleinsten  Qnadratsumme.  Dttaa 
der  Herr  Verfasser  hier  die  zwar  etwas  längere,  aber  richtige  Ausdmoks- 
weise  „kleinste  Quadratsnmme"  benutzt,  billigt  der  Referent  sehr, 
bedauert  aber,  daia  es  nicht  consequent  geschehen  ist.  Bin  Mann  von 
haivorragender  Bedeutung,  wie  Herr  Jordan,  wäre  geeignet,  hier  Bahn 
an  brechen.  Et  behandelt  dieses  erste  Capitel  in  geschickter  nnd  ele- 
mentarer Weise  (mit  nur  Mniger  Benntsung  der  Differentialrechnung) 
snnächst  den  durchschnittlichen  und  den  mittleren  Fehler,  das  Fehler- 
fortpflanaungsgusetz,  das  einfache  und  das  allgemeine  arithmetische  Mittel 
(letzteres  unter  EinfHbxung  der  Gewichte),  vermittelnde  Beobaditnngen 
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einer  Unbekannten,  Bestimmting  des  mittleren  Fehlers  ans  Beobacbtnngi- 
dtfferenBen  nnd  geht  dann  —  da  daa  arithmetische  Mittel  snr  Ansglriob- 
nng  von  Beobachtungen  mehrerer  Unbekannten  nicht  hinreicht  —  sar 
HerbeiBchaffnng  eines  allgemeinen  AnigleicbiingepiinGipea  über.  Letitere« 
(Qnadiatanmme  der  Wideraprfiche  möglichst  klein)  eihKlt  eine  zwar  nJefat 
mathematisch  strenge,  aber  für  den  Torliegenden  Fall  hinreicbendB  und 
ToUkommen  elementare  Begrändnng,  nnter  Hinweis  an f  die  einschlagende 
Litentnr. 

Hit  Benatznng  des  so  gewonnenen  Gmadsatiea  (nnd  theilweise  der 
Differentialrechnnng)  folgt  nnn  die  Behandlung  der  Ausgleichung  tct- 
mitteinder  Beobachtungen  und  Dasjenige,  wn«  an  diese  sich  mehr  oder 
weniger  eng  anschliesat;  femer  die  Beifügung  von  Formelnsnsammeustel- 
lungen,  Kecbenproben  nnd  Anwendungen.  Hieran  reiht  sich  die  Besprech- 
ung bedingter  Beobachtungen,  wobei  die  aus  der  Analysis  bekannte 
Behandlung  der  Minima  mit  Nebeubedingungeu  der  Ausgangspunkt  ist. 
Auch  hier  giebt  der  Herr  Verfasser  eine  Znsammenitellnng  der  Formeln 
und  eine  geeignete  Anwendung.  Den  SchluBs  des  Capitels  bildet  die 
Behandlung  vermittelnder  Beobachtungen  mit  Bedingnngsgleichnngen, 
welche  sich  euerat  an  Besaers  Arbeiten  und  dann  an  Dasjenige  lehnt, 
was  Helmert  hieittber  in  seiner  vortrefflichen  „Ausgleichungsrechanng" 
(Leipzig,  1872)  gegeben  hat. 

Das  zweite  Capitel  besieht  sich  auf  das  Gesets  der  Fehler- 
wabrsobeinlicbkeit.  Die  Grundlage  bilden  hierbei  die  allgemein 
bekannten  Hanptaätae  der  (vorher  nicht  benutzten)  Wabrscheioltehkeita- 
rechnung.  Nachdem  die  Wafarscbeinlicfakeitsfnnatinn  nach  Gauss  her- 
geleitet worden  ist,  wird  der  „wahrscheinliche"  Fehler  besprochen, 
jedoch  ansdräcklich  bemerkt,  dass  späterhin  nicht  er,  sondern  der  „mitt- 
lere" Fehler  in  der  Begel  zur  Benutzung  gelangen  werde,  waa  Gauss 
bekanntlich  selbst  empfohlen  hat.  Hierauf  folgt  die  graphische  Darstel- 
)nng  des  obigen  Fehlergeeetses  und  der  Vergleich  mit  einer  Beokach- 
tungsreibe.  Zuletzt  aeigt  der  Herr  Verfasser,  welche  Vortheile  and  Naeh- 
theile  sich  einstellen  würden,  wenn  man  eine  von  ihm  in  der  Form 

(/>{/!)  =  A+B^+C/I*  +  ... 
aufgestellte  algebraische  Fehler fnn et ion   an  Stelle  der  Gauss'schen  be- 
nutzte,   und   liefert   endlich    kurz   den  Nachweis,    dass   die  Wahrsehein- 
licbkeitsrechnung   auf  dasselbe  Ausgleichungsprincip  führt,    welches  im 
ersten  Capitel  ohne  strenge  Begrtludnng  benutzt  worden  ist. 

Unter  Verwendung  seiner  eigenen  frfiheren  Arbeiten  nnd  detjenigen 
von  Andril  nnd  Helmert  liefert  der  Verfasser  im  dritten  Capitel  eine 
Untersnchung  der  Genauigkeit  der  einfachen  geodKtiseben 
Funktbestimmung.  Er  betrachtet  BUnkchst  einen  Fall,  auf  welchen 
sich  andere  leicht  surUckbringen  lassen,  nftmlich  den,  dass  der  Punkt 
bestimmt  ist  durch  zwei  Gerade,  deren  Richtungen  fehlerfrei  sind,  denen 
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aher  Par«]tfllverschiebungeu  als  Fehler  anhaften.  Dabei  kommt  er  zwang- 
los «nf  den  Begriff  der  Genanigkeitscnrreu  (richtiger  gesagt:  der  Cnrven 
giMcher  GeDBüigkeit)  nnd  aiiT  die  Fehleiellipse.  Sodann  folgt  die  Unter- 
snchnng  des  Vorwärts  ein  Schneidens  mit  swei  Strahlen  nnd  die  Berleiinng 
des  fdr  jeden  Praktiker  wichtigen  Satses,  dass  die  günstigst«  Vianr 
.  hierhe»  nicht  nnter  90**,  sondern  unter  JOd^SS'  stattfindet.  Diesem 
sehliesst  sich  das  Seitwürtgeinschneiden  an  and  das  f  othenot'scb« 
Problem,  deren  Genauigkeitsgrade  nnter  AnfEeicbnung  der  zugekHrigeD 
Carren  sehr  geschickt  dargestellt  nnd  verglichen  sind. 

Den  Schlnss  des  Capitels  bildet  die  Herleitnng  des  mittleren  Fehlers 
eines  Punktes,  dessen  Lage  durch  mehr  als  awei  Beobachtungen  be- 
stimmt «nrde,  von  denen  jede  einen  gf^ometriGchen  Ort  ftlr  ihn  liefert, 
nnd  —  hiermit  zusammen hfin gen d  —  die  Betrachtnng  der  FehlerelUpse 
ffir  mehrfache  Punktbeetimmnng,  die  einfache  Triangnlirung,  das  Vor- 
wXrtsein schneiden  mit  drei  Strahlen  und  das  Potbenot'sehe  Verfahren 
nnter  Benntanng  dreier  Winkel,  ebenfalls  mit  DarsteÜnng  ^ngehSriger 
Genaoigkeitacnrven. 

Der  erste  Tbeil  des  Bvches  entbKlt,  wie  ans  dem  Vorhergehenden 
eraiehtlich  ist,  von  der  Ansgleichangarechnnng  nach  der  Uethode  der 
kleinsten  Quadratsnmme  nicht  nur  Dasjenige,  was  die  niedere  GeodSsi« 
braacbt,  sondern  auch  Das,  was  die  höhere  nöthtg  hat. 

Des  Bnohes  sweiter  Theil  bezieht  aich  anf  die  niedere  Oeodlsie, 
nftmlicb  auf  Dasjenige,  was  von  der  Vermessungskunde  fttr  tet^nische 
und  landwirtluKhafUiche  Zwecke  nSthig  iit  Es  wird  hier  mit  wenig 
Worten  immer  viel  gesagt;  ffir  den  AnflCnger  ist  das  vielleicht  oft  eine 
nnbeqneme  Knappheit,  dem  Verfasser  aber  macht  es  Ehre.  Dass  nicht 
zuerst  die  Instromente  nnd  dann  die  Messungen  zur  Besprechung  ge- 
langen, sondern  beide  gleichzeitig  Behandlung  finden,  wird  von  Vielen 
als  nicht  systematisch  getadelt  werden ,  bietet  aber  manche  Vortheile  dar. 

Die  ersten  fUnf  Capitel  dieses  zweiten  Theiles  ftlhren  gana  diesel- 
ben Uebersehriften ,  wie  in  dem  1873  erschienenen  „Taschenhuehe"; 
während  sie  aber  in  letsterem  etwa  70  Seiten  füllten ,  haben  sie  jetat 
reichlich  den  doppelten  Umfang.  Das  erste  dieser  Capitel  behandelt  (auf 
32  Seiten)  die  einfachsten  Vermessnngaoperationen  und  ihre 
Verbindung  zu  kleinen  Anrnahmon,  Hier  gelangen  zunächst  Krena- 
seheibe,  Winkel  Spiegel,  Spiegelkrens  nnd  Prismen  instrnmente  au  einer 
Bespiechnng,  die  dem  Genanigkeitagrade  dieser  Werkzeuge  bfichst  lobeos- 
werthe  Aufmerksamkeit  schenkt.  Dann  folgt  die  Behandlung  der  Heas- 
latten  und  ihrer  Längen verglelchnog,  der  Stahlbänder,  der  Ketten  nnd 
der  mit  diesen  Werkzeugen  ausgeführten  Längen ennittelun gen.  Aach 
hier  ist  wieder  mit  vieler  Sorgfalt  nnd  unter  Benutzung  der  neneelen 
Untersuchungen  die  erreichbare  Genauigkeit  berück s ich tigt ,  nnd  awar 
nieht  nur  beailglieh  der  nn regelmässigen ,   sondern   aneh  beaiglidi  der 
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regelmHsBigen  Fehler,  wnlche  letztßren  von  den  Praktikern  bisher  viel- 
fach vemachtXssigt  wurden,  obgleich  ein  Recht  hieran  dnrehaag  nicht 
Torliegt.  Db8  letzte  der  hier  zur  Besprechung  gelangenden  Werkzenge 
ist  das  znr  Zeit  von  den  Geodäten  noch  wenig  beachtete  Messrad.  Der 
Herr  Verfasser  benutzt  besEttglich  der  Benrthwlnng  der  Qenanigkeit  die 
Versnehei  welche  Prof.  Tinter  mit  einem  derartigen  XiKngenineaser  von 
Wittmann  (in  Wien)  gemacht  hat  und  Prof.  8chellbach  mit  einem 
solchen  von  Baer  (in  Nürnberg);  das  Resoltat  ist:  Bmpfehlnng  des 
Bades. 

Das  erst«  Capitel  schliesst  mit  der  Behandlung  der  Längenbestim- 
mnng  durch  Aheehreiten  nad  Marechzeit  und  mit  derjenigen  der  Auf- 
nabme  kleiner  Landstriche  durch  Messnng  von  Geraden  nebst  zngebSri- 
gea  Senkrechten.  Bezüglich  der  Krsteren  ei^ebt  sich  —  allerdings  auf 
Grund  von  Cnterlagent  die  Viele  als  nicht  hinreichend  ansehen  werden  — , 
dass  der  Schritt,  wenn  keine  spedellen  Angaben  vorliegen,  eu  0,8  Ifeter 
ansunehmen  ist,  und  zwar  mit  einer  Unsicherheit  von  etwa  57o>  '1"'^ 
aber  die  Genauigkeit  der  Schiittmaasaes  bis  auf  1  oder  S^/g  erhöht  wer- 
den kann,  wenn  der  Schrittwerth  des  Hessendeo  mit  Rückeicht  auf 
B  öden  beschaffen  h  eit ,  Ermüdung  etc.  wiederholt  ermittelt  wordc»  ist.  — 
In  Anbetracht  der  ziemlich  grossen  Zahl  Derjenigen ,  welche  vielfach  in 
Waldnagea  und  an  Flüssen  vermessen  mflssen ,  hütte  das  .zuletzt  behan- 
delte Abstecken  langer  Senkrechten  und  das  Uoberwinden  von  Hinder- 
nissen durch  geeignete  Constrnctionen  oder  Rechnungen  wohl  etwas  aus- 
führlicher gegeben  werden  sollen ,  ja  es  wfire  vielleicht  sogar  gut  ge- 
wesen, hierbei  die  Anwendbarkeit  der  neueren  (projecti vischen)  Geo- 
metrie zn  erwäbneu,  auf  welche  der  Referent  im  XXIII.  Bande  des 
„C^ilingenieui"  hingewiesen  hat. 

Das  zweite  Capitel  (33  Seiten)  betrifft  die  Aufnahme,  Berech- 
nung und  Theilung  der  Flüchen.  Es  behandelt  zunächst  die  In- 
haltsermtttelung  unter  Verwendung  von  Originalma aasen  und  von  solchen, 
welche  ans  Plinen  abgestochen  sind  (Letzteres  unter  specieller  Berttck- 
sicbtignng  des  Papiereinganges) ;  sodsnn  die  Genauigkeit  der  Flflchen- 
beetimmnog  mit  Beifügung  der  hierfür  in  verschiedenen  Staaten  geltenden 
gesetzlichen  Vorschriften;  hierauf  die  Fl9ch  entheil  an  g  und  Grenzenver- 
legnng  sowohl  im  streng  mathematischen  Sinne,  als  auch  in  demjenigen 
rationellen  Probirens;  endlich  das  Amsler'sche  Planimeter  und  —  was 
sehr  zn  billigen  ist  —  die  Thomas'scbe  Eechenmaecbine,  wie  auch  den 
auf  die  Logarithmen  lehre  gegründeten  Rechenschieber. 

Capitel  III  (4  Seiten)  bezieht  sich  auf  die  Libelle  und  berücksich- 
tigt hierbei  die  l'emp  erat  uro  inflttsse  unter  ErwXhnung  der  Vorschläge  von 
Liagre  und  Vogler;  Cap.  IV  (15  Seiten)  behandelt  die  für  die  Ver- 
messungskunde wichtigsten  optischen  Instrumeut«,  giebt  zunKchst 
eine  in  geeigneten  Grenze»  gehaltene  Theorie  der  Convexlinae  und  der 
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CombinktioD  zweier  Linsen,  sod&nn  ein«  Besprechung  der  Lupe,  des 
einfftcben  sstronomiBchen  Fernrohres,  der  Fernrohre  mit  mehr  «le  wä 
Linten  nnd  des  Uikroskopes. 

Du  fanfle  Capitel  (57  Seiten)  betrifft  den  Theodolit.  Es  be- 
handelt zunXchet  seine  Einrichtnng  (mit  Einschlnse  der  „Ablesevorrich- 
tnngen"  Nonins  nnd  Mikroskop,  nebat  Adjnstirnng  der  letzteren),  so- 
dann seine  Prttfnng  und  Berichtigung,  die  Elimination  der  Axenfehler 
nnd,  sehr  eingehend,  den  Einflnss  der  letzteren;  sodann  die  Excentri- 
citftt  des  Femrohres,  diejeoige  zwischen  Limbns  und  Alhidste,  die  Un- 
tersQchnng  der  Tbeilungsfehler,  das  Hessen  der  Horizontalwinkel ,  die 
Fehler  der  Repetitionsmeesnng  (mit  Rtleksicht  anf  Beascl,  Strnre  nnd 
die  badische  TriangnlimDg),  endlich  das  Hessen  der  Vertikal  wink  el  mit 
HShenkreis  oder  Schraabe  nnter  Hinweis  anf  die  einschlagenden  Arbeiten 
von  Stampfer,  Koristks,  Barth  und  Pfanndler. 

Capitel  TI  (6  Seiten)  giebt  das  Nothwendige  über  Coordinaten 
im  Allgemeinen  und  schliesst  mit  einer  beaflglich  siebenstelliger  Im- 
garithmentafeln  an  die  Praktiker  gerichteten  Mahnung,  welche  schon  der 
bertthmte  Encke  aussprach,  indem  er  erkllrte,  daas  er  höchst  selten 
andere  als  fUnratellige  Tafeln  benntst  habe. 

Den  SchluBS  der  ersten  Lieferung  des  Werkes  bildet  der  Anfang 
eines  Capitels  Aber  polygonale  Zttge. 

Die  Literatur  ist  bei  den  einzelnen  Abschnitten  nmfXn glich  be- 
rttcksiohügt,  hingegen  bat  die  Geschichte  der  Geodäsie  nur  besfiglich 
der  AuagleichungBrechnnng  hinreichende  Erwähnung  gefunden,  und  zwar 
am  Anfange  des  ersten  Theiles.  Da  dies  geschah,  so  musste  man  am 
Anfange  des  zweiten  Theiles  (oder  doch  bei  den  einzelnen  Capiteln  des- 
selben) eine  ebenso  ansfnhrlicbe  BerHcksichtigung  der  historischen  Seite 
erwarten.  Diese  ist  nicht  erfolgt;  doch  giebt  sich  Referent  der  Hoffnung 
bin,  am  Schlüsse  des  Werkes  entweder  die  ntithigen  Mittheilungen  au 
finden,  oder  Kachweise,  welche  dem  Leser  sagen,  wie  er  sieb  in  der 
kttraestan  Zeit  mit  den  Haupttttgen  der  Geschichte  der  gesammten  Geo- 
däsie (Aber  die  nur  wenig  TOröffentlicht  wurde)  bekannt  machen  kann. 
Was  in  dieser  Beiiehang  das  „Taschenbuch"  früher  geboten  hat, 
gentigt  nicht,  denn  es  bezieht  sich  fast  nur  auf  die  Gradmessangen. 
Die  Tdllige  Unkenntnias  der  Geschichte  anderer  Gebiete  der  Geodäsie 
tritt  aber  leider  unter  Studirenden  und  Praktikern  sehr  häufig  auf,  und 
ein  Werk  wie  das  Jordan'eche  ist  berufen,  hier  beasera  zu  helfen. 

Die  dem  Handbuehe  eingedruckten  Holzschnitte  sind  reeht  gut,  er- 
reichen aber  meist  nicht  gans  die  Vollkommenheit  derjenigen,  welche  die 
bekannte  treffliche  Vermeaanngikunde  von  Bauernfeind  darbietet.  Der 
Druck  iat  klein,  aber  scharf;  Druckfehler  sind  nnr  in  sehr  geringer  Zahl 
vorbanden r  nnnstdrende  faat  gar  nicht.  IC 
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Der  dritte  Theil  des  Bncbea  vuA  (laut  Pioapect)  die  sphSri^cbe  Qeo- 
d&aie  nach  Soldner  and  Bohnenbeiger,  die  sphSrotdiBcbe  nach 
GaniB  nnd  Bessel  darbieten  und  nenere  üntennchnDgeo  beifügen. 
Das  ganze  Werk  soll  60 — 65  Bogen  enthalten,  etva  16  Mk.  kosten  und 
noch  in  dieaem  Jahre  znm  Abschlüsse  gelangen. 

Die  bisherij^en  hervorragenden  Lebtangen  des  Herrn  Verfassers  in 
den  Terschtedensten  Gebieten  der  GeodSsie  lassen  mit  Sicherheit  erwar- 
ten ,  dass  die  folgenden  Liefernngen  der  ersten  an  Gflte  nicht  nachstehen 
werden.  Ist  dies  der  Fall,  so  darf  sich  das  Werk  als  ebenbürtig  neben 
die  besten  bis  jetzt  erschienenen  Lehrbücher  der  Vennessangskunde 
stellen  nnd  wird  in  vielen  Beziebnngen  eine  sehr  wichtige  ErgSnznng 
and  Erweitemng  derselben  bilden.  Der  Referent  empfiehlt  es  bestens 
nicht  nur  den  GeodSten  und  den  Studtrenden  der  Technik,  sondern  auch 
denen  der  Mathematik,  letzteren  deshalb,  well  es  ihnen  viele  wertbrolle 
Anregungen  bieten  wird 

Dresden,  Juli  1877.  A.  FuHBMAirii. 
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Ueber  den  Antheil  Petrina's  an  der  Erfindung  des 
telegraphischen  Gegensprecheni. 

Von 

Dr.  Ed.  Zetzsche. 


Den  ersten  Anlanf  zn  einer  gleichzeitigen  mehrfachen  Telegraphio 
machten  bereits  im  Jahre  1649  Siemeni  und  Halske.  Sie  nahmen 
zwar  aach  den  Gedanken  in  ihr  am  23.  October  1849  nacbgesnctites 
englisches  Patent  (Nr.  13062,  vom  23.  April  1850)  auf,')  Uberzengten 
sich  aber  bald  von  der  Schwierigkeit  der  Lösung  bei  einer  grösseren 
Anzahl  von  Drthten.  Es  blieb  daher  bei  dem  blosen  Gedanken  und 
selbst  dieser  ward  erst  1650  dnrcb  eine  Mittbeilnng  darüber  in  Poggen- 
dorff's  Annalen  der  Physik  und  Chemie  (Bd.  96,  S.  li&)  weiter 
bekaonL 

Die  ersten  Gegensp  rech  versnobe  auf  der  Linie  wurden  1853  zwischen 
Wien  and  Frag  von  dem  damaligen  österreichischen  Telegraphendirector 
Dr.  Wilhelm  Gintl  angestellt.  Diese  Versnebe  wurden  znerat  mit  Morse- 
telegraphen  vorgenommen,  nnd  es  worden  die  dabei  benntzten  Apparate 
zaerst  imDecember  1853,  nnd  zwar  von  einem,  Gintl  unbekannten  Ver- 
fasser und  ohne  Gintl's  Zuthnn*)  in  einem  nar  mit  G.  nnterzeichneten') 
Artikel  des  Polytechnischen  Centralblattes*)  beschrieben.  Gintl  selbst  hat 
Aber  diese  Versuche  Nichts  veröffentlicht;  dnrcb  die  Schwierigkeiten  aber, 
auf  welche  er  infolge  „der  fortwährenden  VerSnderangen  der  Linien- 
stromstSrken"  in  der  dabei  nöthigen  feineren  Begulirnng  der  Strom- 
stXrken   stiess,    ward    er  veranlasst,    anstatt    der   Morseapparate    seinen 


1)  3.  19  der  Fatentbescbreibung;  sAeet  3,  Fig.  11. 

3)  Vergl.  Zeitschrift  des  deDtsoh-OBteireicfaischeu  Telegraphenvereins,  1.  Bd. 
S.  UH. 

S)  Von  dem  späteren  säcbsiacben  Telegraphendirector  L.  Oalle  herrDbrend. 

4)  Jahrgang  1663,   3.  1473;    daraus   in  Dingler's  Polytmfanisches  Jonmal 
IBM,  Sd.  181,  S.  ISl.  —  Telegrapheuvereins-Zeitschrift  Bd.  S,  S.  88.  <_■ 

HIM-IU  Abthlfl,  d,  ZttUohr.  f.  Hath.  o.  Vhjx.  XXUI,  %.  4 
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obemiechen  Schreib telegraphen  zd  Terveoden,  tiber  welchen  er  der 
Wiener  Akademie  der  Wissenschaften  in  der  Sitzung  vom  28.  April  1853 
ansffih fliehe  Hittheiinng  gemacht  hatte.')  Diesen  chemischen  Gegen- 
Sprecher  beschrieb  Ointl  aasfUhrlich  in  der  Bitznng  der  Wiener  Aka- 
demie yom  30.  November  I8£t4,*)  and  es  mag  gleich  hier  hervorgehoben 
werden ,  dass  bei  demselben  zwar  der  nümliche  Doppeltaster,  wie  bei 
den  Morsegegensprechem  nnd  aach  eine  Anagleicbungsbatterie  Verwen- 
dnng  fand,  dass  er  sich  indessen  insofern  von  dem  letztern  ganz  wesent- 
lich nnterscbied,  als  bei  letzterem  dem  localen  Aitsgleicbangsstrome  ein 
von  dem  Linienstromwege  vollstXndig  getrennter  Stromkreis  angewiesen 
is't,  eine  Stromverzweigang  also  nicht  eintritt,  bei  dem  chemischen  da- 
gegen beide  Stromkreise  ein  geuiein  schaftlich  es  Stück  enthalten  and 
deshalb  Zweigstrome  auftreten  müssen. 

Schon  wKhrend  der  Gintl'schen  Versuche  verbreitete  sich  das 
Gereicht  in  Wien,  dass  der  Professor  der  Physik  in  Prag,  Dr.  Franz 
Adam  Petfina,  Gintl  bei  dessen  Anwesenheit  in  Prag  die  Idee  des. 
Oegensp rechen s  mitgetheilt  babej  anch  in  weiteren  Kreisen  fand  dieses 
Gerücht  Verbreitung  und  1856  fand  sich  E.  W.  Siemens  veranlasst, 
in  ("oggendorffs  Annalen  (Bd.  98,  S.  120)  darauf  hinzuweisen,  wie 
wünschenswerth  eine  bestimmte  Anfkläinng  darüber  sei,  da  Gintl  selbst 
nirgends  das  Gegensprechen  (mit  Morseapparaten)  als  seine  Erfindung 
in  Anspincb  genommen  habe,  Petfina  konnte  der  darin  liegenden  Auf- 
forderung nicht  genügen,  weil  er  bereits  im  Jahre  1855  gestorben  war; 
Ointl  aber  hat  jenen  öffentlich  und  so  bestimmt  ausgegproebe»«! 
Wunsch  zu  erfüllen  keine  Veranlassung  genommen. 

Bei  Bearbeitung  der  mehrfachen  Telegrapbie  für  das  kürzlich 
erschienene  Schlnssheft  des  ersten  Bandes  meines  Handbnchs  der  Tele- 
grapbie trat  an  mich  die  Ntithignng  heran,  mich  in  dieser  FrioritStsfrage 
für  oder  "wider  zn  entscheiden,  und  da  inzwischen  ausser  Petrina  aach 
der  in  gewissem  Sinne  mitbet  heil  igte  L)r.  Stark  in  Wien  verstorben 
war,  so  schien  es  mir  richtiger,  nicht  den  einzigen  überlebenden  Betbei- 
ligten,  Dr.  Gintl,  unmittelbar  darüber  zu  befragen,  sondern  den  Ver- 
such zn  machen,  ans  den  vorhandenen  Schriftqnellen  nnd  den  Aussagen 
noch  lebender  Unbetheiligter  zu  einer  Entscheidung  zu  gelangui.  In 
dem  Handbncbe  (S.  546)  konnte  ich  diese  Entscheidung  wegen  Raum- 
mangels nicht  in  der  erwünschten  Weise  begründen,  und  ich  that  es  daher 
znnHcbst  Anfang  August  1877  in  dem  Journal  telägraphique  (Bd.  III,  S.  654) 


1}  Tergl.  Sitzungsberichte  Bd.  10,  S.  616  bis  626. 

2)  Vergl.  Sitxungaberichte  Bd.  14,  S.  401  ff.;  daraus  in  der  Zeitschrift  des 
OesterreichiBchen  IngenieurvereiuB  Bd.  7,  S.  186,  und  der  TelegraphenTereins- 
Zeitschrift  8.  Bd.,  8.  SS  und  202.  Aus  den  Mai  1866  datirte  Abänderungen 
dieses  chemischen  Qegensprechers  bespricht  Ointl  auf  S.  186  dm  2.  Bandes  der 
Tel  egraphenvereina  -  Zeitschri  ft. 
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und  hoffte  dAmit  sugleich,  aa  einer  toUod  KUrlegnng  den  Anstosa  eu 
geben.  Vm  auf  die  Erftlllnng  dieser  Hoffnnng  mit  um  80  grfisaeter 
Gewissheit  rechnen  zn  dürfen,  halte  ich  den  Abdruck  der  BegrBndnng 
meiner  finLgcheidnng  anch  in  einer  deatschen  Zeitschrift  für  angezeigt 
nnd  ich  laaae  deshalb  jenen  im  Jonmal  lelegrapkique  abgedruckten  Artikel 
hier  in  dem  nur  sehr  wenig  geänderten  nrspränglichen  Wortlaute  folgen. 

I.  Ich  habe  mich  zuvörderst  darnach  umgesehen,  ob  Ointl  irgendwo 
die  Erfindung  des  Gegensprechen s  mit  Morseapparaten  nnzweidentig  fUr 
sich  in  Anspruch  nimmt.  In  erster  Linie  kommt  hierbei  das  in  Fiage, 
was  Gintl  in  seinem  schon  erwühnten  Vortrage  vom  30.  November  1854 
sagt.  Die  betreffende  Stelle  auf  8.  414  (Bd.  14)  der  matbematiacb- 
natnrwissenscbaftlichen  Glassc  der  äitsnugaberichte  der  Wiener  Akademie 
lautet; 

„Ich  habe  mich  schon  im  verflosBenen  Jahre  iRngere  Zeit  hindurch  ' 
bemüht,  die  Doppelcorrcspondenc  auf  demselben  Leitungsdrahte  mit 
dem  Horse'schen  Schrei btelegiaphen  zn  Stande  zu  bringen,  nnd 
bei  meinen  in  dieser  Beziehnng  rielfSltig  auf  der  Telegraphenlinin 
zwischen  Wien  nnd  Prag  im  Monate  Juli  1853  angestellten  Versuchen 
ist  es  mir  zwar  gelangen ,  Depeschen  gleichzeitig  in  entgegengesetzter 
Richtung  an  ihre  Beatimmnngsorte  zn  befördern,  wobei  es  aber  oft  ge- 
schah, dass  nach  einigen,  an  beiden  Stationen  gegenseitig  recht  gut  les- 
baren Worten  eine  Confundirnng  der  Zeichen  auf  jedem  Statioussp pa- 
rate eintrat,  sobald  nämlich  der  Linienstrom  eine  Aendemng  in  seiner 
Stärke  erlitt  nnd  es  nicht  gleich  mSglich  war,  die  StSrke  des  Local- 
st'romes  in  demselben  Maasse  zu  verSndem. 

„Aus  diesem  Grunde  habe  ich  auch  die  gleichzeitige  Doppelcorre- 
spondenz  mit  dem  Morse'schen  Schreibtelegraphen  vorläufig  nicht 
weiter  verfolgt  und  mich  an  die  DurchfBbrang  derselben  mittels  electro- 
chemiscbea  Scbreibapparatea  gehalten,  welche  mir  vollständig  gelun- 
gen ist." 

Offenbar  liegt  in  den  Worten  „zu  Stande  so  bringen"  durch 
KUB  nicht  unbedingt,  dass  die  Idee  des  Gegensprechens  und  die  Ein- 
richtung der  Apparate  dazu  eine  Erfindung  von  Qintl  sei.  Gerade 
das  „zn  Staude  bringen"  erscheint  mir  aber  sehr  wesentlich;  der  trster- 
reichische  Telegraphendirector  Gintl  —  und  in  Oesterreich  wohl  er 
allein  —  hatte  dazu  ohne  Weiteres  die  Macht  (abgesehen  von  der 
sachlichen  Ausführbarkeit);  nicht  bo  der  Professor  Petf  ina,  wenn  er 
der  Erfinder  war. 

Ebenso  zwingt  der  Ausdruck')  GintTs:  „des  von  mir  dabei  (d.h. 
bei  den  Versuchen  zwischen  Wien  und  Prag)  angewandten  Apparates 

ij  Telegraphravereioü'ZeitHchritt  Dd.  2,  S    28.  ^. 
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naä  Verfftlirans"  nicht  zd  der  Annahm«,  dsas  Appknt  nnd  Verfahren 
eigene  Erfindung  waren. 

Entscheidender  kOnntep  einige  Stellen  in  der  im  Juinar  185& 
niede^^chriehenen  Entgegnung')  Gintl's  anf  eine  Aenssernng  des 
Dr.  V.  Iciliaa  sein,  worin  dieser  die  PrioritXt  der  Erfindung  des  gleich- 
zeitigen Telegraphirens  fQr  C.  Frischen  in  Anspmcfa  nimmt.  Gintl 
verwahrt  sich  hier  znnXchst  dagegen,  dass  er  „im  «Tahr  1853  blos  eine 
Idee  Bur  Erreichung  des  genannten  Zweckes  ansgesprochen  habe"  nnd 
flthrt  dann  fort:  „Schon  im  Honate  Jnli  l853  sind  von  mir  .... 
gelungene  Doppelcorrespondenzen  mit  den  von  mir  daen  einge- 
richteten Horse'scben  Schrei bapparaten  anegefllhrt  worden^  und  da 
ich  ans  meinem  Verfahren  kein  Geheimnias  machte,  so  ist  dasselbe 
sammt  der  Einrichtnng  des  ganaen  Apparates  in  dem  Leipziger  poly- 
technischen Centralblatt  von  einem  mir  nnbekannten  Verfasser  ansffihr- 
lich  beschrieben  worden.  Es  war  also  nicht  blos  eine  Idee,  welche  ich 
damals  ansgesprochen,  sondern  vielmehr  in'e  Werk  gesetat  habe". 
Lassen  aber  anch  die  hier  von  Gintl  —  dem  nnbestrittenen  Veran- 
stalter jener  Versuche  mit  don  Morse-Gegensprecber  nnd  dem  Erfinder 
des  chemischen  GegensprecheTS  —  gebrauchten  Worte  noch  an  Klarheit 
SU  wUnechen  übrig,  so  bleiben  die  ebenda  weiter  folgenden  Aenaserangen 
Ointl's:  „wie  Herr  Dr.  v.  Icilins,  nach  dessen  eigener  ErklSmfag  die 
von  mir  zuerst  aasgegangene  Idee  und  mein  Doppel-Tele- 
graphirnngsverfahren  Herrn  Frischen  erst  znr  Aasflihmng  seines 

Verfahrens  angeregt  hat,"  nnd:   „meines  schon  im  Jahre  1853 

ohne  mein  Zuthun  veröfi'entlichten  Verfahrens;  es  wäre  denn,  dass 
Herr  Dr.  v.  Icilins  den  Bewüs  liefern  würde,  Herr  Frischen  habe 
schon  frflher  als  ich  das  Doppel-Correspondenzprincip  entdeckt 
nnd  sei  vor  mir  anr  Darchftlhmng  desselben  geschritten"  allein  übrig, 
welche  aber  an  Tragweite  wesentlich  einhflssen,  sobald  man  sie  als  blos 
gegen  Friscben's  Ansprüche  gerichtet  gelten  _  zu  lassen  hat,  nnd 
ansBerdem  durch  die  kurz  vorhergehende  Stelle:  „diese  von  mir  .... 
schon  am  9.  Juni  ausgesprochene  Idee  basirt  sich  überdies  auf  die 
von  mir  entdeckte  Thatsaohe,  dass  sich  zwei  elektrische  Strome 
in  entgegengesetzter  Richtung  durch  denselben  Leitungsdraht  gleich- 
zeitig und  ungehindert  fortpfiftnzen,  welches  ich  darch  Versuche')  con- 
statirt  nnd  in  der  erwähnten  Sitzung  auseinander  gesetzt  habe.  Dieses 
Factum  ist  aber  das  eigentliche  Frincip,    auf  welchem  die  Doppelcorre- 


1}  TelegraphenTereinB- Zeitschrift,  Bd.  1,  S.  804. 

2)  Nach  den  Wiener  SitxuDgsberichten  Bd.  14,  3.  400,  wurden  diese  Ver- 
suche mit  dem  chemischen  Schreibapparat«  angeBtellt,  natürlich  bevor  desBen 
Verwendong  mm  Oegensprechen  in  Frage  kam.  —  üebrigena  finde  ich  in  dem 
Ueriohte  Aber  die  Sitaung  vom  9.  Juni  1858  Nichts  über  eine  dorarlige  Mitthei- 
lung Qiutl's. 
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gpondenz  beruht,  und  ...."  und  die  in  dieser  Stelle  Bnageprlgte  Be< 
stimmtheit  des  Aosdracka  in  Betreff  der  Entdeckang*  jener  Thataacbe 
merklich  abgeschvXcht  werden,  um  so  mehr,  als  jene  „Tbatsache"  dnrch 
das  damalige,  weit  durchsichtigere  Ho rae-Gegensprechen  noch  viel  weniger, 
wie  dnrch  das  chemische  erwiesen  worden  ist  and  erwiesen  werden 
konnte,  am  allerwenigsten  aber  Gintl^  „den  schlagenditten  Beweis  Rlr 
die  wirkliche  Cuexisteni  der  heiden  elektriicben  Ströme  in  demselben 
Leitangsdnhte  dadnrch  geliefert  hat,  dass,  withtend  die  eine  Station 
einen  eonslanten  Strom  in  die  Leitung  sendet  nnd  folglich  einen  coo- 
tinnirliohen  Strich  anf  dem  Pa|>ierstreifen  der  anderen  Station  ersengt, 
mau  von  der  letzteren  znr  ersteren  Station  anstandslos  telegraphiren 
kann". 

II.  Ich  habe  sodann  nachgeforscht,  ob  von  Petrina  herrührende, 
anf  diese  Angelegenheit  besllgliche  AenasemDgen  vorhanden  sind.  Dabei 
war  hanptsäohlicb  die  im  April  1855  geschriebene  letzte  der  vier  (1855 
in  Prag  gedruckten)  „Mittheil nn gen  aas  dem  QeMete'der  Physik"  nach- 
Kosehen,  welche  Petrina  in  den  Abtheilnngen  der  kSnigl.  bShmischen 
Oesellschsft  der  Wissenschaften  (5.  Folge,  9.  Band;  Prag  1857]  vec- 
öffentlieht  hat  unter  dem  Titel:  „WissenschaftHohe  Beleuchtung  der  vom 
Dr.  Gintl  durch  seine  Veisnche  über  die  gleichzeitige  Gegencorrespon- 
denc  gelieferten  Beweise*)  für  die  Ooextstenz  aweier,  einen  Leiter  in 
entgegengesetzten  Bichtungen  ohne  Stömng  dnicblanfender  galvanischer 
Ströme  nnd  Angabe  eines  neuen,  diesen  Gegenstand  betreffenden  Ver- 
enchs".  Es  handelt  sieb  hier  um  den  chemischen  Gegensprecber  und 
Petrina  will  (S.  47)  „untersuchen,  inwiefern  GintTs  Behauptung  der 
Coezistenz  begründet  sei,  und  ob  sich  nicht  seine  (d.  h.  Gintt's 
chemische)  Gegeneortespondenz  ancb  anders  erUSren  lasse"  und  nur 
in  Bezug  auf  den  chemischen  Gegensprecher  sagt  er  8.  60:  „die  hier 
von  Herrn  Director  Gintl  angegebene  Gegencorrespondenz"  und 
S.  66  „seines  Doppeltasters"  und  „seine  Gegencorrespondenz".  Im 
Einklänge  mit  Gintl's  Aosdrack  „zu  Stande  bringen"  steht  die  Wendung 
Petrina'e  auf  S.  60:  ,>Was  die  eigentliche,  von  Herrn  Director  Gintl 
in  die  Praxis  eingeftthrte  Gegencorrespondenz  betrifft." 

Dagegen  berichtet  Dr.  Weltenweber  in  seiner  auf  Petrina  am 
10.  December  1855  in  der  Böhmischen  Gesellschaft  gehaltenen  Denk- 
rede,') dass  Petrina  in  der  Sitzung  vom  6.  November  1854  „eine 
Erklärung  mitgetbeilt  habe,  wie  man  nach  seiner  Ansicht  im  Stande 


1)  Wie  er  in  den  Wiener  Sitznogsbecichten  Bd.  14,  8,  416  ansspricht. 

2)  E(  sind  die  in  den  Wiener  Sitenngsberichten  Bd.  14,  8. 400  flgg.  gegebenen 


3)  Dieselbe  ist  auch  in  dem  9.  Bande  der  Abhandlnngeu  der  Gesellechaft 
enthalten;  die  betreffende  StellAauf  8.  IT  ist  grOMtentbeile  wSitlieb  den  Sitsungs- 
berichten  (S.  39)  der  Sectionen  der  UeseUsohalt  entnommen.  i^ 
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wKre,  mU  dem  Morse'Bcben  Tel egraphenap parate  bei  eioem  Leitnngs- 
drabtfl  zugleich  bin  und  ber  zn  telegraphiren.  Den  bei  einet 
solcben  doppelten  Correepondens  zn  machenden  Bedingnngen  werde  im 
gewünschten  Haaue  entspTocbnn ,  wenn  man  einen  kleinen  Local- 
strom  zu  Hilfe  nimmt  nnd  das  Relais,  aowie  den  Taster  nach 
der  Angabe  des  Vortragenden  einrichtet". 

III.  DazD  wird  mir  rersicbert,  daas  einige  Jahre  später  Petrina'8 
Wittwe  an  die  österreicbische  Telegraphen  Verwaltung  ein  Untersttttznngs- 
gesnch  gerichtet  habe,  worin  sie  ansdrUcblich  (die  Anwendnng  gemein- 
schaftticber  Batterien  und)  das  Oegensprechen  als  Erfindungen  ibree 
Terstotbenen  Gatten  und  somit  gewissermassen  als  ihr  Brbtbeil  bezeichnet 

IV.  Ich  habe  mich  femer  an  eine  vollkommen  glaubwürdige  und 
geeignete  Person  liebkeit  in  Wien  nm  weitere  Ansknnlit  gewandt  nnd  all 
Brgebnisae  von  Nachfragen,  welche  dieselbe  vor  einiger  Zeit  —  nnd 
Ewar  nach  Stark's  Tode  —  bei  Beamten  bielt,  welche  Ur.  Stark 
damals  znr  Hilfeleistung  benutzte,  erfahren,  dass  Stark  zur  Zeit,  ale 
er  sieb  mit  den  ersten  Versnchen  über  das  G^eneprechen  befasste,  mit 
Petrin«  dartiber  in  Briefvecheel  stand,  auch  während  der  Versnche 
selbst  in  den  Briefen  Petrina'a  nachlas,  ferner  dass  GintI  erst  durch 
Stark  KenntniSB  von  der  Bache  erhielt,  daranf  in  Prag  mit  Petrina 
persönlich  verkehrte  nnd  nun  erst  nach  seiner  Rdckkehi  nach  Wien 
anfing,  sieb  selbst  mit  dem  Gegensprecben  zn  beschäftigen,  zn  einer  Zeit, 
wo  Stark  das  Relais  mit  Doppelwindungen  bereits  in  Verwendung  hatte. 

V.  Diese  Angaben  werden  nm  so  glaubhafter  und  der  Umstand, 
dasa  Gtntl  trotzdem  als  Erfinder  des  Gegensprechens  mit  Murse- 
Apparaten  erscheinen  konnte,  erkUiücb,  wenn  man  das  sachliche 
VersUtndnias  der  bmden  Männer  und  ihre  persönliche  Thätigkeit  nnd 
Stellung  berücksichtigt.  Petrina,  geboren  am  24.  December  1798,  in 
fttmlichen  Verhältnissen  aufgewachsen,  erst  im  Alter  von  17  Jahren  sieb 
den  Gymnasial  Studien  zuwendend,  hatte  diese  und  die  Univereitätsstadien 
nnter  Kfimmernisseu  und  Entbebmngen  mit  ungemeinem  Fleiss  nnd  Eifer 
vollendet,  wurde  1837  ala  Lehrer  der  Physik  ans  Lyceum  zu  Lina  be- 
rufen nnd  war  seit  dieser  Zeit  nnter  Anderem  anch  auf  dem  Gebiete  der 
Elektricität  and  des  Magnetismna  vielfach  literarisch  tbätig;  1844  wurde 
er  Professor  der  Physik  an  der  UniversitSt  zn  Prag  und  bereite  1848 
liess  er  ein  Scbriftchen  fiber  Telegrapbie  erscheinen  nnter  dem  Titel: 
„Elektromagnetischer  Telegraph  auf  den  österreichischen  Eisenbahnen." 
1852  fand  er  die  Zweigetröme  bei  seiner  ei e ktru  -  magnetischen  Har- 
monika')  verwendbar,   und    im  Januar  1653   brachte   er  einen  Aufsata 


1)  Vergl.  Drakrede  S.  14.  —  Der  Schluiaaats  de»  betreffenden  Vortrags  lässt 
vermntben,  dats  man  diese  Harmonika  als  den  Stauunvater  des  Telephons,  der 
Fbonotelegrapben  imd  elektro-harmoniscben  Telegraphen  anzusehen  hat 
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Über  di«  Vorweadnug  gemeinscfaaftlicbei'  Batterien  in  der  Wiener  Aka- 
demie*) zum  Vortrag,  welobcr  an  einer  sebr  beträobtlicben  Verminderung 
der  Zahl  der  Elemente  in  den  Linienbatteiien  der  Österreich  ie  eben  Tele- 
graphen Stationen  Wien ,  Verona,  Salzbnrg,  Triest  nnd  Oderberg  führte. 
Auch  Über  die  chemisebe  Telegrapbie  v^breitete  sich  Petrin»  In  der 
Sitsnng  der  böbmlechen  Geeeilscfaaft  vom  30.  Mai  1853  und  wiea  dnrch 
den  Versnob  nach,  dass  man  bei  ihr  mit  einem  einaigeD  Grove'schen 
Elemente  aaf  10,0  Heilen  weit  telegrapblren  könne.  Im  Juli  1853  end- 
lich wies  Petrina  in  einer  Mittbeilnug  an  die  Wiener  Akademie^)  nach, 
daM  bei  der  Tianalation  an  Battwiekraft  Nichts  erspart  werde. 

Ganz  abgesehen  davon,  dass  sich  die  Eracheinungen  an  Gintl's 
cbemiscbem  Gegensprecher  gane  ungezwungen  nach  den  Ohm'acben  Ge- 
setzen erklären  lassen,  was  eben  Petrina  1855  in  der  schon  erwSbnten  vier- 
ten „Mitbellnng  ans  dem  Gebiete  der  Physik"  nnd  1856  Werner  Siemen's 
in  Poggendorff'B  Annaleu  (Bd.  98,  S.  121)  thaten,  nnd  dass  deshalb  diese 
Erscheinungen  und  die  sämmtlicben  von  Gintl  im  14.  Bande  der  Wiener 
Sitzungsberiobte  angeführten  Versuche-  die  Coexistenz  eotgegengesetst 
geriditeler  Ströme  in  demselben  Leiter  zn  beweisen  nicht  genttge»,  sind 
bei  der  von  Gintl  gewählten  Einschaltung  der  Batterien  mit  nngleich- 
namigon  Polen  an  die  Linie  in  dieser  gar  nicht  einmal  entgegen- 
gesetzte Ströme  vorhanden.  Daranf  webt  Petrina  anf  S.  65  jener 
vierten  Mittbeilung  bin;  auf  S.  48  aber  bebt  er  hervor,  dass  Gluti  das 
Auftreten  von  Zweigs trömen  bei  der  fraglichen  Oegensprecbschaltang 
ganz  abersehen  zn  haben  oder  (ungerechtfertigter  Weise)  ausser  Beach- 
tung lassen  zu  wollen  scheine.')  Dagegen  bat  Petrina  auf  S.  66  und  65 
jener  mehrfach  erwähnten  vierten  Mittfaeilnng  klar  anf  die  Folgen  der 
LinieDanteibreehnngen  in  dem  von  Gintl  benutzten  Doppeltaster  hin- 
gewiesen und  hervorgehoben,  dass  beim  Gegenspreeben  (mit  dem  chemi- 
schen Telegraphen)  die  Linieabatterien  ebensogut  mit  gleichnamigen 
Polen  an  die  Erde  gelegt  werden  könnten,  während  Gintl*)  damals 
die    Anlegung    entgegengesetzter    Batteiiepole    an    die    Erde    fUr 

1)  Vgl.  SitzTtngsbaiohte  Bd.  10,  8.  8,  oder  Telegntphenveteins- Zeitschrift 
Bd.  14,  8.  200.  —  Dass  man  anderwärts  schon  etwas  frflher  empirisch  auf  die 
Verwendung  gemeinaGhaltlichBr  Batterien  gekommen  sei,  habe  ich  nuf  S.  fi06  d^ 
ersten  Bandes  meines  Handbuchs  weiter  ausgeführt. 

2)  Sitzungsberichte  Bd.  II,  S.  376. 

S)  Qleiche  Schwächen  in  Bezug  anf  die  Elektridtätalehre  sollen  sich  aber- 
dieas  bei  Ointl  —  so  wird  mir  versicbert  —  im  penOnlichen  Umgänge  hin  und 
wieder  bemerkbar  gemacht  haben.  U.  A.  wird  erzählt,  Gintl  habe  bei  seiner 
ersten  RQckkehr  von  Frag  ohne  Weiteres  anf  der  Linie  Wi«i-Prag  mit  den 
gewöhnlichen  Horse-Apparaten,  in  gewöhnlicher  Einschaltmig,  gleüdiEeitig  hin 
und  her  tclegraphiren  wollen  nnd  sich  gewundert,  dass  dies  nicht  ging. 

4)  Wiener  Sitsnngaberichte  iM.  14,  S.  411.  —  Vgl.  auch  Poggeodorff's 
Annalen  Bd.  W,  S.  120,  ^. 
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nSthig  gehalten  za  babec  scheint;  spSter  hat  er')  snch  die  Anlegnog 
gleichnamigei  Pole  an  £nla  ftir  enlAsBiif  erklfirt,  nnd  so  sUsmirt 
Gtalle  auch  schon  die  Einsohaltung  im  Polytechniflchen  Cemtraiblatte 
(Jahrg.  lS5ä). 

GesetEt  nun,  Petrina,  dem  eine  nngewtihnliche  Beacheidenhdt 
und  Sanrtmath  nachgerDhmt  wird,*)  bähe  das  Gegensprechen  mit  Horse- 
Äpparaten  erfunden  und  sich,  nm  ea  in  ähnlicher  Weise,  vie  die  Ver- 
wendung gemeinschaftlicher  Batterien  für  das  österreichische  Telegrapben- 
wesen  nutzbar  au  machen,  mit  Stark  in  VerbindoDg  gesellt,  wSre  ea 
nicht  leicht  eikUrlich,  dass  er,  nachdem  einmal  der  einflnsareiche ,  mit- 
unter etwas  barsch  auftretende  Telegrapbendireetor  damit  bekannt  ge- 
worden var  nnd  die  Versuche  damit  in  die  Hand  genommen  hatte, 
diesem  thnnlichst  freies  Spiel  liees  und  als  der  Veranstalter  der  Ver- 
suche auf  der  Linie  nach  aussen  hin  Eugleich  als  der  eigentliche  Erfin- 
der angesehen  und  beseichnet  wurde,  dnrch  seinen  Vortrag  vom 
6.  November  1854  seine  Prioritätsrechte  ftlr  ausreichend  gewahrt  er- 
achtete? Ist  es  doch  unter  diesen  VerhSltnissen  kaum  denkbar,  dass 
Petiina  durch  diesen  Vortri^  einen  Eingriff  in  Gintt's  Rechte  ver- 
sucht hätte.  Zu  der  Annahme  aber,  dass  Petrina  nnd  GintI  dieselbe 
Aufgabe  nach  demselben  Grundgedanken  (Ausgleichung  mittels 
eines  Localstromes)  unter  Benutaung  von  verschieden  eingerichte- 
ten Relais  nnd  Tastern  gelöst  habe,  finde  ich  nirgends  einen  Anhalt. 


Weil  nun  GJntl  —  der  doch  den  chemischen  Bchreihtelegraph 
und  GegenBprecher  ansfShrlich  zu  beschreiben  nicht  versäumt  bat  — 
das  Gegeuspreoben  mit  Horse- Apparaten  selbst  nicht  beschrieben  und 
vor  seiner,  ebenfalls  nicht  durchschlagenden,  Entgegnung  gegen  Frischen 
auch  Nirgends  nnssweifelbaft  ab  seine  Erfindung  bezeichnet  hat; 

weil  Qintl  nicht  nur  die  „unbefugte"  VerSffentlichnng  in  keiner 
Weise  getadelt  hat,  sondern  auch  der  von  Siemens  ausgegangenen 
öffentlichen  Aufforderung  gegenüber  nicht  mit  einem  Worte  fUr  sein 
gefährdetes  Recht  eingetreten  ist;^) 

weil  Petrina  in  seinem  Vortrage  vom  6.  November  1854  die  znm 
Gegensprechen  benutzbaren  Relws  nnd  Taster  als  seine  Erfindung  be- 
zeichnet bat,  worauf  seine  Wittwe  die  AnsprUche  in  ihrem  ITnterstUtzitngs- 
gesncbe  gegründet  haben  kauD; 

weil  ausserdem  Petrina  sagt,  Gintl  habe  die  Gegencorrespoadens 
in  die  Praxis  eingeführt,  und  weil  dazu  eine  AeuBsemng  Glatl's  stimmt; 

1)  Vgl.  Zeitschrift  des  Oesterreichigcben  Ingenieurrereins ,  Bd.  7,  6.  SSO; 
Bd.  8,  S.  861. 

2)  Denkrede,  8.  4  nnd  18. 

8)  Dmb  Stark  nicht  auf  diese  Aufforderung  hin  für  Pettioa  eingetreten 
i*t-  wird  Niemaud  wundern,   der  diesen  friedliebenden  Hson  persönlich  geltannt 
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weil  endlich  Petrina's  Antheil  an  der  Erfindung  dnrcfa  die  Ans- 
eageo  noch  lebender  Zengen  Terbäi|^  wird,  und  weil  es  iDneclich  wabr- 
echeinlicher  ist,  da«  Petrioa  die  Erfindnng  gemacht  hat,  und  daes 
dieselbe  auf  Gintl  ttbertri^en')  wurde,  weil  unter  seinem  Schilde  die 
Versuche  auf  der  Linie  angestellt  wnrden, 

deahalb  glaubte  ich  mich.sta  dem  Ausspruche*)  berechtigt: 

„Sehr  wahrscheinlich  verdankt  manFetrina  auch  die  Erfindung 

des  Qegenaprechena  mit  Morse- Apparaten." 

Wenn  damit  die  Meinung  ausgeBprocbe»  ist,  dass  von  Petrina 
mehr  als  die  blose  geistige  Anregung  zur  Lösung  der  betreffenden  Auf- 
gabe mit  Horse- Apparaten,  ausgegangen  ist,  so  soll  damit  doch  keines- 
wegs das  Verdienst  geschmälert  werden,  welches  sich  Gintl  durch  ver- 
stand nissvoUe  Förderung  der  Versuche  auf  der  Linie  erworben  hat. 
Ebenso  bleibt  ihm  die  Erfindnng  des  Gegensprecbens  mit  dem  chemiscben 
Schieibapparat.  Sollte  ich  aber  in  meinem  Forschen  nach  Wahrheit 
den  rechten  Weg  verfehlt  haben,  so  wird  Herr  Dr.  Gintl  gewiss  die 
Freundlichkeit  htiben,  mich  auf  den  rechten  Pfad  zurflckznleiten.') 

1)  Es  konnte  dies  offenbat  leichter  nnd  natürlicher  geschehen,  als  s.  B.  in 
dem  Falle  Steinheil-Matsenauer,  boiügljch  der  Translation,  welcher  in  der 
Zeitschritl  des  Oesterreichischen  Ingenieur  vereine,  Bd.  3,  S.  86  nnd  63;  Bd.  12, 
&.  139  zur  Sprache  gebracht  wird. 

2)  Handbuch,  Bd.  1,  S.  646. 

3)  um  dies  Herrn  Dr.  Qintl  zu  erleichtern,  habe  ich  demselben  einen  Abzug 
der  diesen  Artikel  eatiialtenden,  im  September  1877  erscliienenen  Nummer  des 
Journal  teUgrapkique  nach  Frag  übersaudt,  bis  jetzt  aber  keinerlei  Erwidemng 
darauf  empfangen. 


^dby  Google 


Becensionen. 


BuUetliuo    dt  bibliografia  e  di  storia  delle  seiende  malemulicke 
e  f i siehe  piMUcaio  da  B.  Baldassare  Btucompagui.     Tomo  IX. 
Roma,   Tipografia  delle  scienze  malemaiiche  e  ßaiche.     1876. 
Zu  den    nicht    durch   Origiualabbandlangen   erfüllten  Partien   dieses 
Jahrgangea  möge  nai  bemerkt  weiden,  dass  die  FublitatiousreglBter  durcb 
stetes  Hereinziehen  neuer  Zeitschriften  ihrem  hoben  Ziele  abeoluter  Voll' 
ständigkeit  immer  näher  gebracht  werden.     Der  Bibliograph  wird  beson- 
ders   ihretwegen  sich  freuen,    dass  soviel  Genauigkeit  und  Kenntnias  in 
der  Person    eines  Heransgebers   sich    vereinigen,    dem   auch   alle  ausser- 
liehen   Hilfsmittel    in   so   hervorragendem   Grade   znr   Verfügung  stehen. 
Die  einaelnen  Artikel  sind  folgende: 

1.  Federigo  Napoli,  Intorno  atla  vita  ed  ai  lavori  di  Franceaeo  Wmtrolico, 
a  1—22. 
HanrolycuB  (geb.  am  16.  September  1494,  gest.  am  21.  Juli  1575) 
wird  vom  Verfasser  im  Eingang  seiner  Skizze  als  ein  Mann  bezeichnet, 
der  die  damals  eben  entstehende  Algebra  keineswegs  vemachlflssigte, 
dabei  aber  doch  sein  Hauptaugenmerk  auf  die  Durchdringung  und  Weiter- 
bildnng  der  griechischen  Mathematik  richtete-  Aus  diesem  Grunde  war 
es  ihm  mehr  wie  anderen  Zeitgenossen  um  gute  Text&usgaben  der  alten 
Klassiker  zu  thnn,  und  in  einem  seiner  „Kosmographie"  einverleibten, 
im  Jahre  1862  aber  durch  Professor  Spezi  neu  heranegegehenen  Briefe 
an  Cardinal  Bembo  setzt  er  ausführlich  Plan  und  Umfang  dieser  seiner 
kritischen  Arbeiten  auseinander.  Ist  nun  auch  diese  philologisch  -  mathe- 
matische ThStigkeit  die  wichtigere,  so  hat  es  der  gelehrte  Siciüaner  doch 
auch  andererseits  nicht  an  Originalscbriftea  fehlen  lassen.  Napoli  nennt 
eine  Arithmetik,*  eine  Abhandlung  von  den  Foljgonalzahlen ,  Lehrbücher 
der  Ferspective,  Optik,  Musik,  Geometrie,  Algebra,  Sphärik,  Astronomie, 
Bonnennbrkunde,  eine    Anweisung  zum    Gebrauche    des   Astrotabs,    ciue 

*  Ton  dieser  Arithmetik  war  schon  in  onserer  Becension  des  8.  Boltettino- 
Bukdes  die  Bede;  veigl.  hist.-lit.  Äbth.  Jahrg.  XXI,  S.  26. 
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Sinnstafel  and  diverse  andere  Monographien  über  inathemAtische ,  wie 
andere  Themata.  Von  diesen  Werken  galt  ein  gat<^r  Theil  fEir  verloreo; 
den  Bemühnngen  nnseres  VerfasBcrs  aber  ist  es  gelungen,  auf  der  Pariser 
Hationalbibliothok  ein  ansehnliches  Convolut  von  HandschrifteD  des 
Uanrolycns  aufsufioden.  —  Als  Astronom  schrieb  Jener,  abgesehen 
von  der  bereits  ervSbnten  Kosmographio ,  auch  über  die  Bewegung  der 
Steine;  nicht  minder  gab  er  bereits  die  Idee  zur  Messung  eines  Meridian- 
bogens,  wie  sie  später  von  Picard  mit  so  grossem  Erfolge  praktisch 
durchgeführt  wurde.  Den  berühmten  Stern  in  der  Cassiopeja  scheint 
er  zu  allererst,  noch  mehrere  Tage  vor  Tycho  Brahe,  wahrgenommen 
2u  haben.  Ausserdem  existirt  von  ihm  ein  Handbuch  der  astronomischen 
Beobachtungsknnst,  in  welchem  er  als  die  damals  gebräuchlichen  Instm- 
mcnte  das  geometrische  Quadrat  (eine  Erfindung  Peurbach's),  das 
Astrolab  (Planiuphär) ,  die  Armillarsphäre  und  den  Himmeisglobus  be- 
schreibt. Die  Osomonik  zeichnet  sich  durch  eingehende  Untersuchungen 
über  die  Eegelscbnitte  ans.  Diese  letzteren  scheinen  den  Maurolycus 
überhaupt  sehr  angezogen  zu  haben,  und  so  wagte  er  sogar  den  Ver- 
such, das  vierte  Buch  der  fCmvinü  von  Apollonins  zu  restituiren. 
Auch  mit  der  Statistik  beschäftigte  er  sich,  und  wir  ersehen  ans  seinem 
posthumen  Werke  „De  Aequiponderanlibus ,  siee  de  Momentis  ücgviilibus'^, 
dasB  er  schon  1548  den  Schwerpunkt  eines  Drehnngsparaholoides  zu 
bestimmen  im  Stande  war.  Für  die  Geschichte  der  Physik  interessant 
sind  Haurolfous'  Erklärung  des  Begenfaogens,  seine  Forschnngen 
über  Brillen  und  Linsen,  seine  Andentungen  über  Photometrie  und 
strahlende  Wärme.  Kicht  erwähnt,  aber  erwähnenswertb  ist  der  Um- 
stand, dasB  auf  ihn  die  erste  correcte  Deutung  des  bekannten,  von 
Aristoteles  grüblich  mi ssverstandenen  Phänomens  auiückgeführt  wer- 
den muES,  welchem  zufolge  die  Projection  eines  dntch  eine  polygonale 
Oefiiiung  gehenden  SonoenstrahlenbUndels  ein  einfacher  Kreis  ist.  — 
Dass  ein  Mann  von  so  polyhistori scher  Bildung  daneben  noch  Zeit 
liatte,  über  naturhistorisch«,  logische,  dialectische  Fragen  zil  arbeiten, 
als  Kartenzeichner  tbätig  zu  sein  und  die  Eruptionen  seines  Heimath- 
vnlkans  wissenschaftlich  za  verfolgen,  wird  uns  hiernach  nicht  Wunder 
nehmen  können;  herrorzubeben  aber  ist  noch,  als  für  das  Zeitalter  be- 
zeichnend, die  Anekdote,  dass  sich  die  Admirale  an  ihn  wandten,  nm 
von  ihm,  als  einem  berühmten  Meteorologen,  Anfscblnss  über  die  sn 
erwartende  Witterung  zu  erholen. 

Herr  Kapoli  verdient  für  seine  eingehende  Biographie  den  Dank 
aller  Historiker,  die  sich  für  eine  der  hervorragendsten,  wenn  auch 
durchaus  nicht  genialsten  PerstinlichkeiteD  des  Jahrhunderts  der  Kenais- 
sance  interessiren. 

-2.  ScritU  inediti  di  Francesco  Maurolico,  S.  23—1^1.     Wörtlicher  Abdruck 
der  von  Napoli  in  Paris  ausfindig  gemachten  Manuscriptc.  *- 
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An  erster  Stelle  encheint  du  SendBchTeiben  dee  FronciBcns 
Maurolycus  Abbaa  an  den  VicekSnig  Johannes  Vega,  in  welebem 
Ersterer  das  Programm  seiner  wissenschaftlichen  Wirksamkeit  entwirft 
Um  dies  zu  können,  setst  er  seinem  GSnner  mit  möglichst  knrsen  Wor- 
ten Gegenstand  nnd  Eintheilnng  jeder  eineelnen  Disciplin  auseinander; 
die  dabei  gebrauchten  Definitionen  sind  oft  so  laxer  und  unbestimmter 
Natur,  dass  man  von  dem  Scharfsinn  des  Briefscbreibers,  behielte  man 
nicht  die  popnlarisirende  Tendenz  im  Ange,  keine  hohe  Ueinnng  ge- 
wänne. —  Es  folgt  darauf  „Demonstratio  Algebra^',  eine  nnr  die  ersten 
Elemente  in  sich  begreifende  nnd  nicht  wesentlich  über  das  arabische 
Vorbild  hinausgehende  Darotetlung  der  Lehre  von  den  Gletchnogen. 
Um  z.  B.  die  Gleichung 

A. IG. numerus  cum  B. 3. rebus  equitalel  censui  AB,  guod  est  D 
oder  in  unserer  Schreibweise 

aufzulösen,  wird  über  der  Strecke  $  ein  Quadrat  errichtet  gedacht,  dessen 
Inhalt  sonach  2j-  ist.  Nimmt  man  10  hinzu,  so  kommt  der  Inhalt  12^, 
nnd  nun  wird  }^12^^3^  als  ErgHuzung  an  die  Seite  f  angestreckt,  so- 
dass die  Snmme  5  =  x  resnltirt.  Wer  Hohammed  ben  Unsa's  Ver- 
fahren kennt,  wird  k^nen  Unterschied  oder  Fortschritt  bemerken  und 
nm  so  höher  die  grosse  That  Vi^te's  schätzen  lernen.  —  Weiter  treffen 
wir  zwei  Bücher  „Maurolyd  Sicuti  Geometricarum  Quaeslionum",  in  welchen 
snccessive  von  Vierecken,  ebenen  Dreiecken,  Sehnen,  Kreisberechnang, 
sphärischer  Trigonometrie,  senkrechten  Pyramiden,  regnlären  Polyedern, 
Ein-  und  Umbeschreibang  dieser  letzteren,  Kubatur  krummflächiger  Körper 
und  unterschiedlichen  Gelegenheitsproblemeu  die  Rede  ist.  Als  hemerkens- 
werthere  Punkte  mögen  aus  dem  etwas  langweiligen  Vortrage  folgende 
ausgehoben  werden.  Die  sphärische  Trigonometrie  verlengnet  ebenso- 
wenig wie  die  Algebra  ihren  arabischen  Ursprung  und  lässt  recht  deutlich 
die  ungemeinen  Schwierigkeiten  ersehen,  mit  welchen  der  astronomische 
Rechner  damaliger  Zeit  —  so  auch  Copeinicas  —  ständig  zu  ringen 
hatte.  Ueher  deu  engeren  Kreis  der  übrigen  Gegenstände  geht  hinaus 
(8. 101)  der  Paragraph  „Circa  lornaiiiis  superficiem  ac  corpulenUam",  welcher 
die  durch  die  Butation  regulärer  Polygone  entstehenden  Körperfonoen 
untersncbt.  S>  lOS  wird ,  allerdings  in  geometrischer,  an  die  Lilavati 
des  Bhascaia  Acharya  erinnernder  Einkleidung,  der  einfachste  Fall 
der  damals  berühmten  Alhazen'scheo  Aufgabe  behandelt,  bei  gegebener 
Lichtquelle  und  gegebenem  Spiegelbild  den  Refiexpunkt  zu  finden. 
Die  letzten  Bemerkongen  der  Sammlung  beziehen  sieb  auf  die  eratosthe- 
nische  Gradmessung,  deren  Ergebniss  in  ganz  charakteristischer  W^se 
durch  „Stammbrüche"  ausgedrückt  wird;  es  soll  nämlich  ein  Breitegrad 
(86  +  i+i+iV)  Tausendsch ritte  betragen.  Daran  schliesst  sich  eine 
sehr  nette  Lösung    des  Problems,    aus  den    geographischen  Coordiuaten 
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zweier  Orte  deren  Distanz  «bznleiten.  Diese  LSsnn^  ist  rein  graphisch 
nnd  Bo  «legant  descriptiv  dnrchgefiilirt,  dau  sie  mehr  als  jeder  andere 
Bestandtheil  der  weitschicfatigen  Collection  den  scharfsinnigen  Mathe- 
matiker kennzeichnet.  —  Die  fünite  und  letzte  Ähhandinng  ist  die  ganz 
in  archimedischem  Sinn  gehaltene  „Brevis  demonstratio  centri  in  paraboh'% 
ran  welcher  bereits  oben  vorübergebend  die  Sprache  war. 

S.  Edowird  Lucas,  Sur  un  thiorime  de  Varitfmtäique  tndiettne,  S.  167^164. 
Lucas  hatte  im  Jahre  1870  einen  einfachen  Beweis  des  Satzes 
ia+2»+3»-|---. +"'=(1  +  2  +  3+. ..  +  «)' 
gegeben,  welcher  von  ihm  für  nen  erachtet  wnrde.  Allein  nachgerade 
hat  er  sich  flberzengt,  dass  in  dem  „Fakfari"  des  bekannten  arabischen 
Algebristen  Alkarkhi  bereits  ein  im  Wesentlichen  gleichlautender  Be- 
weis sich  vorfindet.*  Das  betreffende  Verfahren  ist  ein  allgemeiner 
anwendbares,  so  dass  der  Verfasser  zn  der  Vennnthnng  berechtigt  ist, 
die  Arabdr  h&tten  auch  zum  Beweise  des  ihnen  nachweisbar  bekannten 
Satzes  von  der  Summe  der  Biquadrate  einen  ähnlichen  Weg  eingeschlagen. 
Er  stutzt  diese  Ansicht  dnrch  den  Nachweis,  dass  man  zu  interessanten 
Beziehungen  zwischen  den  verschiedenen  Potenzsnmmen  gelangen  könne, 
wenn  man  die  Gesammtsumme  der  in  dem  verallgemeinerten  pytha- 
gorischen  Schema 

1-  2-      3-     ...(p)' 

2-  4-       6-    ...(2p)* 


(;<r(2;.)"C3pJ-...(pr 
vorkommenden  Zahlen  auf  die  eine  oder  andere  Weise  bilde. 

Anhangsweise  ist  die  Rede  davon,  dass  auch  der  von  Backet  de 
M^ziriac  fttr  fragliches  Theorem  gegebene  Beweis  in  kholichem  Sinne 
gehalten  sei  und  dass  Fermat  in  seinen  Anmerkungen  dasselbe  in 
einer  bis  jetzt  nicht  recht  aufgeklärten  Weise  verallgemeinert  habe.  Die 
von  Herrn  Lucas  vorgeschlagene  Auslegung  des  Ferma  t 'sehen  Räthsets, 
welche  einen  sehr  hübschen  Lehrsatz  von  den  Polygonalzahlen  involvirt, 
empfiehlt  sich  dnrch  ihre  Einfachheit, 

<t.  A.  Favaro,  BeceDsiou  zu:  Cantor,  Die  remischen  Agrimensoren  und  ihre 

Stellung  in  der  Geschichte  der  Feldmesskimst,  Leipzig  ie75,  8.  166—102. 

Eine  eingehende  Besprechung  des  genannten  Werkes,    das  sich  in 

dem  Vaterlande  des  Recensenten  besonders  viele  Freunde  erworben  hat. 

Hervorzuheben  sind,  abgesehen  von  einer  kleinen  Antikritik,  zwei  selbst- 

stAndige  Znsätze  Favaro's.   Betreffs  der  verschiedenen  in  der  Geschichte 


*  Auf  dicien  Beweis  hat  bereite  Hankel  (Znr  QeBchichte  der  Mathe- 
matik etc.,  S.  192)  aufmerksam  gemacht.  Er  nahm  keinen  Anstand,  denselben 
•einer  Eigenart  wegen,  welche  Bechnnng  und  Zeichnung  gleichm^sig  verwendet, 
fQr  «in  indisches,  von  dem  Araber  blos  reproducirt«s  Osistesproduct  m  er^l)lrea. 
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auftretenden  Mathematiker  dea  Namens  Heron  nämlich  theilt  er  nicht 
völlig  die  Ansicht  Cantor'a,  dass  dieselben  in  eine  einzige  Persönlich- 
keit zusammen  anziehen  seien ,  und  theitt  deshalb  aus  der  in  des  Herrn 
Herausgebers  Besitz  befindlichen  Originalhandscbrift  Bernardino  Bal- 
di's  den  Abschnitt  „Berone  Mecanho"  mit,  in  welchem  eine  Doppel- 
theilnng  des  Alexandriners  Heron  stipnlirt  wird.  Die  zweite  Zugabe 
Favaro's  behandelt  die  Vorgeschichte  des  Verfahrens,  dessen  sieb  der 
Agrimensor  Nipbus  bediente,  nm  rechtwiniclige  Dreiecke  in  rationalen 
Zahlen  zn  erhalten. 

6.  U.  Cantor,   Reoension  zu;   Kuckuck,  Dia  Rechenkunst  im  sechiehntCD 
Jahrhundert,  übersetzt  von  AlfoiiBo  Sparagna,   8.  1S3— 187. 
Aus  dieser  Zeitschrift  übersetzt  und  also  deren  Lesern  bereits  bekannt, 

6.  B.   Boncompagni,   intomo   ad   vn   IratUUo    d'aritmeliea   di    Oiovatuu 
Widmami  di  Egtr,  S.  188-310. 

Unter  die  wichtigsten  SchriftdenkraHter  der  mathematischen  nnd 
speciell  algebraischen  Eutwickelungsgeschichte  gehört  zweifellos  Johann 
Widmann's  „Behend  und  hübsch  Kechennng  auf  allen  kanffmann- 
Schäften".  Von  diesem  Buche  kennt  man  ausser  der  Leipziger  Original- 
auRgabe  (1489)  drei  Kachdmcke,  einen  Pforzheimer  von  1508,  einen 
Hagenaner  von  1519  und  einen  Augsburger  von  1526.  Fürst  Bon- 
compagni untersucht  mit  jener  Accnratesse  und  Bücherkenntniss,  wie 
sie  ihm  allein  eignet,  die  Verhältnisse  dieser  vier  Auflagen  unter  sich, 
indem  er  dabei  den  gegenwärtigen  Aufenthaltsort  jedes  Exemplares  an- 
giebt.  Znm  Schluss  wird  nach  Conrad  Wimpina  Einiges  Sber  die 
Lebensverhältnisse  Widmann's  mitgetheilt,  der  in  Leipzig  studirte  und 
dort  mit  einem  sonst  nicht  bekannten  bayrischen  Mathematiker,  Magister 
Altmaun  von  Schmidtmühlen  ~  am  Einflasse  der  Vils  in  die  Naab  — , 
in  naher  Verbindung  gelebt  zu  haben  scheint. 

7.  F.  Brioschi   (Lettera  a  D.  B.  Boncompagni),  Intonto   al  proMema 
deVe  taviocront,  S.  211—216 

Ohrtmann  hatte  in  seiner  bekannten  Monographie  „Das  Problem 
der  Tantochroneu"  die  in  den  Jahren  1852  und  1853  erschienenen 
beiden  Abhandlungen  Brloechi's  Über  diesen  Gegenstand,  als  in  einer 
für  ihn  unzugänglichen  Zeitschrift  pnbltcirt,  von  seiner  Berichterstattnng 
ansgescbloBsen.  Herr  Brioschi  bestätigt,  dass  sein  damals  erzieltes 
Resultat  die  Entwicketung  Lagrange's,  an  die  auch  Fontaine  nnd 
D'Alembert  anknüpften,  in  sich  scbliesse,  nimmt  sich  jedoch  vor,  die 
noch  allgemeinere  Auffassung,  zu  welcher  er  seitdem  gelangt,  in  diesem 
Briefe  darzulegen.  Die  selbstverständlich  faöchsl  elegant  geführte  Ent- 
wickelnug  enthält  als  Corollardie  vollständige  Lösung  des  Lagrange'schen 
Originalproblems,  die  den  Tautochronismus  bedingende  Kraft  als  Function 
von  Weg  und  Geschwindigkeit  auszudrücken,  erledigt  aber  augleicb  eine 


allgemeinere  Aufgabe,  in  welcher  diejenige  von  der   synchronen  Carve 
als  speciellet  Fall  begriffen  ist. 

8.  Sigismond  Günther,  Note  sw  Jean-Andr^  de  Segntr  fcmdaiewr  de  la 
mitickologie  maihiMalique,  S.  217—228. 

Eine  knrze  Notiz  des  Beferenten  über  den  vielverdienten  nnd  wenig 
gewürdigten  deutschen  Gelehrten,  welcher  zuerst  (im  Jahre  1733]  den 
Versnch  machte,  die  atmoaphärischen  Veränderungen  rechnerisch  durch 
die  Anziehungskraft  der  Kimmeiskörper  zu  erklären.  Es  wird  zn  zeigen 
versucht,  worin  er  das  Richtige  traf  und  worin  er  irrte,  Letzteres  be- 
sonders durch  Vergleichung  mit  den  fttr  diese  Frage  massgebend  ge- 
wordenen Untersuchungen  von  Laplace  nnd  Ä.  Bouyard. 

9.  Srmanno Hankel,  PriMpeito  ttorioo  deUo  aeiluppo  deUa  geomdna  modema, 
seritto  postumo,  übersetzt  TOn  Alfoneo  Sparagua,  S.  S67— Sg9. 

10.  Guglielmo  von  Zahn,   Commemortuwne  dt  Jt-moNMO  Sm^l,  übersetzt 
Ton  Älfongo  Sparagna,  S.  290—206. 

Diese  beiden  üebersetzungen  des  nm  die  Verbrwtnng  deutscher 
Wissenschaft  in  Italien  wohlverdienten  Dr.  Sparagna  beziehen  sich 
auf  Publikationen,  die  hei  uns  Jedermann  kennt.  Erstere  nSmlich  ist 
das  treffliche  historische  Eingangscapitel  zu  seinen  von  Harnack  edirten 
Vorlesungen  Über  projectiviache  Geometrie  (vgl.  Hilinowskt's  Recension 
in  dieser  Zeitschrift  21.  Jahrg.,  S.  103flgg.),  der  Artikel  über  Hankel's 
mathemattecbe  Arbeiten  aber  iet  in  den  „Mathem.  Annalen"  (7.  Band, 
S.  5S3ff.)  erstmalig  erschienen. 

11.  Catälogo  dei  Uxeori  del  Dr.  Ermmtm  Hankä,  S.  301-308. 

Dieses  mit  bekannter  Genauigkeit  nnd  in  der  nicht  minder  bekannten 
Weise  des  „Bullettino"  angefertigte  Verzeichnisa  ztthlt  9  sfllbstfitändige 
Schriften  (darunter  zwei  posthnme),  16  Artikel  in  Zeit-  nnd  Sammel- 
echriften  (Ersch-Grnher's  Encjklopädie)  und  4  Recension en  auf. 

12.  Panl  HaoEion,  üebRHetzung  ans  dem  Deutschen  von  f.  Klein,  Notice 
sw  Jo  eie  et  les  travaux  de  Lotm-Othon  Hesse,  8.  309—314. 

Die  Uebersetsung  ist  lobenswertfa. 

IS.  M.  Gwrtze,   Copemico    in   Italia,    übersetzt  von  Alfonao  Sparagna, 
S.  8I&~819. 

In  diesem  kleinen,  aber  reichhaltigen  Artikel,  der  zuerst  in  einer 
Provinzialzeitung  erschien  nnd  deshalb  nur  Wenigen  bekannt  sein  dürfte, 
berichtet  der  Verfasser  über  die  neaen  für  die  Copernicus- Forschung  Kusserst 
werthvollen  Funde,  welche  dem  Bologneser  Malagola  gelungen  sind. 
Die  dem  Familien archiv  der  Grafen  Malvezzi  entnommenen  Docn- 
mente  enthalten  nXmllcb  die  Annalen  der  germanischen  Stndenten- 
Nation  während  des  Zeitraums  von  1200  bis  1650,  aus  denen  mit 
unbestreitbarer  Evidenz  hervorgeht,    dass  Copernicns  selbst  nnd   mit 
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ihm  viele  engere  Lsndslente,  wie  seiu  Brader  Andreas,  Lacas 
Watzelrode,  Erasmas  Beck,  Albert  Bisclioff  n.  A.,  stets  bei 
dieser  deatschen  Nation  (der  Name  Qermanicns  wechselt  mit  Ten- 
tonicns  ab)  Aufnahme  and  Inscription  Tandeu.  Dnrcb  diese  nenen 
Beweisstücke  wird  die  Annehme  einer  polnischen  Abstammung  für 
Copernicoa  um  so  sicherer  entkräftet,  als  Malagola  in  seinen  Arcbi- 
valien  auch  directe  Notizen  Über  polnische  Studenten  und  Professoren 
vorfand.  Ferner  wird  hervorgehoben,  dass  nunmehr  die  allerdings  schon 
mehrfach  angezweifelte  Behauptung  PapadopoH's,  der  Begründer  der 
modernen  Astronomie  habe  zu  Padua  Mediciu  stndirt,  definitiv  beseitigt 
und  die  Thatsache  nnzweifelhaft  festgestellt  sei,  derselbe  habe  einzig  in 
Bologna  zum  unmittelbaren  Studienzweck  sich  aufgebalten,  und  zwar 
um  sieh  in  den  für  seinen  künftigen  Beruf  wichtigsten  FXchem,  Deere- 
talen  und  Eirchenrecht,  ausisubilden.  —  Andere  Aufzeichnungen,  in  deren 
Besitz  Halagola  gelangte,  beziehen  sich  auf  bemerkenswerthe  Persön- 
lichkeiten der  vorcopemicanischen  Periode,  auf  Uomenico  Haria, 
Urceus  Codtus,  Scipio  Ferro  und  Nicolaus  von  Cusa. 

H.  F.  Hipltr,  CoptnUeo  in  Bologna,  übersetzt  von  Alfonso  Sparagna, 
S.  820— 3!5. 
Wie  der  eifrige  Copemicna  forsch  er  Ourtze  in  der  „Thornor",  flo 
hat  sein  Stn  dien  genösse  Hipler  in  der  „ErmUndischen  Zeitung"  Aber 
Halagola's  neue  Errnngenscbaften  berichtet.  Natürlich  stimmen  beide 
Referate  in  der  Hauptsache  Uberein.  Nur  verbreitet  sich  die  zweite  Notiz 
mehr  Über  die  Lieblingsstudien,  welche  Copernicus  zu  machen  Gelegen- 
heit geboten  war,  dabei  ist  aber  die  Vermuthung  Hipler's,  es  aea  der 
sonst  nicht  nXher  bekannte  „Scipio  de  Itlantua^^  mit  dem  berDhmlen 
Algehraisten  identisch,  entschieden  nnbaltbar. 

16.  U.  B.  Biadego,  Intomo  aila  vita  ed  agli  tcritti  di  Oiattfraneeseo  Jfal- 
fatti,  matematico  dd  seeolo  XVIII,  S.  861-381. 

Der  Verfasser,  dessen  Essay  über  Lorgna  im  19.  Bande  dieser 
Zeitschrift  besprochen  worden  ist,  hat  durch  vorstehend  genannte  Bio- 
graphie einen  neuen  werthvollen  Beitrag  zur  mathematiseben  Literar- 
geschichte Italiens  geliefert.  Beide  Arbeiten  hängen  insofern  saehHeh 
zusammen,  als  Malfatti  ein  intimer  Freund  Lorgna's  war  und  folg- 
lich da,  wo  von  Letzterem  gehandelt  wurde,  selbst  vielfach  citirt  werden 
mnsste.  Zur  Lebensbeschreibung  selber  standen  dem  Verfasser  vier 
Quellen  %n  Gebote:  ein  Nekrolog  von. Ventnroli  von  1811,  ein  ano- 
nymer vom  1807,  ein  Eloginm  von  Bernardi  und  ein  ans  der  Zeit 
der  bayriscben  Herrschaft  Über  dos  Trento  stammendes  Hanuscript 
Antonio  Soini's,  Gymnaeialrectors  von  Ala.  Zudem  hat  Herr  Pizzini 
den  in  seineu  HSnden  befindlichen  handschriftlichen  Naeblass  Mal- 
fatti's    zur  Dispoütion    gestellt.     Johann  Franz  Joseph  Halfatti 
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war  zn  AU  am  26.  Septemlur  1731  geboren,  beancbte  das  Jesuiten- 
collegiam  zn  Verona  and  widmete  aich  später  d«a  matbematiscben 
Stadien  an  der  UniTerBitiit  Bologna  anter  Ricettti's  einsichtsvoller 
Leitung.  Der  MaTchese  Bevilacqua  bot  ihm  die  Mittel,  sich  zn 
Feirara  in  gesicherter  Stellnng  lediglich  seiner  Wissenschaft  hingeben 
in  kCnnpn,  und  diese  Stadt  Terliesa  er  denn  ancb  nicht  mehr  bis  zn 
seinem  Ende,  indem  er  an  der  tob  Clemens  XIV.  daselbst  wieder  ins 
Leben  genifenen  Hochschule  die  Professar  der  höheren  Mathematik  ver- 
trat nnd  alle  BerafnngeD  —  so  a.  B.  nach  Perugia  oder  Venedig  — 
bescheiden  znrflckwies.  Sein  Tod  erfolgte  am  9.  October  1807;  er  war 
damals  Mitglied  der  Akademien  von  Bologna,  Tnrin  und  Hanton,  sowie 
der  von  Lorgna  gegründeten  italienischen  Societüt.  —  Malfatti's 
Erstlingsarbeit  vom  Jahre  1758  behandelt  die  bi quadratischen  Gleichungen; 
eine  Weiterbildung  der  dort  angedeuteten  Ideen  enthXit  die  1771  za 
Siena  erschienene  Abhandlung  Aber  die  allgemeine  Auflesaag  algebraischer 
Gleichungen,  speciell  derjenigen  vom  fllnften  Grade.  Brioscbi's  Ver- 
dienst ist  es,  auf  die  Bedeutsamkeit  dieser  Unters  ach  nn  gen  und  ihren 
Znsammenhang  mit  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  hingewiesen 
au  haben.*  Noch  knrse  vor  seinem  Tode,  1807,  kam  er  auf  diesen 
Gegenstand  znrück,  indem  er  seine  Resaltate  gegen  die  seitdem  von 
Rnffiui  aufgestellten  Behauptungen  von  der  Unitisbsrkett  bfiberer 
Gleichungen  zu  vertheidigen  suchte.  Die  „neue  italienische  Encyklo- 
pSdie"  entbilt  einen  interessanten ^zahlentheoretischen  Artikel  Malfatti's 
llber  das  Lottospiel.  Angesichts  des  hohen  analytischen  Talentes, 
welches  er  stets  entfaltete,  nnd  angesichts  der  damals  allseitig  der  Analysis 
eingerXumten  superioren  Stellnng  ist  doppelt  hoch  die  Liebe  nnd  das 
Geschick  anzuschlagen ,  womit  Jener  seine  rein  -  Bynthetieehen  Unter- 
suchungen ins  Werk  setzte.  Auf  diesem  Wege  stellte  er,  was  D'Alem- 
bert  eigentbflmlicherweise  nicht  geglückt  war,  die  Identitilt  der  sogenaun- 
teo  Cassini-Cnrve  mit  der  durch  Fagnano  berühmt  gewordenen 
Lemniskate  und  mit  Bonati's  „isochroniecher  Caive"  fest.  Er  gab 
eine  neue  Lösung  des  von  Pappus  voi^elegten  Froblemea,  welches  wir 
mit  dem  Namen '  Ottajano's  zu  belegen  gewohnt  sind  und  welches 
später  Poncelet  durch  projeotivische  Behandlung  nnd  Bellavitis 
dordi  seinen  Aeqnip ollen zencaicsl  zam  grösstmOglicben  Grade  von 
Allgemeinheit  erhoben.  Weitaus  am  berühmtesten  ^er  machte  ihn  seine 
Behandlung  der  stereotomischen  Aufgabe,  in  ein  dreiseitiges  Prisma  drei 
Cylinder  von  grfisstem  Kubikinhalt  einznbescbreiben ,  welche  Passang, 
aus  dem  Stereometrischan  ins  Planimetriscbe  Übersetzt,  eben  das   eigent- 

•  Wer,  ohne  diiect  aof  die  Qaelte  zurficb zugehen.  Näheres  über  Malfatti's 
Idee  zu  erfahren  wOasobt,  kann  den  Aufsats  ÜruDerfs  „tJeber  die  Transfor- 
mabonsmetboden  von  Jerrard  und  Malfatti  im  46.  Bande  seines  Archivs  ver- 


Hlflt.-Ut.  AUhli.  d.  Z^tHhf.  t  Uftlh.  D.  rbju  XXllt,  I. 
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lieh  Bogen«nnte  bertlbmte  Halfatti'scbe  Problflm  entb&lt.  Die  original« 
Grledigang  wird  in  exlenn  mitgetheilt  und  eine  knrze  Geecbicbte  der 
spXteren  LOanngen  and  Ventil gemrinernngen  daran  geknflpft. 

Herrn  Biadego  sind  wir  anch  fUr  die  drei  nmfSnglicben  Anb&nge 
zn  seiner  Biograpbie  sn  Dank  verpflichtet,  von  denen  zn  berichten  anaere 
nnnmebrige  Pflicht  ist. 

16.  OtUdbgo  da  Inoori  di  OtoN/roMMKO  MalfaUi.  ä  S8S-387. 

Enthalt  3  Separatdrncke,  19  Abbandlnngeu ,  die  im  6.  Band«  dea 
„Bnllflttino"  verAffentlichte  Correspondena  nüt  Lorgna  und  an  ang«* 
druckten  Scbriftstfloken  einen  „Tractat  von  den  EegeUebnitten  nnd 
Oeitern"  and  ein«  BtiefsammlaDg,  welche  demnKchst  aar  Sprache  kom- 
men wird. 

17.  Catalogo  di  lavori  rdcOM  ai  protHema  di  Maifatti,  8.  3SS— S9S. 

Eine  werthvolle  Ergäaznng  der  bekannten  Schrift  von  Ä.  Witt- 
Btein,  werthvoll  besonders  deshalb,  weil  die  Zosammenstellnng  bis  auf 
die  allerneneste  Zeit  fortgesetzt  ist.  Trotz  seines  höchst  anerkenneiiA- 
werthen  Fleisses  ist  jedoch  dem  Verfasser  eine  sehr  zn  beachtend«  Pi^ce 
entgegangen,  nämlich  der  im  55.  Bande  des  „Archiv  d.  Math.  n.  Phjs." 
abgedruckte,  dnrch  antike  Strenge  ans  gezeichnete  Aufsatz  Mendtb  al'a: 
„Geometrischer  Beweis  der  Steiner'schen  Constmction  zur  L&sang  des 
Halfatti'schen  Problems". 

18.  Lmere  inedite  dt  GiamfrmKOOO  MiäfatH,  S.  393—480. 

Von  den  hier  mitgetbeilten  Privatbriefen  richten  sich  67  an  Lorgna, 
QanTiraboaebi,  2anGalTagni,je  einer  anMalvezai  nndOagnoli. 
OewSbren  letztere  mehr  nar  ein  literarhistorisches  Interesse,  so  ist  die 
Bcientifisehe  Bedentnng  d«s  Briefwechsels  mit  Lorgna  um  so  höher  n 
Btell«n.  Wir  heben  einig«  der  wichtigsten  Stücke  ans.  Im  fBnftes 
Briefe  widerlegt  Maifatti  eine  der  bekannten  gewagten  BebanptnngeB 
Lorgna's,  welcher  alle  Zahlenreihen  als  durch  die  Riccati'soheUetliode 

nnsnmmirbar  erklärt  hatte,  deren  allgemeines  Glied  die  Form   —  habe, 

ohne  dam  p  und  g  Glieder  der  nKmlichen  arithm«tiseh«n  ProgreenoB 
w&ren.  Uaes  dies  falach,  thnt  «r  einfach  dnrcb  des  Hinweis  anf  folgende 
Id«ntiUt  dar: 

— +^— 1-— ^+     =ii:  +  -i  +  A+.., 

3.8^6.12^9.16^  1.2^2.3^3.4^ 

Nr.  11  und  12,  welche  sich  mitLorgna's  geistvoller  und  doch  unrealisii^ 
barer  Idee  beschäftigen,  die  LSsnng  des  irrednciblen  Falles  auf  die 
Integration  gewisser  Differentialgleichungen  zn  begründen,  sind  von 
Herrn  Biadego  bereits  frtlfaei  edirt  worden;  theilweise  gilt  die«  «neb 
von  13  und  14.     Ans  Brief  16  erfahren  wir,  dass  Giordano  Riecati 
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wichtigie  Eiperimsnte  in  der  Sluiicit&tglehr«  angeitellt  Iist  tind  ddbin 
geUBg;t  ist,  du  Gesetz  der  mit  der  Ablenkung  wachsenden  ElMticitJlt 
.  einer  gespannten  Suite  dnrcfa  eine  Hyperbel  awischen  ihren  Asymptoten 
duanstellen.  Als  ouffällig  ist  die  ani  dem  18.  and  19,  Briefe  herroi^ 
gehende  Thstsscbe  zn  yermerken,  dass  selbst  Leute,  wie  der  eine  der 
Grafen  Biccati,  die  Bedentnng  der  mathematischen  Symbole  sich  so 
wenig  SU  eigen  gemacht  haben,  nm  0.^—1  fdi  eine  Ton  Nnll  ab- 
weichende imaginäre  Grösse  sn  erkUrenl  Nicht  minder  wird  Air  die 
Geschichte  der  hitheren  Aaalysis  Formulimng  and  Behandlung  der  das 
dreizehnte  Schreiben  erfüllenden  Aufgabe  Interesse  bieten,  aas  der 
Gleichung 

y=y2rx  — x*  + rare  sin  versx 
heraus  r  in  die  Form  /"(s,  y)  zu  bringen.  Brief  33  beschäftigt  sich  mit 
der  Aufgabe  der  WahrHcheinlichkeitsrechnung ,  flir  drei  Ereignisse,  fHr 
deren  Eintritt  gewisse  günstige  Fälle  gesetzt  sind,  „Cevento  media  probabile" 
ansznmitteln ;  Brief  36  lehrt  die  Construction  einer  trän sscen deuten  Cnrve, 
deren  Gleichung   in    den  uns    geläufigen  Polarcoordinaten    diese   wäre: 

r= .     Auf  ein  anderes  Gebiet  ftthrt  Brief  39,  in  welchem  gegen 

die  von  Lambert  seiner  „Photometrie"  zu  Grunde  gelegten  Hypothesen 
polemisirt  wird.  Ein  ganz  neues  Licht  auf  die  Schwierigkeiten  und 
inneren  Widersprüche  der  damals  Üblichen  Reibeolebre  wirft  der  vier- 
sigste  Brief.     Euler   hatte  gefunden,    dass    der    couTfirgirenden   Seihe 

X-3^  +  Wi'i:h:i*~-  '"'""'^  3^  mt.p««b.i  M.l. 
f  atti  giebt  der  Reibe  durch  Zusammen fassnug  je  zweier  Glieder  die  Form 

~  ^  V  4  ■*"  TTä '*"  lÖTs  "•"  1378  "•"  ■  V 
and  findet  jetzt  den  Werth  oo.  Er  bittet  Lorgn«,  ihm  Aufklärung 
über  das  gefandene  Paradoxon  zu  verschaffen.  Dazu  hätte  aber  jeden- 
falls eine  schärfere  Anffassung  der  Begriffe  von  Convergenz  und  Diver- 
genz  gehUrt,  als  sie  Lorgna  selbst  zu  Gebote  stand;  darüber  klärt  uns 
völlig  Brief  46  anf,  in  welchem  Ualfatti  dem  Freunde  dessen  ungenirte 
Rechnung  mit  unendlichen  Grössen  urgirt.  Brief  52  enthäU  die  schon 
berührte,  höchst  elegante  Auflösung  de«  Ottajano-Problems,  tod  dem 
Pappns  lediglich  einen  Specialfall  in  Betracht  gezogen  hatte  (vgl. 
Chaslee-Sohneke,  Geschichte  der  Geometrie,  8.  341).  Schliesslich 
ist  noch  die  in  Nr.  67  angeführte  Reihe  bemerkenswerth ,  durch  welche 
ganz  allgemein  jede  trinomteche  Oleicbnng  beliebigen  Grades  gelöst 
werden  soll. 

Die  Briefe  dienen  im  Wesentlichen   nur  zur  Bekräftigung  dee  Ein- 
druckes tiber   die  Persönlichkeit  Halfattt's,   den   man   schon    ans  der 
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Lecttire  der  Biographie  m!t  rortgenommen  bat.  Ea  liegt  vor  ans  ein 
Btitlea,  beacheidenes  und  bsimoniBches  Gelehrten  leben ,  im  engen  Kreifle 
einer  itslieuiBchen  Provinzialstadt  sieb  «bapielend  und  docb  in  stetem 
Contact  mit  dem  Finge  der  gerade  damals  so  plStzHcb  und  bocfa  sieb 
anfschvingenden  Wissenacbaft. 

19,  Qofftedo  Friedlein.     Necrologia    del   Dr.  Maurisio  Cantor,   übersetzt 
von  Alfonso  6p&ragna,  S.  581— 63G, 

Uebertragen  aas  dieser  Zeitschrift  20.  Jahrg.,  Hist.>lit-  Abtheil. 
S.  I09flgg.  Beigegeben  ist  eine  Ueberscban  eMmmtliober  erschienener 
Nekrologe. 

20.  Catahgo  dei  lavori  del  Dr.  ßoffredo  Fritdlein,  8.  688—668. 

lO  selbststHndige  VeröfTentlichnngen ,  53  Zeitschrift  •  Artikel  nnd 
Kritiken. 

'  21.  J.  J.  Abria  a  J.  Hoüel,  Notice  ntr  la  eie  et  U«  trocaiu;  de  Vidor- 
Amidie  Le  Beague,  CoTreapondant  de  I'Itutitut,  Professew  honorair«  ä  la 
faadti  des  seieneei  de  Bordeaux,  S.  661—566. 

Der  wackere  Veteran  der  Zahlentheorie  ist  am  10.  Jnni  1875  eh 
Pau  in  einem  Alter  von  83'/,  Jaliren  heimgegangen ,  nnd  awei  seiner 
Collegen  widmen  ihm  diesen  durch  die  nachher  zu  nennende  Selbst- 
biographie ergänzten  Nachmf.  UrsptUaglich  Soldat,  nahm  Le  Besgne 
eine  Haoslehrerstelle  in  England  und  Rnssland  an  und  lebte  dann  seit 
1830  als  Lehrer  in  verschiedenen  StBdten  Frankreichs,  in  Naotes,  Epinal, 
Ncufschatean.  Im  Jahre  1838  erhielt  er  die  Professur  in  Bordeaux,  dtn 
or  bis  an  sein  Ende  bekleidete,  obschon  er  dazwischen  wiedm  vielfach 
seinen  eigentlichen  Aufenthaltsort  wechselte.  Seine  enorme  wissenschaft- 
liche Regsamkeit  betbätigte  sich  fast  exclusiv  im  Qebiete  der  höheren 
Zahlentfaeorie  und  ebenso  ausschliesslich  in  kurzen  Abbandinngen;  von 
grösseren  Publikationen  sind  nur  an  erw&hnen  „Exereices  danalyse 
tium^rique"  und  „Introdaction  a  la  llUorie  det  nombre^'  —  letateres  freilich 
nur  ein  Torso. 

23.  OaUüogM  des  travaux  dt  V.  A.  Le  Btague,  8.666—673. 

Ausser  jenen  zwei  Büchern  und  zwei  handschriftlich  nach  gelassenen 
Arbeiten  noch  121  Nummern. 

23.  Notiee  sur  le»  prinäpaux  traoanx  de  V.  Ä.  Le  Besgue,  rtdigfe  par  Jui- 
mSme,  S.  674-662. 

Der  Verfasser  beabaichtigte  im  Jahre  1860,  um  den  Posten  eine« 
wirklichen  Akademiemitgliedes  nachzusuchen,  leistete  aber  mit  der  ihm 
nigenitn  Schüchtern  holt  spSter  auf  seinen  Plan  Verzicht.  Die  gedrXngte 
Skizze,  welche  or  bei  diesem  Anlass  von  seinen  scientifiBchen  Leistungen 
entwarf,  haben  wir  hier  vor  nns.  —  Die  aphoristischen  Andeutungen 
über  die  aller  wichtigsten  Fragen,  so  z.  B.  über  die  Gongrueui  n'"*  Grades, 
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flb«r  die  AnflSsang  vou  Gleichungen  mittelst  KettenbrUchen  etc^  «Ic, 
sind  allerdings  nur  für  Den  hraachbar,  der  Le  Besgne's  UntersuchuDgen 
speeiell  atndiren  will,  dftnn  aber  ancb  von  nm  so  höherem  Werthe,  weil 
die  Notizen,  wie  Herr  HoUel  bemerkt,  die  nicht  selten  sieb  findenden 
U  nrollkommenheiteo  der  D&rstellnng  beseitigen  können. 

34.  V.  A.  Le  Bmyue,  Notts  mr  Ita  opueculei  dt  Leonard  dt  Pist,  3.588 
bis  [»4. 

Der  Herr  Herausgeber  des  „Bullettino"  bat  sich  das  Verdienst 
erworben,  durch  diesen  Ahdmek  ein  interessantes  opus  poslhumum  Lc 
Besgne's  lagKogHch  eh  macheu.  Zu  diversen  Problemen  LeonardQ 
t'ibonacci's  ans  der  bestimmten  und  noch  mehr  ans  der  unbestimmten 
Aualysis  giebt  Jener  die  Lösungen  und  Determinationen  in  dem  Sinne, 
wie  er  durch  die  moderne  Wissenschaft  gefordert  wird. 

S6.  Pruiihatii  Judaei  MonteptMulani  Masaäiengis  (a.  1300)  jirooemium  in  almn- 
Ttaelt  adkuc  inedilum  e  vereionibus  duabug  antiquis  (altera  quoqtte  inter- 
poltUa)  una  cum  textet  h^traico  e  manuteriptis  iirimum-edidit,  nuamqve 
venionem  latinam  iierbaiem  adjecit  MauTitius  Sttinschnetder,  S.  5B5 
bis  614. 

FrophatiuB  (eigentlich  Jakob  ben  Machir)  von  Montpellier 
wählte  als  Polyhistor  und  speciell  auch  als  gründlicher  Kenner  der 
Mathematik  zu  den  berühmtesten  jüdischen  Gelehrten  seiner  Zeit  (gest. 
1307  oder  1309).  Abgesehen  von  vielen  Uebersetzungen  ans  dem 
Arabischen ,  die  vorwiegend  astronomische  Bttcher  betreffen ,  stammt  aus 
seiner  eigenen  Feder  die  ausführliche,  16  Capitel  erfüllende  Beschreibung 
des  .Jüdischen  Quadranten",  eines  von  ihm  erfundenen  Instrumentes, 
sowie  ein  ewiger  Almanach,  d.  tu  eine  astronomische  Tabellensamminng 
in  behrSischer  Sprache.  Hiervon  existiren  sieben  Codices.  Von  <lem 
,j>roucmium'^  dieses  Tafelwerkes  nun  hat  man  eine  weit  grössere  Anzahl 
lateinbcher  Handschriften,  von  denen  nur  eine  die  wortgetrene  Ueber- 
setznng, bietet,  wXhrend  nenn  eine  mehr  oder  weniger  zusatzreiche  Para- 
phrase enthalten  und  fünfzehn  weitere  als  „codicet  incerH^'  aufgeführt 
werden  masstea.  Hitgetheilt  wird  dann  die  eigene  Text  wiedergäbe 
Steinscbneider's,  eine  alte  UebersetBung,  die  Paraphrase  und  das 
Original.  Sachlich  ist  ans  dieser  Einleitung  die  Bemerkung  des  Pro- 
phatius  von  Bedeutung,  dass  die  Tafeln  des  Talmi  (Ptolemaens)  gar 
Nichts  mehr  leisten  könnten,  wohl  aber  diejenigen  des  weit  spSteren 
Zarkali,  an  die  er  seine  eigenen  anschtiesse. 

Wir  dürfen  also,  daArzacbet  ein  eifriger  AubSnger  der  sogenann- 
ten Trepidationstbeorie  war,  ein  Gleiches  auch  wohl  von  Prophatius 
erwarten. 

26.  0.  K  Sidillot,  Lettre  h  D.  B.  Soneompagni  mr  la  Vit  et  It»  ttfivmw  de 
M.  Lotm  ÄMtlie  SidiUot,  S.  6«6-66ö.  l.  .tlD^^lc 
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Der  zweite  Vertreter  der  am  die  Geschiebte  nnserer  WisBenschkft 
80  hoob  verdientea  Familie  Sädillot  ist  am  2.  December  1S75  von 
hinnen  geschieden  und  sein  Binder  widmet  ihm  einen  warmen  Nachruf. 
All  Sobn  jenes  J.  J.  S^dillot,  bei  dessen  Tod  Alexander  t.  Hum- 
boldt die  wahren  Worte  spiach:  „er  werde  tob  der  Mathematik  ond 
von  den  orientalischen  Sprachen  gleichmKssig  betranert'*,  am  23.  Jnni 
1808  sn  Paris  geboren,  lehrte  er  seit  einer  langen  Reihe  von  Jahren 
die  Geschichte  an  verschiedenen  Collegien  seiner  Vaterstadt  nnd  wandte 
sich  mit  Eifer  nnd  Erfolg  der  von  seinem  Vater  cultivirteD  Specialdisci- 
plin  XJX.  Seine  vorzflglicbsten  Schriften  werden  anfgezäblt;  ansserdem 
wird  einiger  anderer  wichtiger  Arbeiten  ErwXhnnog  gethan,  so  der  Unter- 
snchnng  der  platonlscben  Spirale,  seiner  Uebersetznug  der  „Connus  geo- 
mitriques"  von  Hassan  ben  Haitbem  u.  A.  Natürlich  ist  anch  der 
unerquickliche  Streit  Über  eine  Stelle  des  Abnl-Wäfa  nicht  vergessen 
worden,  den  Libri  provocirte.  Der  kurze  Aufsatz  scbliesat  mit  der  tief 
empfandenen  Grabrede,  welche  der  zeitige  DIrector  des  „College  de 
Frtmee",  Labonlaye,  einem  seiner  tüchtigsten  Professoren  gebalten  hat.* 

27.  B.  Boneompagni,  Catalogo  dei  Uxoori  dt  Luigi  Amelio  SedilM,  S.  666 
bis  700. 

Dieser  Catalog  hat  den  Vorzug,  nebenbei  anch  noch  alle  bei  Leb- 
zeiten des  Verstorbenen  publicirten  biographischen  Artikel  über  denselben 
genau  anaugeben.  Es  sind  deren  nenn.  Selbst  veräffentlicht  hatS^dil- 
lot  17  Schriften  von  sum  Theile  äusserst  heterogenem  Inhalt  and  95 
kleinere  Abhandlungen  für  Zeitschriften  und  akademische  Repertorien. 
Ungedruckt  fanden  sich  in  seinem  Nachlasse  zwei  Noten  über  die  von 
ihm  mit  so  viel  Eifer  ventilirte  Geschichte  der  dritten  Hondungleich- 
beit  vor,  welche  ursprünglich  ftlr  die  Pariser  Akademie  bestimmt  ge- 
wesen waren. 

SB.  MauriaioGaHtor,Sullana»iMiatitädd  üoperrUa»,  überBstet  von  Alfonso 
Sparagna,  S.  701—716. 
Dieser  Artikel  ist  eine  von  Autor,  Uebersetzer  und  Heransgeber  mit 
ZaMaea  veraehene  Uebersetznug  des  in  der  Beilage  zur  „AUgeu.  Zeitung" 
vom  1.  August  1876  vertlffentlichten  Referates  über  die  neuesten  Ergeb- 
nisse der  Copernicus-Forschung.  Es  werden  sorgiltltig  die  Gründe 
abgewogen,  welche  von  den  Einen  für  die  germanische,  von  den  Anderen 
für  die  polnische  Abstammung  des  Heformators  geltend  gemacht  worden 
sind.  Letztere  laufen  gewöhnlich  auf  die  drei  Punkte  hinaus,  dass  der 
NameCopernic  deutlich  die  slavische  Wurzel  erkennen  lasse,  dass  sein 
Vater  ein  Pole  von  Nation  war  und  dass  seine  Vaterstadt  (Thom)  unter 


*  Es  gerecht  mu  Eur  Freude,  coiutatiren  lu  kCnnen,  da^s  auf  gewisse 
extreme  Doctrinen  dos  verdienten  Mannes  Ober  die  Stellung  der  Araber  lu  anderoi 
Vtflkem  gar  nicht  weit^  eingegangen  worden  ist 


Beoeiuioneti.  SO 

polnUcber  OberkotmKssigkeit  gesUnden.  D«8  Entere  IXsst  aiab  nun 
darchaoB  oicht  mit  SioherlifiU  erweisen,  denn  Dicbt  einmsl  die  Endsilbe 
„nie"  ist  gans  sicher  eine  sUrische  und  noeb  viel  weniger  dms  St&mm- 
woit  „copper"  (Knpfer).  Der  Vftter  Nicolaas,  batte  sich  allerdings 
erst  1462  in  Tborn  aiedergeleseen  nnd  vorher  sein  Domicil  in  Erakan 
gehabt;  allein  das  Krakan  der  angehenden  Neuzeit  war  eine  fast  rein 
deutscfae  Stadt,  blähend  dnreh  dent«che  Kunst  und  Wissenschaft  —  man 
denke  an  den  grossen  dort  gebttrtigen  Rlln«tler  Veit  Stoss.  Und  was 
die  Stellung  Thoms  als  einer  polnischen  Stadt  anlangt,  so  ist  ja  bekannt, 
dass  deren  Bfirger,  lediglich  um  der  Herrschaft  der  preuBgiscbeii  Ordens- 
ritter xa  entrinnen,  sich  in  ein  sehr  pUtonisches  AbhHngigkeitsTerbältniss 
aar  Krone  Polen  begaben  and  trota  aller  AnnezioDSTersuGbe  ibren 
dentschen  Charakter  treu  in  bewahren  verstanden.  Soweit  w«r  nur  von 
der  Vergangenheit  des  Copernicns  die  Rede.  Um  ihn  selber  als 
polnischen  Patrioten  hinanstellen,  muesten  fdnf  weitere  Momente  her- 
balten: Er  habe  in  Krakan  studirt,  seine  Observationen  stets  auf  den 
Krakauer  Ueridian  beaogen,  die  Mfinareform  seiner  Vaterstadt  gefordert, 
sein  Domcapitel  im  Streite  mit  dem  deutschen  Hochmeister  tinterstfUt 
und  —  latl  nol  leasl  —  als  Pole  in  das  Matrikelbnch  von  Padua  sich 
eigenbftndig  eingeaeichnet.  Die  Hinfälligkeit  dieser  Scheingründe  wird 
eingebend  nachgewiesen.  Speciell  betreffs  des  f&nflen  Argumentes  wird 
hervorgehoben,  dass  der  Historiker  Papadopoli,  auf  den  man  sich 
immer  zu  beinfen  pflegt,  nicht  den  mindesten  Glauben  verdiene,  dass 
dagegen  die  neuesten  Forsehnngen  Ualagola's  (s.  o.  13}  es  ausser  allen 
Zweifel  gese tat  haben,  welcher  Nationalitkt  sich  Copernious  zugerechnet 
wissen  wollte.  Speciell  hat  Malagola  in  jenem  Register  den  Namen 
in  der  nrdeutschen  Form  „Kopfernick"  geschrieben  gefnoden.  — 

„Wer  Vieles  bringt,  wird  Jedem  Etwas  bringen",  so  könnte  mit 
allem  Rechte  die  Devise  des  reichhaltigen  Bandes  lanten,  von  dem  wir 
vorstehend  eine  Schilderung  au  geben  versuchten. 

Ansbach.  Dr.  8.  OONTHan. 


Ornndri»    der    Dioptiik    gMoMohteter    LinMnsytteme.     Mathematische 

Einleitnng  in  die  Dioptrik  des  menschlichen  Auges  von  Dr.  Ludwiq 

Mattbibsbbh,    ord.  Professor  der  Physik  an  der  Universität  zu 

Rostock.     Leipzig,  B.  G.  Teubner,  187T.     276  6. 

Wie  der  Verfasser  in  dem  Vorworte  angiebt,   waren  es  besonders 

drei  Bewe^p;Unde,    die   ihn    anr  Abfassung  und  Veröffentlichung   dieses 

Buches  führten:  1.  Die  Kette nbrucfafnnctionen,  durch  welche  Gauss  die 

Orte    der  Cardiualpunkte    eines    dioptrisoben  Systemes  finden   lehrt,  in 
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elementaier  DsratellnDg  einem  grÖBaereu  wisBeDSchKftliclieD  Pnbliknm 
zum  VerBtÜndniBB  zu  bringen  und  hierdurch  die  Dioptrik  des  Anges 
einer  genaueren  und  eingehenderen  Behandinng  znia führen ,  als  solche 
namentlich  ohne  B«ittck<icbtignng  der  Schichtung  in  der  Krjatalllinae 
raögiich  ist;  2.  die  Kenntniss  über  die  Brechungeindices  der  flfisaigen 
Aagenroedien  sowohl,  wie  der  HXnte  und  Schichten  der  KrystalllinBe 
dnrcb  neue  Heunngen  zu  erweitern ;  3.  die  Gewinnung  von  Integralen 
inr  Bestimmung  der  Cardinalpnnkte  eines  Systemea  von  continnitlieh- 
rariablem  Brechungsindex  nnd  ihre  Anwendung  auf  die  geschichtete 
Krystalllinie. 

Dem  Inhalte  entsprechend,  zerfallt  der  Grnndriae  in  zwei  Uaupt- 
abschnitte;  in  die  Dioptrik  geschichteter  Linsensysteme  (§§  1 — 39,  S.  1 
bis  132)  nnd  in  die  Dioptrik  des  menBcblichen  Anges  (§§  40— 69,  S.  133 
bis  276). 

Die  Dioptrik  eine«  Linsensystemes  ist  seit  Ganss  nnd  unter  Zu- 
grundelegung der  von  ihm  eingeführten  Näheinngen  Gegenstand  zahl- 
reicher Bearbeitungen  geworden,  wie  auch  aus  dem  vom  Verfasser  am 
Schlnss«  seines  Buches  gegebenen  Literaturverzeicbnisaa  hervorgeht,* 
nnd  zwar  basireo  viele  derselben  theile  auf  den  elementarsten  Hilfs- 
mitteln der  neueren  Geometrie,  theils  auf  elementaren  analytisch-geo- 
metrischen Methoden.  Die  letztgenannten,  die  C.  Nenmann  in  seiner 
bekannten  Schrift:  „Die  Haapt-  nnd  Brennpunkte  eines  Linsensystems" 
mit  gewohnter  Meisterschaft  handhabt,  hat  anch  der  Verfasser  in  dem 
vorliegenden  Grundrisse  znr  Anwendung  gebracht,  ist  aber  insofern 
wüter  gegangen  als  andere  Autoren,  als  er  der  Entwickelung  von 
Formeln  zur  Begtimmung  der  Hauptpunkte  und  Brennweiten  eine  viel 
ciugehendere  Behandlung  angedeihen  Ittsst,  als  es  in  elementaren  Theorien 
sonst  der  Fall  sn  sein  p&egt.  Hierin  erblicken  wir  auch  den  Hanpt- 
wertb,  welchen  der  erste  Hauptabschnitt  gegenüber  verscfaiedoneo ,  der 
Form  nach  vielleicht  vollkommeneren  Darstellungen  des  Gegenstandex, 
behaupten  darf. 

Nach  einigen  einleitenden  Bemerkungen,  betreffend  die  einanftthrcn- 
den  NXhemngen,  die  Gesetze  der  Brechung  und  Reflexion,  betrachtet 
der  Verfasser  zunächst  die  Brechung  au  einer  KngelflKche.  Diesem 
ersten  Abschnitte,  der  Grundlage  des  Folgenden,  hätten  wir  eine  fiber- 
sichtlichere Anordnung  nnd  etwas  mehr  Kürze  gewünscht.  Unserom 
GeHihle  nach  verweilt  der  Verfasser  hier  wie  auch  im  folgenden  Abschnitte 
zu  lange  bei  specielleu  FXlIen  und  geht  in  dem  Bestreben,  immer  wieder 
mit  conjugirten  Axenpnnfcten  die  Darstellungen  zn  beginnen,   etwas  zu 

*  In  diesem  vermiMtea  wir  u.  A.  dos  vorKÜgliche  Schriftchen  von  Prof. 
Fc'lice  CuBorati:  Älami  etrumenti  topografiei  a  rifievione  e  le  proprittA  ear- 
dinolt  dei  cannocokiäli  anehe  ntm  centrati.    MÜano,   Givagipe  Bemardem,  18T3. 


Becenrioaen.  61 

weit.  So  konnten  vnBeroe  Erachtans  darch  frühere  Betr«cbtnng  oonjn- 
girter  Ebenen  nnä  hSnfigere  BennUuag  ihrer  EigenscbKften  bin  und 
spXterhin  nicht  nnwesentlicbe  Vereinfschnngen  erzielt  werden.  Ancb 
einige  Ungenknigkeiten  und  Unklarheiten  im  Ausdrucke,  wie  z.  B.  dtaa 
Punkte  der  Wellenflitehe  in  demselben  Angenblicke  „gleiche  Sebwingunga- 
richtnng  oder  Phase"  beBitien;  die  ErkUruug  der  Uögliebkeit  von 
Stralileukegel  mit  blos  geometrischem  (nicht  physischem)  Strahlpnnkte 
(§  3);  die  Behauptung  auf  Seite  4,  dass  die  Qteicbung 

zwischen  den  Amplituden  des  einfallenden,  reflectirten  und  gebrochenen 
Strahles  der  Ausdruck  fttr  das  Princip  von  der  Erhaltung  der  lebendigen 
Kraft  sei;  der  auf  6.  23  und  24  nochmals  gegebene  Beweis  von  der 
Convergens  der  gebrochenen  Strahlen  in  einem  Punkte  mittels  des  Satses 
von  den  Ordinalen  conjagirter  Strahlen  in  den  Brennpunkten,  der  ohne 
Weiteres  doch  nur  für  Strahlen  in  einer  Aienebene  richtig  ist  n.  dgl.  m. 
hätten  sich  wohl  l«cbt  vermüden  lassen. 

Mit  §  14  wird  fibergegangen  zu  einem  Systeme  brechender  centrirter 
KugelflXchen,*  fitr  ein  solches  System  die  10  Cardinalpnnkte  von  Gauss, 
Listing  und  Tüpler  eingefllbrt,  die  auf  sie  beEflglichen  Abacissen- 
gleichnngen  conjugirter  Punkte  aufgestellt  und  mit  Hilfe  der  Cardinal- 
pnnkte die  Construction  von  conjugirten  Strahlen  und  Funkten  auf 
sieben  verschiedene  Arten  gecuigt.  Für  die  bekannte  Beziehung  zwischen 
den  beiden  Brennweiten  giebt  der  Verfasser  mehrere  Ableitungen :  die 
Helmholtz'scfae,  der  drei  andere  etwas  modificirte  folgen,  und  die 
Neumann'sche.  Hierauf  folgen  die  Methoden  zur  Bestimmung  der 
Haupt-  und  Brennpnnkte.  Hervorzuheben  wSren  namentlich  die  in  §§  23, 
25  und  26  aufgestellten  Formeln  zur  Bestimmung  der  Entfernungen  der 
Brennpunkte  von  den  OTcnzflSchen  des  Systemes,  fHr  die  Brennweiten 
bezogen  auf  die  Hanptebenen  und  für  die  Orte  der  Hauptpunkte.  Die 
in  den  Formeln  auftretenden  Grlissen  sind  sämmtUch  darstellbar  als 
Glieder  eines  und  desselben  Kettenbraches ,  wodurch  die  Berechnung 
eine  sehr  Übersichtliche  nnd  gleicbnrmige  wird.  Ffir  das  VerbSItniss 
der  Ordinalen  conjugirter  Punkte  werden  weiter  Ausdrucke  anfgestellt 
ohne  Zuhilfenahme  der  Cardinalpnnkte,  die  also  direct  ans  den  Daten 
des  Systemes  berechnet  werden  können  nnd  anf  diese  Ansdrficke  neue 
Methoden  zur  Bestimmung  der  Oardinalpunkte  gegründet,  Aaf  einige 
merkwürdige  Relationen  zwischen  den  Abecissen  von  Objeot-  und  letztem 
Bildpunkte  und  den  Abscissen  der  zwischenliegenden  Bildpnnkte  (8.  90 
bis  93)  soll  hier  noch  hingewiesen  werden.  Die  constmctive  Bestimmung 
der  Oardinalpunkte  nachRensch,  Betrachtungen  Aber  die  Listing'schen 


*   Der  zweite  Abtatz  dieses  Faragn^hen  ist  wohl  so  allgemein,  wie  es  der 
Text  behauptet,  nicbt  richtig.  •-' 


Historisch  •  lUemisehe  Abtbeilnng. 


■sympto tischen  Pankte,  Ober  die  Wirkungen  verschiedener  Liosenuten 
und  ilber  Aplanfttisoins  nnd  Achromatisiniis  beschliesien  den  entea 
HaapttheiL 

Der  sweite  Hanpttbeil  nmfAsst  mathematische  nnd  die  Besaltat« 
experimenteller  Untersncbnngen.  In  letiterer  Beeiehnng  trXgt  der  Ver- 
fasser ein  sehr  reiches  und  verthTolles  Material  susaiiunea  sowohl  kos 
fremden,  wie  ans  eigenen  aahlr«chen  Bestimmnagen  der  Brechnngs- 
exponenten*  der  Angenmedien,  ipeeiell  der  Schiehtan  der  Krjstall- 
linse  des  menschlichen  Angea ,  wie  anch  mehrerer  Thierangen,  Der 
Zunahme  der  BrecIinngBexponenten  der  Schiebten  gegen  den  innersten 
Kern  der  Linse  konnte  ein  einfaches,  allen  nntersncbten  Angen  gemeia- 
sames  Qesetz  angepasst  werden:  diese  Zunahme  ist  der  Entferunng  der 
betrefien den  Schichte  vom  innersten  Kerne  proportional;  diese  Proportio- 
nalität mit  der  Bntfemnng  findet  anch  sehr  wahrscheinlich  statt  ftlr  die 
Erttmmangsradien  der  Schichten,  wie  der  Verfasser  ans  eigenen  Hessungen 
am  Ochsenauge  und  ans  Ueeanngen  am  menschlichen  Auge  von  Tievi- 
ranus  schliesst. 

Die  mathematischen  Untersaobungen  enthalten  Anwendnngen  der 
im  ersten  Tbeile  gegebenen  Formeln  auf  die  Bestimmnag  der  Cardinai- 
punkte  des  accomodirten  nnd  accomodationslosen  Henschenanges  unter 
Voraussetzung  einer  homogenen  Eiystalllinse ,  bei  welcher  Gelegenheit 
der  Verfasser  den  Vorschlag  macht,  das  sogenannte  redncirte  Auge  etwas 
anders  als  von  Listing  geschehen  zu  bestimmen,  nümlich  den  Scheitel- 
punkt der  substitoirten  brechenden  Flüche  mit  dem  ersten  Hauptpunkte 
und  ihren  Krilmmungsmittelpnnkt  mit  dem  awetten  Knotenpunkt  zusam- 
menfallen EU  lassen ,  was  in  der  That  den  Anforderungen  besser  ent- 
spricht. Femer  wird  die  KrfUnmnng  der  Netzbautbilder  untersucht  and 
ihre  Uebereinstimmung  mit  der  der  Netabaut  nachgewiesen  (§  45)  und 
in  §  49  werden  jene  Punkte  im  Innern  des  Auges  aufgesucht,  dessen 
Bilder  die  Haupt-  oder  die  Knotenpunkte  sind.** 

Sehr  ausführlich  untersucht  der  Verfasser  das  Verhalten  der  ge- 
schichteten KrystallUnse.  Zunichst  wird  ein  NäherungsTer fahren  in  An- 
wendung gebracht  (S.  186  und  199} ,  indem  die  Linse  ans  7  Schichten 
bestehend  betrachtet  wird;  später  folgen  dann  Integralformeln  aur  Be- 
rechnung der  Brennweiten  und  der  Orte  der  Fundamentalpunkte. 

Diesen  Abschnitten,  denen  doch,  wie  ans  der  Vorrede  berroi^ht, 
besondere  Wichtigkeit  beigelegt  wird,  h&tten  wir  eine  ansfUhrlichere 
Begründung  gewünscht,   denn   die  Annafamen,  die  dem  Verfahren   nnd 


•  8ie  wurden  ausgefflhrt  an  einem  grOMen  Abbe'ichen  Befractometer. 
"•  Die  aui'  8.  1B7  gegen  Helmholtz  gerichtete  Bemerkung  beruht  wohl  auf 
einem  Ueberuhen.  denn  ea  ist  in  der  That,  wie  Bchon  die  Fig.  69  erkenoeD  l&eat. 
der  erste  Knotenpnnkt  dos  Bild  des  strittigen  Pnnktei  t,  bezagUch  der  Hornhaut; 
olleiding«  ist  k,  kein  reellei  Vereinigangapiiukt.  >_ 
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dea  Foimeln  es  Omnde  liegen,  sind  beittglioh  ihrer  ZulAsaigkeit  keines- 
wegs to  unmittelbar  evident,  werden  ancb  an  einigen  StflUen  kKam  her- 
vorgehoben. 

So  werden  in  der  Bechnung  §  54  den  drei  scluMlenfOrmig  •ich  viD' 
sohlieoaenden  Schichten  und  dem  inneren  Kerne  vier  sieh  durchdringende 
hiconvexe  (volle  homogene)  Linsen  snbstituirt  nnd  diese  vier  Linsen 
nach  den  für  hintereinander  geschichtete  Systeme  gUtigen  Formeln 
cumbinirt.  Ein  solches  Verfahren  liesse  sieh  wohl  rechtfertigen  ftlr  eine 
angenJÜierte  Berechnung  der  Brennweite,  wenn  nSmlich  die  Linsendicka 
vemacblSssigt  wird,  allein  tut  Bestimmung  der  Hauptpunkte  scheint  uns 
dasselbe  nicht  anwendbar.  Eine  gleiche  Substitution  eiser  vollen  homo- 
genen Linse  au  Stelle  der  Linsenschaale  liegt  wohl  aneb  den  Differential- 
susdrttcken  fBr  den  reciporoken  Wertb  der  Brennweite  (8.  1S8)  nnd  fttr 
den  Ort  der  :aauptpnnkte  (S.  191)  an  Grunde*  ' 

Die  vom  Verfasser  für  verschiedene  Angen  aufgefundenen,  Bber* 
raschend  einfachen  Beziehnngen  awischen  den  Brennweiten  der  Kero- 
Uuse,  der  gancen  Krystalllinee  und  der  von  Corticalsabstans  gebildeten 
vollen  homogenen  Linse  (Fnndamentalllinse)  bleiben  angenlhert  richtig, 
da  die  benfitzten  Formeln  die  Brennweiten  sehr  nahe  richtig  darstellen. 
Ob  jedoch  diese  NXherungen  hinreichen ,  um  aber  fplanalismns  nnd 
chromatisobe  Ahweicbnng  der  geschichteten  Krystall linse  au  entseheidea 
({§  59  and  61),  mag  dahingestellt  bleiben.  Ophtbalmo metrische  Probleme 
und  eine  Untersuchung  über  die  Trajectorie  der  Strahlen  in  der  Linse 
bilden  den  Schluss  des  Werkes,  das  durch  seinen  reichen  und  viel- 
seitigen Inhalt  gewiss  seinen  Zweck,  zu  weiteren  theoretischen  und 
experimentellen  Untersuchungen  anzuregen,  nicht  verfehlen  wird. 

Prag,  im  November  1877.  F.  Lippiou. 


Handbuch  dar  niederen  Qeod&sie  von  Fbibdk.  HASTNaa.    5.  vermehrte 

Auflage,    bearbeitet   von    Josar  Wastlbr,    a.  o.  Professor   der 

Oeodlsie    an    der    k.  k.  technischen    Hochschule    in    Graz.      Uit 

397  flolsBchnitten  nnd  2  Tafeln.  Wien,  1&76.    gr.  8°.    XU.    760  S. 

5.  Auflage!     Diese  zwei  Worte  geben  eine  genügende  Kritik  der- 

frUfaeren  Ausgaben,   ao   dass  nur  die  Vergleiehnng  der  neuen  mit  jenen 

ilteren  zu  machen  bleibt. 


*  Leitet  man  fSr  ein  System  mit  continiiirlich  verftndeilichem  Breohuaga- 
index  n  die  Differantialansdracke  ab  fOr  den  Ort  de«  Brennpunktes  und  auge- 
bOrigen  Haiq^itpuakte*,  indem  man  die  nnendlich  dünnen  Sohi^tsn  nacheinan- 
der combinirt,  so  erh&lt  man 

/    1     . dn  dn  dx         da  d<p         ,  . 


Historisch -litflrftriscbe  Abtheilnng. 

Eg  ist  laDitohst  wahrianebmen ,  dus  die  Ansdmcksweise  eine  sorg- 
fllllige  Uarcbsicht  erfahrea  hat,  aie  ist  klar  ttnd  nii^nds  schleppend; 
manches  Sprachliche  wird  freilich  „im  Reiche"  als  mehr  oder  minder 
berechügte  tisterreichische  Eigen thümlichkeit  angesehen  werden.  Die 
Ansstattaag  des  Baches  ist  gnt,  namentlich  sind  die  Abbildungen  xd 
loben  w^en  ihrer  Dentliehkeit  und  der  Vermeidung  ttherflflasiger  nnd 
verwirrender  Nebensachen.  Druckfehler  sind  massig  vorhanden,  ein 
Viertelhandert  Berichtigungen  bringt  die  letzte  Seite. 

Die  neueren  Arbeiten  im  Gebiete  der  niederen,  einige  anch  aus  der 
böheren  QeodSsie,  sind,  mit  erkennbarer  Vorliebe  flir  die  (allerdings 
sahlreicben)  österreichischen,  meistens  herflcluichtigt,  entweder  nor  darcb 
passende  Verwerthung  ihrer  Ergebnisse  oder  mit  dankenswert  her  Quellen- 
angabe. Ausser  vielfachen  Abündemngen  und  kleineren  ZasJUaen ,  mit 
denen  man  wohl  einverstanden  sein  kann,  ist  in  der  veriuehrten  Aos' 
gäbe  folgendes,  das  in  der  vom  Vorworte  sur  5.  Auflage  eingehaltenen 
Ordnung  angegeben  wird,  nen  aufgenommen: 

Der  Steinheil'sche  Heliotrop;  Ausfahrltches  über  die  Genauigkeit 
der  Längen messnngen ;  die  Hesstäder;  der  analUtische  DistaDamesver 
von  Porro;  die  Untersnchung  über  die  ExcentriciUit  des  UShenkreioos ; 
der  Theodolitb  von  Breithaopt;  die  Untersnchung  des  Fehlers  im 
HJibenwinkel  wegen  Bchiefstehens  der  Riitationsaxe;  das  Abstecken  langer 
gerader  Linien;    das  Anestecken   von  Kreisbögen;    die    durch    die    neue 


wenn  <f,  «,  x  beziehungsweise  die  von  einem  Fizpunkte  »of  der  Axe  (etwa  dem 
Kernpunkte  der  Linse]  gezählten  Entfernongen  des  Brennpunktes,  des  Haupt- 
punktes und  jener  Sohichte  (»deuten,  zu  welchen  erstere  gehören,  r  aber  den 
Krümmnngsra^iu  der  Schichte,  positiv  gezählt,  wenn  der  KrOmmungsmittelpunkt 
im  Sinne  der  positiven  x  der  Schichte  voraus  liegt  Die  erste  Gleichung  kuin 
mit  der  des  Verfassen  in  Uebereinstimmniig  gebracht  werden,  wenn  man  x—^ 
sehr  grOBH  gegen  nr  voraosBetzt,  was  iQr  die  Krystallliuse  einigeimassen  zutrifiV 
Zählt  man  die  Entfernungen  femer  vom  Linsenceatriim,  so  wird  auch  x  gegen  y 
sehr  klein  und  man  hat  dann  angeiAhert 


1      dn    1         l'dn       Adn 


unü  zwar  die  zweite  Formel  im  Falle  der  Äccomodation ,  in  welchem  für  zwei 
gleichweit  vom  Mittelpunkte  abstehende  Schichten  die  r  gleich  und  entgegen 
gesetit  werden;  t  bedeutet  die  halbe  Linsendioke.  Die  Oleichong  zur  BestiniRiiing 
von  B,  also  des  Hauptpunktes,  scheint  uns  jedoch  mit  der  des  Verfassers  nicfat 
vereinbar. 

Auf  S.  261  wird  eine  Äbleitong  des  Differentialausdruckes  für  die  Brenn- 
weite gegeben,  die  zu  unserer  Gleichung  geführt  hätte.  Allein  erstlich  begnOgt 
rieb  der  Yerbsser  mit  einer  NBhemng  und  substitairt  statt  der  Entfernung  (x) 
des  Brennpunktes  von  der  Qrenze  der  Schichte,  die  Entfernung  des  Btenupunkte« 
vom  Linsencentram ,  andererseits  wird  unrichtiger  Weise  n^l  statt  n^l+dn 
in  die  Gleichung  gesetzt,  welche  bei  endlichem  Werthe  von  n  tfix  die  Abaossen 
der  coifjngirten  Punkte  gilt 


Becensionen.  05 

Instraetion  des  österreichischen  Katasters  hedin^n  Aendamngeu  und 
Neaernngen  in  der  Triangalimng ;  die  Unteisnchung  ttber  die  Genanig- 
kett  der  LSngen-  und  Hoiizontalwinkel-Hessnngen;  das  Gewicht  einer 
n-fachen  Repetition;  die  Untersncbnng  über  die  Aneroide  von  Qold- 
schmid;  das  UDiTersal  -  NivellinuBtTnment  von  Ertel;  die  ansfllbr- 
liohe  Behandlung  des  DetailniTellements  nnd  der  Qaerprofile ;  das 
PrXciaioQHnivellement.  Zn  nennen  wXre  etwa  noch  eine  knrze  nnd  g&te 
Anleitnng  zur  Aufnahme  von  Studien,  die  Herr  Wastler  bei  der  Anf- 
nähme  von  Graz  erprobte.  —  Die  Zusätze  sind  weder  alle  von  gleicher 
Wichtigkeit  und  gleichem  Werth,  noch  gleich  ansftlhrlicb ,  aber  in  j^- 
licher  Hiasicht  mit  Rficksicht  anf  den  Zweck  des  Buches  nnd  sein« 
Beschrknknng  anf  die  niedere  GeodJtsie  genügend.  Mancher  Leser  wird 
freilich  noch  Anderes  wünschen,  z.  B.  mehr  Einzelheiten  Über  die  in 
Wildem  vorkommenden  Uessgesob&fte  und  diese  zusammengestellt. 

Die  ROcksicht  anf  gewisse  ttstetreichische  Verhiltnisse  hat  leider 
strenges  Festhalten  an  einheitlichem  Maasse  nicht  gestattet. 

Den  früheren  Anf  lagen  war  eine  Marlucheidekunst  als  Anhang 
heigegeben.  Diese  ist  nun  fortgelassen,  dafür  eine  kurze  Darstellung 
der  Tach;metrie  gegeben  worden,  was  am  so  frendiger  zu  begrtUsen  ist, 
als  dieses  an  Wichtigkeit  zunehmende,  keineswegs  mehr  neue  Verfahren 
in  vielen  neueren  Lehr-  und  Handbüchern  noch  nnerwShnt  geblieben  ist. 
Die  Darstellung  wird  insbesondere  dadurch  kurz,  dass  vielfach  auf  Vor- 
hergegangenes verwiesen  wird,  aber  abgesehen  hiervon,  ist  des  Bericht- 
erstMters  Ueinung,  es  wSre  eine  .eingehendere  Behandlung  der  Tachy- 
metrie,  im  Vergleich  zu  der  Ausführlichkeit  und  VolIstXndigkeit ,  mit 
welcher  andere  Abschnitte  behandelt  sind,  wohl  gerechtfertigt,  es  wUre 
namentlich  die  vollständige  Abbildung  einiger  Tachometer  und  eine  Be- 
sprechung   der    neueren    HailKuder    Clepsiastrumeute    nicht    dberflOssig 

lieber  den  Grad  der  Zweckmitssigkeit  der  eben  gewfinschten  Erwei- 
terung kann  man  verschiedener  Ansicht  sein  und  Herr  Wastler  hat 
eben  nach  seiner  gehandelt.  Hingegen  wird  die  sehr  grosse  Uehrzahl 
der  Leser  des  Buches  mit  dem  Berichteretatter  tehr  ungeme  ein  aus- 
führliches Sachregister  vermissen.  Das  gänaliche  Fehlen  eines  solchen 
vermindert  entschieden  die  Brauchbarkeit  und  Nützlichkeit  des  Buches; 
einem- Ilandbuoh«,  das  doch  wesentlich  zum  Nachschlagen  bestimmt  ist, 
sollte  ein  Register  gar  nie  fehlen.  Mit  alleiniger  Hilfe  des  aiemlich 
kurz  gefassten  Inhaltsverzeichnisses  wird  selbst  der  Keoner  nicht  schnell 
und  leicht  eine  Einzelheit  im  Buche  auffinden  kOnnen,  noch  viel  weniger 
ut  das  AnfUngera  mfiglich  und  das  Buch  ist  scbliessltch  doch  auch  fUr 
Solche  bestimmt  und  kann  ihnen  bentena  empfohlen  werden. 

Böhm. 


.Ctioi^lc 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 

Hermann   Grassmann. 

Ein  Nekrolog 
Prof.   F.   JUNGHANS 

In  Btattln. 


£a  iei  Tersncht,  'hier  in  Eflrae  die  Lebensbabn  eines  Haones  zu 
schildeni,  «n  desBeo  Grabe  die  Vertreter  zweier  Wisse osgebiete  in  gleicher 
Traner  eich  vereinigt  baben,  die  Vertreter  der  matbematiscbeD,  beziehnngs- 
weiae  der  physikalischen  Wissenscbafl  nnd  die  der  vergleichenden  Spracb- 
nnd  Sanskritrarschnng.  Es  erfordert  schon  besonderes  Talent  nnd  ans- 
danerndsten  Fleiss,  um  sich  nnr  eines  dieser  beiden  Gebiete  anDÜhemd 
zn  bemeistem,  aber  beide  nicht  nnr  zn  beherrscheo,  sondern  auf  beiden 
Nenes  nnd  Bedeutendes  hervorzubringen ,  daza  gebort  eine  GenialitKt  nnd 
Schöpferkraft  ersten  Ranges:  Hermann  Grassmann  besass  sie.  Seiner 
wissenschaftlichen  Grösse  stand  gleich  die  Reinheit  nnd  Gute  seines 
Charakters,  dessen  Gmndztlge  festhaltende  Treue  nnd  edle  Bescheiden- 
heit waren. 

Geboren  zn  Stettin  am  15.  April  1809,  ein  Sohn  des  Professors  der 
Mathematik  J.  G.  Grassmann,  hat  Hermann  Gflnther  Grassmann 
das  Ojmnasinm  seiner  Vaterstadt,  dann  von  1S27  bis  1830  die  üniver- 
sitHt  zu  Berlin  besucht  und  vorwiegend  Theologie  studirt.  In  seine 
Vaterstadt  zurückgekehrt,  wandte  er  sich  znnSehst  dem  Lehramte  zn, 
wurde  Ostern  1S31  Mitglied  des  Seminars  für  gelehrte  Schulen  am  hiesi- 
gen Gymnasinm  nnd  bestand  im'NovembeV  1831  das  Oberlebrerexamen, 
im  Mai  1834  die  erste  und  im  Juli  1839  die  zweite  theologische  Prfl. 
fung.  Im  Jahre  1836  ging  er  an  die  hiesige  Ottoschule,  trat  1837  in 
die  physikalische  Gesellschaft,  bestand  1840  das  Oberlebrerexamen  in  der 
Mathematik,  kehrte  1842  an  das  Gymnasium  znrück,  wurde  1843  an  die 
nen  gegrtlndete  Friedrich -Wilhelms -Schule  versetzt  nnd  im  Jahre  1852 
als  Professor  der  Mathematik  nnd  Nachfolger  seines  Vaters  an  das  Gym- 
nasium berufen.     Dieses  Amt  hat  er  bis  zn  seinem  Tode  bekleidet. 

HKimt.  Abtut.  ^  Kdtwb.  f.  Halb.  ■.  Ph;!.  XZm,  3.  6  >- 
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Theologie  hat  er  mit  Eifer  und  HeraenBiieigaDg  stadirt,  den  Wunsch, 
Prediger  zn  werden,  lange  festgehalten  nnd  sein  gamea  Leben  hindurch 
der  positiven  Theologie  warme  Znneigong  bewahrt;  sclion  tief  in  Sanskrit- 
Btadieo  versenkt,  wnrde  er  SecretKr  and  dann  Voraitzeader  des  pommer- 
Bchen  Haaptvererns  für  chinesische  Mission. 

Dem  Stndinm  der  Uathematik,  zn  welcher  Talent  nnd  Liebe  vom 
Vater  ererbt  waren,  scheint  er  sich  nach  der  Dniversitütsseit  mit  voller 
Energie  gewidmet  zn  haben.  Bei  ihm  war  aber  das  Lernen  angleicli  ein 
Prodnciren,  and  so  hatte  er  seine  Ansdebnangs lehre  bereits  vollständig 
erdacht  nnd  wandte  ihre  Oesetee  auf  die  höhere  Geometrie  nad  die  ana- 
lytische Mechanik  an,  als  er  im  Jahre  1840  die  oben  erwJlhnte  PrUfang 
in  der  Mathematik  bestand.  Im  Jahre  1844  erschien  sein  erstes  grösse- 
res Werk :  Die  Wissenschaft  der  exteaaivea  GrSsse  oder  die  Aasdehnnngs- 
lehre,  eine  neue  mathematische  Disciplin,  dargestellt  and  dnrcb  Aniven- 
dnngen  erUntert;  ein  Werk,  in  welchem  er  ebensoviel  Prodnctionskraft, 
wie  Abstractionsgabe  entwickelte ,  dessen  Grundideen  aber  den  ntathe- 
matischen  Anschaanngen  seiner  Zeit  voransgriffen  nnd  erst  ein  volles  Men- 
schenalter später  zu  richtiger  Würdigung  gelangten.  Lange  Jahre  blieb 
das  Werk  unbeachtet;  nicht  einmal  recensirt  wnrde  es,  nnd  Endlich,  so 
wird  erzählt,  liess  es  der  Verleger  einstampfen. 

Der  Inhalt  der  Grassmann'scben  Ansdehnnngslehre  kann  hier  nnr 
kuFE  mit  OrasBmann's  eigenen  der  Vorrede  entnommenen  Worten 
charskterisirt  werden.  Es  war  ihm  einleuchtend  geworden,  dass  die  Geo- 
metrie keineswegs  in  dem  Sinne,  wie  die  Arithmetik  oder  die  Combina- 
tioDslehre,  ab  ein  Zweig  der  Mathematik  anzusehen  sei,  vielmehr  die 
Geometrie  schon  auf  ein  in  der  Natnr  Gegebenes,  den  Raum,  sich  be- 
siebe,  und  dass  es  daher  einen  Zweig  der  Mathematik  geben  müsse,  der 
in  rein  abstracter  Weise  ähnliche  Gesetze  aus  sich  erzeuge,  wie  sie  in 
der  Geometrie  an  den  Baum  gebunden  erscheinen.  Durch  die  neue  Ana- 
lyse war  die  USglichkeit,  einen  solchen  rein  abstracten  Zweig  der  Mathe- 
matik auszubilden,  gegeben;  ja  diese  Analyse,  sobald  sie,  ohne  irgend 
einen  schon  anderweitig  erwiesenen  Satz  vorauszusetzen ,  entwickelt  wurde 
nnd  sich  rein  in  der  Abstraction  bewegte,  war  diese  Wissenschaft  selbst 
Der  wesentliche  Vortheil ,  welcher  durch  diese  Auffassung  erreicht  wurde, 
war  der  Form  nach  der,  dass  nun  alle  Grundsätze,  welche  Raumes- 
anschanungen  ausdrückten ,  gänzlich  wegfielen  ,  nnd  somit  der  Anfang  ein 
ebenso  unmittelbarer  wnrde,  wie  der  der  Aritbmeük;  dem  Inhalte  nach 
aber  der,  dass  die  BeschrSuknng  anf  drei  Dimensionen  wegfiel.  Erst 
hierdurch  traten  die  Gesetze  in  ihrer  Unmittelbarkeit  und  Allgemeinheit 
ans  Licht  und  stellten  sich  in  ihrem  wesentlichen  Zusammenhange  dar, 
und  manche  Gesetzmässigkeit,  die  bei  drei  Dimensionen  entweder  noch 
gar  nicht  oder  nur  verdeckt  vorhanden  war,  entfaltete  sich  nun  bei  dieser 
Verallgemeinerung  in  ihrer  ganzen  Klarheit. 
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Es  gentigt  demnach  zu  bemerken,  dus  OrRssmann  lange  Zeit  vor 
Riemann  UaDnigfaltigkeiten  von  n  Dimensionen  der  mathemati sehen 
Analyse  nnterworfen  hat,  daas  Qrasgmann's  sogenannte  combinatorische 
Sfnltiplication  ihn  bereite  anf  die  Determinanten  fttbtt  und  dass  die  erst 
später  auftauchenden  AeqnipollenEen  des  Italienera  Bellaritis,  sowie 
die  nnter  dem  Namen  der  Qnaternionen  bekannten  Zahlen-  and  Ranm- 
gebilde  dee  grossen  englischen  Hatbematikers  Hamilton  sieh  deutlich, 
tiameutlich  in  der  zweiten  Bearbeitmig  der  Ansdehnnngslebre,  welche  im 
Jahre  1862  erschien,  vorgeEeichaet  finden.  Nnr  die  Jablonoweki'sche 
Qesellschaß  zu  Leipzig  widmete,  wahrscheinlich  angeregt  durch  den 
Professor  Möbiua,  einen  Geistesverwandten  Giaasmann's,  seinen 
Leistungen  Aufmerksamkeit;  sie  stellte  eine  Prelsanfgabe ,  die  Wieder- 
herstellung und  weitere  Ausbildung  dea  von  Leibnita  erfundenen  geo- 
metrischen Calcnls  oder  die  Aufstellung  eines  ihm  Ühnlicben  Calcnls  be- 
treffend. Die  von  Graaamann  eingelieferte  Bearbeitung,  welche  eben- 
falls eine  Darstellung  seiner  neuen  Analyse  enthält,  wurde  im  Jahre 
1846  gekrOnt  und  von  Mttbius  mit  einer  erläuternden  Abbandlung  he- 
gleitet. Aber  ein  weiterer  Antheil  der  Mathematiker  an  seinen  Be- 
atrebnngen  tritt  in  den  nächsten  beiden  Jahraebnten  doch  nicht  hervor, 
wiewohl  er  in  Crelle'a  Journal  eine  Reihe  wertbvoller  Abhandlungen 
ttber  Anwendung  seiner  Analyse  auf  Curvenlehre  erscheinen  lieas:  eine 
Erfahrung,  die  ihm  schmerzlich  genug  und  vielleicht  mit  die  Veranlassung 
war,  dass  er  sieb  fortan  mehr  der  Sprachwissenschaft  zuwandte.  Erst 
nach  der  Mitte  der  sechziger  Jahre,  seit  welcher  das  Studium  der  höhe- 
ren Algebra  und  ihrer  Anwendung  auf  Geometrie  durch  deutsche  und 
englische  Matbematiker  einen  erhöhten  Aufschwung  nahm,  machten  die 
FrofesBoren  Clebech  und  Hankel  auf  die  Arbeiten  Qrassmann's 
aufmerksam  und  sollten  ihnen  lebhaft«  Bewnndemng.  Eine  Andentung 
der  Ursachen,  welche  der  gerechten  WUrdigung  derselben  hinderlich 
waren,  findet  sich  in  Hankel's  Buche  ttber  die  complexen  Zahlen. 
Nachdem  er  die  Ideen  Graasmann'a  charakterisirt  nod  gewürdigt  bat, 
sagt  er  Seite  16:  „Wenn  trotzdem  die  Untersuchungen  des  geistreichen 
Forschers  die  Anerkennung  nicht  gefunden  haben,  die  sie  verdienen  und 
die  Jeder,  welcher  sie  kennt,  ihnen  zollen  muss,  so  ist  dies  meinet  Er- 
achtens  banptaächlicb  dem  Umstände  anzuschreiben,  daas  ihr  Verfasser 
allen  Sätzen  sogleich  die  allgemeinste  Form  in  Bezug  auf  n  Dimensionen 
gegeben,  dadurch  aber  die  Uebersrcht  und  das  Verständniss  ungemein 
erschwert  hat."  Aehnlioh  äussert  sich  Möbius  in  der  vorher  erwähnten 
Abhandlung  dabin,  dass  Graesmann's  Analyse  deshalb  schwer  zn  ver- 
stehen sei,  weil  der  Verfasser  sie  auf  eine  Weise  zu  b^rttnden  suche, 
welche  dem  bisher  bei  matbematiacben  Betrachtungen  gewohnten  Gange 
ziemlich  fem  liege,  und  dass  er  nach  Analogien  mit  arithmetischen  Ope- 
rationen Objecte  als  Grössen  behandle,  die  an  sieh  k«ne  GrOsaen  seien, 
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□nd  von  denen  man  sich  znm  Theil  keine  Vorstellang  bilden  kCnne. 
Das  leider  nnvollendet  gebliebene  Werk  von  Hankel  lehnt  sich  mehr- 
fach an  die  üntersuchnngen  Grassmann's;  «ach  hat  in  neuester  Zeit 
ein  jüngerer  Mathematiker,  Dr.  Schlegel  zn  Waren,  die  Orass- 
mann'scbe  Anslyse  in  neuer  Bearbeitnng  engXnglichet  zn  machen  ge- 
sacht. Unter  den  verschiedenen  elementaren  mathematischen  LehrbOchero 
Orassmann's  iat  besonders  seine  Arithmetik  wegen  der  Strenge  ihrer 
indnctorischea  Beweise  für  die  Grundgesetze  der  Zahlenlehre  wichtig. 

Aehnliches  Missgeschick,  wie  Über  den  matbetnatiEchen ,  waltete  Aber 
einigen  wichtigen  physikalischen  Entdeckungen  Grassmann's.  Im  Jahre 
1845  verfiffentlichte  er  in  Poggendorff's  Anualen  einen  nenen  wich- 
tigen physikalisch •  mathematisch eu  Lehrsatz  Über  die  gegenseitige  Ein- 
wirkung zweier  elektrischen  Stromtbeile,  welcher  keine  Beachtung  fand. 
Zu  demselben  Salz,  nur  in  anderer  mathematischer  Form,  ist  im  vorigen 
Jahre  Clausius  gelangt,  ohne  damals  seine  üebereinstimmung  mit 
Grassmaon  zn  kennen.  Grassmann  weist  diese  in  einer  Abhandlung 
über  Elektrodynamik  nach,  welche  vor  einigen  Monaten  in  Borchardt'e 
Jonmal  erschienen  ist. 

Dass  die  Vocale  der  menschlichen  Stimme  ihren  individuellen  Cha- 
rakter weniger  der  Stellung  der  Sprach  Werkzeuge  verdanken,  als  vielmehr 
dem  Hitklingen  gewisser  Partialtöne  in  der  Mundhöhle,  welche  zn  der 
Reihe  der  sogenannten  harmonischen  Obertöne  gebSren ,  gilt  als  eine  Gnt- 
deckaug  von  Helmholtz,  mit  welcher  dieser  seit  dem  Jahre  1859  her- 
vortrat. Dagegen  hat  Qrassmann  bereits  im  Jahre  1854  in  einem  SoIhI- 
programm  des  Stettiner  Gymnasiums  am  Schlnss  eines  für  seine  Schüler  te- 
Btimmten  Leitfadens  der  Akustik  folgende  Sätze  verüffentlicbt:  „Die  Sljmm- 
bXnder  setscen  augleicb  die  in  der  Mundhöhle  befindliche  Lnft  in  Schwing- 
ungen j  es  entstehen  dadurch  leise  Neben  tun  e,  welche  je  nach  der  Form, 
die  man  der  Mundhöhle  giebt,  verschieden  ausfallen,  and  welche  der  Reihe 
der  harmoniscben  Töne  angeboren,  die  den  Ton  der  StimmbKnder  zum 
Gruadtou  bat.  Auf  diese  Weise  entstehen  die  Vocale.  Ein  aufmerksames 
Ohr  hört  leicht  beim  Uebergange  von  u  durch  ü  zu  t  eine  Reihe  leiser 
harmonischer  Nebentöoe,  welche  vom  zweigestrichenen  c  bis  znm  f^nf- 
gestrichenen  c  fortschreiten  künnen  und  welche  man  bei  denselben  Mund- 
fitellnugen  auch  für  sich  hervorbringen  kann.  Beim  Vocal  a  klingt  eine 
ganze  Reihe  der  haimonischen  Nebentöne  mit,  welche  das  Obr  in  der 
Kegel  noch  bis  znr  vierten  Octsve  vom  Gmndton  ans  wahrnehmen  kann, 
so  dasB  also  bei  dem  a  ein  voller  Accord  von  Nebentönea  mitklingt. 
Hierdurch  ist  zugleich  der  üebergang  von  n  durch  o  au  ti,  sowie  der 
von  a  durch  e  zu  t  oder  durch  ü  zn  G  erklärt."  Die  letzte  Abhandlung, 
welche  Grassmann  veröffentlicht  bat,  ist  betitelt;  „(Jeher  die  physika- 
lische Natur  der  Sprachlante",  datirt  vom  19.  Mai  1877,  und  im  ersten 
Bande  der  Annalen  von  Wiedemann,  früher  Poggendorff,  erschienen. 
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Dario  macht  Orassmann  in  gröaeter  Bescheide aheit  sein  PrioritätBrecht 
geltend.  „J«ue  Sielte  in  meinem  Programm",  so  sagt  er,  „in  welcher 
ant«r  der  Beihe  der  harmonischen  Nebentüne  die  jetzt  als  Obertöne  oder 
Partialtöne  liezeicbneten  Töne  reratanden  sind ,  ohwobl  sie  eine  vollstSn- 
dige  Theorie  der  Vocaltöne,  an  der  es  bis  jetzt  noch  fehlte,  in  sich 
schlieest,  ist  gänzlich  nnbeachtet  geblieben."  Er  spricht  dies  nicht  etwa 
klagend  ans,  noch  macht  er  irgend  einen  Ansprach  auf  Vorrang  gegen 
Helmholtz;  er  begnügt  sich  damit,  dass  die  Wahrheit  zu  Tage  gebracht 
ist  nnd  in  Helmholtz  einen  so  mächtigen  Vertreter  gefanden  bat,  be- 
zeichnet die  Grundlage  der  Theorie  von  üelinboltz  ab  irrig  and  setzt 
in  jenem  Aafsatze  eine  nea«  an  ihre  Stelle,  ohne  sich  künstlicher  Hilfs- 
mittel, wie  der  Resonatoren,  die  er  als  nnzaverlässig  bezeichnet,  za  be- 
dienen, indem  er  sich  nnr  nnf  sein  feines  rnnsikaliiicheB  Ohr  verlässt. 
Gleichzeitig  erfahren  wir,  dass  er  seit  1832  anansgesetzt  bemüht  war,  die 
Theorie  der  Vocallante  nnd  der  Spracblante  fiberbnapt  ansznbilden  and 
fest  zu  begründen. 

Aber  nicht  nar  als  theoretischer,  sondern  auch  als  praktischer  Phy- 
siker war  er  bedeutend.  Dies  beweist  ein  nener,  sich  vorzüglich  bewäh- 
render Heliostat,  bei  welchem  die  Beibang  ein  Hinimnm  ist:  er  bat  ihn 
anf  neuem  Princip  ansgedacht,  das  Modell  dazn  mit  den  einfachsten 
Hilfsmitteln  selbst  oonatruirt  aad  das  Instrument  bei  einem  Berliner 
Mechaniker  im  Auftrage  der  hiesigen  physikalischen  Qesellschail  anfer- 
tigen lassen. 

Nach  den  von  Grassmann  hinterlassen en  Aufzeichnungen  scheint 
er  seit  dem  Jahre  1852  Sanskrit  und  Sprachvergleichung  stndirt  zu  haben. 
Es  mag  sein,  dass  die  mangelnde  Anerkennung  seiner  mathematischen 
Facbgenossen  zu  dieser  Wendung  beitrug;  indessen  lag  einem  so  exact 
geschulten  Geiste,  wie  dem  seinigen,  der  Uebergang  auf  ein  Gebiet  nicht 
fem,  wo  es  ehenfallB  galt,  formale  Gesetze  aufzusuchen,  wenn  auch  nicht 
auf  dem  Wege  der  Deduction,  sondern  der  Indnetion.  Ond  er  moss  sich 
der  Fähigkeit  bewasst  gewesen  sein,  auch  hier  Selbstständiges  zu  schaf- 
fen, denn  sonst  hätte  er  sich  nicht  schon  seit  1832  mit  der  Theorie  der 
Spracblante  beschäftigt.  Er  arbeitete  also  von  jetzt  ab  auf  zwei  Gebieten. 
Nach  VoUendnng  der  zweiten  Ausgabe  der  AusdehnnugBlebre  gewann  in 
den  Jahren  1S62  — 1870  die  Beschäftigung  mit  Sprach wissenscbaft  und 
Sanskrit  die  Oberbaud,  bis  in  den  siebziger  •fahren  die  Mathematik  wieder 
gleichzeitig  neben  der  Sprachwissenschaft  hervortritt.  Die  ersten  seiner 
vielen  in  Kuhn's  Zeitschrift  für  vergleichende  Sprach forschnng  verSSent- 
liebten  Abbandinngen  erschienen  in  den  Jahren  1859  und  1861,  als  er 
schon  über  50  Jahre  alt  war.  Sie  hatten  die  Lautlehre  zum  Gegenstande, 
den  EinfiuBS  des  c  und  j  auf  benachbarte  Consonanten,  und  gewisse 
Erscheiunngen  im  Gefolge  der  Aspiraten.  , .Fragt  man  sich",  so  sagt 
sein  Freund   fi.  Delbrück   in  >feaa  in   einem  dem  Andenken  Grass- 
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mann'a  gewidmeten  Artikel  der  „Allgemeinen  Zettung",  „wu  dieae  Ar- 
beiten, deren  erste  noch  in  der  Anwendung  der  WahrBcheinlicbkeitareeh- 
nnng  ein  epHter  anrgegebenes  mathem&tiscfaee  Seeidnom  seigt,  vor  »öde- 
ren ftoszeicbnet,  so  ist  es  nicht  die  Tiefe  nnd  Weile  der  OelehrBunknt, 
denn  er  arbeitete  mit  wenig  Bficbem,  anch  nicht  die  Beweglichkeit  einer 
wisse  Dich  aft)  ich  geschulten  Phantasie,  denn  etymologische  FQnde  sind  in 
ihnen  so  gut  wie  nicht  vorhanden  —  sondern  es  ist  die  Helligkeit  dei 
Nachdenkens,  das  in  alle  Winkel  des  Gegenstandes  eindringt,  die  Behan- 
lichfceit,  mit  welcher  dem  Stoffe  so  lange  zngesetit  wird,  bis  er  sich  die 
einfachste  Fonnnlimng  des  Gesetzes  hat  abringen  lassen;  es  ist  die  Un- 
enntldlichkeit  der  mathematischen  Abstraction,  die  in  diesen  Aafslttoi 
vorzugsweise  cur  Erscheinung  kommt.'* 

Diese  Sprachvergleichen  den  Untersuchungen  (Vhrten  ihn  snm  Studinm 
der  Xhesten  indischen  Sprache,  des  Sanskrit,  nnd  er  suchte  sich  in  jenti 
Sammlung  altindischer  religiöser  Hymnen  hämisch  ra  machen,  welche 
derBig-Veda  genannt  wird,  eine  Arbeit,  su  welcher  ihm  im  Jahre  1861 
nur  der  erste  Band  des  Anfrech  fachen  Textes  nnd  kaum  die  HUüe 
des  grossen  Böthlingk-Koth'echen  Wörterbuches  in  Gebote  «tandeD. 
Diesem  nach  dem  Drtbeile  von  Sachkennern  Staunens werthen  Untemehnwa 
folgte  die  Herausgabe  der  beiden  Werke,  welche  ihm  mehr  Süssere  An- 
erkennung eingetragen  haben ,  als  seine  matbematischen ,  des  Wsrter- 
bnohes  anm  Big-Veda  nnd  der  Uebersetaung ,  au  welcher  letsteren  er 
nch  verpflichtet  fühlte,  weil  er  es  fttr  nüthig  fand,  das  Wörterbuch  nach 
der  Seite  der  Interpretation  an  ergänzen.  „So  ist  es  ihm",  indem  wir 
Delhrttck's  Worten  folgen,  „anter  angestrengtester  Aufbietung  seiner 
geistigen  Kraft,  die  uns  ebenso  sehr  durch  Auadaner,  wie  durch  Geschm«- 
digkeit  Bewunderung  abringt,  gelungen,  awei  eng  verbundene  grosse 
Werke  fertig  hiniustellen ,  die  ftlr  lange  Zeit  ein  wichtiges  Werkaeng  sur 
BekSmpfung  der  Sohwierigkdten  des  Veda  sein  werden.  Die  Anerken- 
nung der  FacbgenoBsen  konnte  nicht  würdiger  ausgesprochen  werden,  ab 
es  durch  Budolf  Both,  den  ersten  Kenner  der  Vedas,  geschehen  ist, 
mit  dessen  Worten  die  Tübinger  philosophische  Facnlttt  ihren  Khren- 
doctor  vom  Jahre  1876  rühmt  als  einen  Mann,  gm  aeutistinia  vedicorum 
carminum  interprelalione  nomen  tuum  reddidil  illustrissimum". 

„Welch  ein  Weg  von  der  Ansdehnungilehre  bis  zur  Uebersetznng 
des  Big-Veda!  Und  doch  erschßpft  das,  was  hier  anfgeaählt  ist,  noch 
lange  nicht  die  Leistungen  dieses  merkwürdigen  Geistes-  Sein  Interesse 
für  die  Schule  bekundete  er  durch  eine  Beibe  von  Lehrbüchern,  unter 
anderen  ein  deutsches  Lesebuch;  seine  ungewöhnliche  musikalische  Be- 
gabung nicht  blos  durch  Leitung  eines  Gesangvereins,  sondern,  neben 
Fertigkeit  auf  dem  Ciavier  und  der  Orgel,  auch  dadurch,  dass  er  in  den 
Jahren  1861 — 1872  lahlreiche  Volkslieder  sammelte,  ihre  Melodien  nach 
dem    Gehör    aufschrieb    uud   zum   Singen   in   seiner  Familie   dreiatimiDig 
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setzte;  soine  Kenotniss  der  Butanik  zeigte  ein  Bnch  über  deutsche  Pflan- 
zeonamen, durch  welches  er  eine  deatsche  Pflanzenbenennang  einznltihren 
suchte.  Endlich  sei  erwähnt,  dass  er,  inmitten  des  gKicklicfaeten  Fa- 
milienlebens, fUr  die  grossen  und  kleinen  Erlebnisse  seiner  zahlreichen 
Kinder,  von  denen  noch  acht  am  Leben  eind,  ein  gleich  wachsames  and 
liebevolles  Auge  hatte." 

„Ueherblickt  man  iiun  dieses  finsserlich  so  gleichförmigo,  auf  engem 
Kaume  sich  abspielende,  aber  innerlich  so  bewegte  Dasein,  so  wird  man 
mit  Genngthnnng  gewahr,  daes  dem  Drama  ein  glücklicher  Abschluss 
uicht  fehlt:  in  strebender  Jagend  ein  freudiges  AnfBammen ,  dann  lange 
Jahre  der  Widerstand  der  stumpfen  Welt  und  endlich  ein  durch  reiche 
Anerkennung  verschönter  Lebensabend." 

Am  SchlusB  der  Vorrede  zur  zweiten  Ansgabe  der  Ansdebnnngslebre, 
wo  Grsssmann  in  einer  Art  Prophetie  mit  ergreifenden  Worten  seinen 
unbeachtet  gebliebenen  Ideen  die  Anerkennung  späterer  Geschlechter  vor- 
aussagt, spricht  er  von  dem  sehnsüchtigen  Wnnsche,  in  anderer  änsserer 
Stellung  einen  Kieis  von  Schülern  mit  jenen  Ideen  befruchten  zu  kön- 
nen.    Die  Erfüllang  dieses  Wunsches  ist  ihm  versagt  geblieben. 

Den  sonst  immer  Gesunden  erfassten  in  den  letzten  beiden  Jahren 
schwere  Körperleiden.  Er  hielt  mntbig  Stand  und  suchte  sich  durch  fort- 
gesctste  wissenschaftliche  ThAtigkeit,  von  welcher  noch  ftlnf  in  seinem 
Todesjahre  veröffentlichte  Abbandlnngen  mathematischen,  physikalischen 
und  sprachwissenschaftlichen  Inhalts  Zeugniss  ablegen,  sowie  durch  Ver- 
waltnng  seines  Amtes  bis  zur  Grenze  des  Möglichen,  aufrecht  zu  erhalten. 
Er  erlag  am  26.  September  1877. 
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Die  Axiom«  der  Geonettie.     Eine  philosophische  TTatersDchnng  der  Bie- 
mann-Helniholtz'Bchnn  Banmtbeorie.    Von  B.  Ebdhanr.     Leipsig, 
L.  Voss.     1877.     X,  174  S. 
Die  mathematische  Analyse  der  nnaerer  Oeometrie  in  Grande  liegen- 
den Begriffe,  wie  sie  von  L^gendre,  Oanss,  Lobatschewsky  und 
Bolyai  begonnen,  vonBiemann,  Helmholtz  and  Klein  weiter  ge- 
führt wnrde,  hat  gezeigt,  dass  unsere  Geometrie  nni  ein  Specialfall  eines 
allgemeinen  Begriffesystems   ist,   und    hat  weiter  die  einfachen  Kriterien 
nachgewiesen ,  welche  dazn  dienen  können ,  nnaere  Geometrie  an  charak- 
terisiren  nnd  von  den  Übrigen  mSglichen  als  die  der  Erfahrung  entspre- 
ofaende  ansensoodeni. . 

Die  Berechtignng  dieser  rein  matbematisohen  üntersncbungen  ist  fOr 
den  Uathematiker,  der  anch  die  Elemente  seiner  Wissenschaft  anf  ihren 
Zusammenhang  nnd  ihre  Abhängigkeit  von  allgemeineren  Voranssetaungen 
in  bebandeln  gewohnt  ist,  selbstverständlich.  Aber  es  knüpfen  sich  an 
diese  UntersnchnDg  anch  philosophische  Fragen,  wie  die  nach  dem  psy- 
chologischen Drspmng  nnserer  Ranmvorstelinngen  selbst;  spedell  ob  etwa 
jener  allgemeineren  Geometrie  Oberhaupt  noch  solche  Vorstellnngen  ent- 
sprechen kennen  etc.  FUr  den  Mathematiker  ist  es  dabei  «unächst  wich- 
tig, dase  seine  Üntersncbungen  in  richtiger  WDrdignng  in  die  philoso- 
phische Forschung  eingeben.  Eine  Schrift,  wie  die  vorliegende,  weiche 
sieh  gerade  diese  Aufgabe  gestellt  und  auch  geltfst  hat,  kann  also  auch 
in  dieser  matbem&ttschen  Zeitacbiift  eine  eingehendere  Anxeige  be- 
anspruchen. 

Die  philosophische  Bedeutung  der  geometrischen  Theorien  ist  wohl 
auch  von  Riemann  betfihrt,  von  Helmholta  in  seinem  Antetae 
„Ueher  den  Ursprung  und  die  Bedeutung  der  geometrischen  Axiome'' 
(Pop.  wiss.  Vorträge  Heft  3,  1876)  auaftthriicber  behandelt  und  in  einer 
Bestätigung  der  empiristiscben  Theorie  gefunden  worden-,  aber  die  Mathe- 
matik konnte  von  Seiten  der  Philosophen  selbst  eine  systematische  Ver- 
arbeitung des  neuen  Stoffes  verlangen,  an  Stelle  des  bisherigen  Mangels 
an  Verstfindniss  fUr  die  leitenden  mathematischen  Gesichtspunkte,  darin 
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d«n  vielen  abgerisseDen  BemeikangeD  neuerer  Scbriften  zu  Tage  tritt. 
Die  hi«r  anzuzeigende  Schrift  liefert  diese  Bearbeitnng  nnd  seigt  klar, 
win  die  richtige  Darlegnng  der  mathematischen  Tragweite  der  Theorien 
ancb  SU  ihrer  philosophiBchen  Bedentnng  hinfuhrt,  hanptslchlich  zn  psy- 
chologischen Conseqnenzen ,  welche  mit  den  schon  von  Helmholts  ans 
diesen  nnd  den  physiologischen  Arbeiten  gesogenen  Übereinstimmen.  Ich 
werde  hier  anf  diese  Fragen  eingehen,  indem  ich  beabsichtige,  eine 
Beibe  von  Bemerkangen  binzasufttgen ,  welche  zur  VerBtftrknng  der  vor* 
getragenen  Argumente  dienen  sollen. 

Die  Üntersncbnng  des  VerfasBera  zerflllU  in  drei  Theile:  ia  eine 
mathematieche ,  welche  die  Peststellnng  der  objectiven  Grnndhegriffe  der 
Oeometrie  zum  Gegenstände  hat,  in  eine  philosophische,  welche  die  in 
diesen  Begriffen  znm  Ansdrncke  gelangenden  subjectiven  Erkenntniss- 
principien  behandelt;  endlich  in  eine  Zusammenfassung  heider  Beenltate 
in  eine  Theorie  der  Geometrie.  Verfolgen  wir  snnScbBt  die  eretere  Dn- 
terancbnng. 

Die  der  Geometrie  zn  Grunde  liegenden  Elemente  sind: 

1.  ^ie  Axiome,  welche  sich  auf  GrSBBenverhältnisse  überhaupt 
beziehen.  Die  hier  (nnd  anch  von  HelmhoUz)  mitgetheiltCD 
Axiome,  von  denes  das  erste  die  Gleichheit  überhaupt  defiairt,  das 
zweite  nnd  dritte  besondere  Gleicbheitsbedingniigen  der  Addition 
aassagen,  sind  aber  noch  nicht  vollstHndig.  Sie  sind  mehr  logischer 
Natnr  nnd  vertragen  sich  noch  mit  einer  allgemeineFen  Art  der 
Addition,  als  deijenigen,  welche  dnrch  die  GrSssenvorstellung 
angegeben  ist; 

2.  die  Axiome,  welche  die  wesentlichen  Bestimmungen  unserer  Baum- 
vorstellnng,  ans  denen  die  geometrischen  SXtze  fliessen,  aus- 
drucken ; 

3.  die  Definitionen  der  Oonstmetiouseleiaente,  als  Pnnk't,  Linie, 
Winkel  etc. 

Hier  handelt  ea  sieh  vor  Allem  am  die  zweite  dieser  Classen ,  und  ftti 
sie  ist  historisch  zu  bemerken,  dass  Lobatschewsky  nnd  Bolyai 
durch  ihre  Entwickelnng  einer  vom  elften  Euklidischen  Axiom  freien 
Geometrie  dasselbe  als  eine  von  den  übrigen  Axiomen  anabhXngige  Vor- 
aossetzung  erwiesen  bähen;  dass  die  analytische  Entwickelnng  eines  Be- 
griffes, in  dem  unser  Raumbegriff  als  Bpecieller  enthalten  ist,  von  Rie- 
mann  herrührt,  und  dass  Helmholtz  die  Voraus setinn gen  auseinan- 
dergelegt hat,  welche  den  wesentlichen  Merkmalen  nnserer  Raumanscliaa- 
ung  zu  Grande  liegen.  Für  das  Verhältniss  der  zweiten  znr  dritten 
Classe  wird  angegeben,  dass  die  Definitionen  3)  schon  die  Baumvor- 
stellnng,  also  anch  die  Axiome  2)  voraussetzen. 

Hierbei  haben  wir  schon  auf  eine  Lticke  hinznweisen.  Es  ist  iwar 
selbstverständlich,  dass  das  Axiom  von  den  drei  Dimensionen  ein  Uerk- 
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mal  unserer  Baumvorstellang  ftnsspricbt;  aber  dieses  Merkmal  ktam  nicht 
iD  jCDe  bestiminte  Fonn  gefftsst  verden,  ohne  anror  von  der  an  sich 
einfachen  Banm Vorstellung  eine  Abstraction  aaf  das  erste  Gonstnictions- 
element,  den  Pnnkt,  gemacht  zn  haben.  Hachen  wir  etwa  zanKchst 
die  Abetraction  auf  die  Gerade,  so  haben  wir  nneerem  Ranme  vier 
Dimensionen  zususcbreiben ,  w&brend  die  Axiome  der  Congmenz  (mit 
den  zu  Gmnde  liegenden  Thateachen  der  sechsfach  nnendlich  vielen 
freien  Bewegungen  eines  festen  Ktirpers)  dabei  unverändert  erhalten 
bleiben.  Wir  wollen  mit  dieser  Bemerkung  nur  darauf  hinweisen,  dass 
eine  solche  vorherige  Abstraction  auf  den  Punkt  für  das  Axiom  notb- 
wendig  ist,  ohne  die  vielleicht  physischen  Grande  zu  berühren,  welche 
au  einer  solchen  Abstraction  ftihren  und  welche  auch  einer  psychologi- 
schen Untersuchung  bedürfen. 

Bevor  der  Verfasser  an  die  Untersuchung  der  geometrischen  Axiome 
geht,  scheint  es  ihm  nSthig,  die  logische  Vorfrage  zu  erledigen,  ob  man 
unsere  Baumvorstel In ng  überhaupt  definiren  könne,  da  sie  ja  als  einug- 
artige  Ansohanung  keinem  höheren  Begriffe  untergeordnet  wäre;  aber  da 
ihr  Inhalt  in  Begriffe  gefasst  werden  kann,  und  zwar  in  GrössenbQgriffe, 
io  entsteht  keine  Schwierigkeit.  Man  hat  nur  solcher  GrössenbegriiFe 
mehrere  aufzufinden,  mit  welchen  sich  derjenige  unseres  Raumes  ver- 
gleichen llsst. 

Diese  Möglichkeit  der  Definition  wttrde  sogleich  klarer  geworden 
sein,  wenn  der  Verfasser  die  Thatsache  benutzt  hätte,  dass  man  den- 
selben Inhalt  unserer  Raumansehauung  auf  sehr  verschiedene  Weise  in 
Begriffe  fassen  kann.  Denn  wir  haben  schon  erwähnt,  dass  man  sich 
den  Baum,  statt  dntch  co&tinnirliche  Bewegung  eines  Punktes,  auch 
durch  Bewegung  eines  andern  Gebildes,  etwa  einer  Geraden,  erzeugt 
vorstellen  kann;  hierbei  erglebt  sich  aber  offenbar  der  Grössenbegriff  einer 
dnrcb  n  Verfinderliche  besümmten  —  oder  specieller  einer  gleichartig 
ausgedehnten  und  congmenten  —  Mannigfaltigkeit.  Ueberhanpt-  wäre 
es  vorthülhafl,  wenn  neben  den  nach  Helmholtz  gewählten  Beispielen 
der  Farben  >  und  Tonreihe  als  solches  unser  vierfach  auegedehnter,  aua 
Geraden  erzeugter  Baum  betrachtet  würde.  Denn  eine  Reihe  von  Ein- 
wänden, welche  gegen  diese  Beispiele,  wegen  der  Schwierigkeit,  Analoga 
fUr  die  Congmenzbedisgungen  etc.  zn  finden,  erhoben  worden  sind,  fal- 
len hier  von  selbst  weg,  so  vor  Allem  der  Einwand  gegen  die  Möglich- 
keit einer  nfach  ausgedehnten  anschaulichen  Haunigfaltigkeit.  Ausser- 
dem aber  wtlrde  diese  Auffassnng  dazu  dienen,  das,  was  in  unserer 
Baumvorstellnng  wirklich  enthalten  ist,  von  dem  zu  trennen,  was  nur 
infolge  von  Definitionen  und  bin  angetretenen  Massbeatimmungen  in  den 
Axiomen  zum  Ausdruck  gelangt.  Denn  das  Eretere  bleibt  auch  bei  nn- 
•ercra  Linienraome  erhalten,  das  System  von  Axiomen  aber  wird  anders 
geartet.     So  sieht  man  z.  B-,   dass  man,   um  den  Begriff  der  Festig- 
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keit  matheniatisch  zn  fassen,  hier  zwei  Gleichungen  zwischen  den  Co- 
ordinaten  je  zweier  Elemente  annehmen  mnsa.  Llast  man  ein  Element 
fest,  ao  kann  der  feste  Körper  noch  Sehranbenbewegnngen  um  diese  Axe 
beschreiben,   anf  welche  sich  das  n&chsfe  Axiom  zn  erstrecken  hat  etc. 

Geht  man  nnn  von  GrössenbegriffeD  ans,  so  bieten  die  Mass- 
beHtimmnngen  ein  Princip  der  Eintheilnng  der  verschiedenen  ausgedehn- 
ten Mannigfaltigkeiten.  An  den  Flftchen  hat  Gauss  die  Bedeutung 
des  Krfimmnngsmasses  erwiesen,  ioshesondere  des  constantnn 
KrUromiingsmasses  flir  diejenigen  Eigenschaften,  die  man  jetzt  als  Con- 
gmenz  bezeichnet.  Anf  den  letzteren  Flächen  constmirt  man  anch,  mit 
Hilfe  ihrer  geodätischen  Linien  als  Gerade,  die  drei  Geometrien,  die 
pseudosphlrische,  die  sphKnsche  nod  die  ebene  Geometrie,  welche 
sieb  ans  anch  darch  die  verschiedenen,  das  elfte  und  zwttifte  Eukli- 
dische Axiom  ersetzenden  Voraussetzungen  ergeben.  —  Obwohl  nnn 
eine  solche  anschauliche  Interpretation  der  verschiedenen  Geometrien 
anf  drei  Dimensionen  sich  nicht  ausdehnen  iMsst,  so  ist  eine  solche 
Ausdehnung  doch  analytisch  bei  der  Formel  für  das  Linieneleroent 
mSglieh,  welche  für  alle  Massbeaiehungen  den  zusammenfassenden  Aus- 
druck darstellt;  und  hiernach  wird  es  weiter  möglich,  auch  bei  den  drei 
Dimensionen  auf  die  Bedingungen  (der  Congmens)  znrUckzaschliessen, 
aas  welchen  jener  Ausdruck  folgt.  In  diese  Bedingungen  gehen  aber 
die  geometrischen  Begriffe  der  Festigkeit  und  Bewegung  ein,  welche,  da 
sie  auch  MassrerhäUnisse  der  wirklichea  Körper  geben  wollen ,  anch 
mechsniache  Begriffe  ausdrücken  mUesen.  Die  Erfabmng  ergebt  mit 
grösater  Wahrscheinlichkeit,  dass  wir  unseren  VoTstellangen  eine  ebene 
Hnnuigfaltigkeit  au  Grunde  zn  legen  haben.  Die  scheinbare  Erweiterung 
unserer  Ranmanschanung  ins  Unendliche  kann  aber  keinen  Grund  tut 
die  Annahme  dieser  ebenen  Oeometrie  al^eben;  denn  das  Unendliche 
triU  bei  der  psendosphäTischen  Geometrie  ebenfalls  auf,  der  uabegreuzte 
Fortgang  sogar  bei  jeder  der  drei  Geometrien ;  das  erstere  ist  tlberbaupt 
nnr  eine  Hypothese  über  die  Uassbestimmung,  tiber  die  unsere  an  das 
Endliche  gebundene  Vorätellung  Nichts  aussagt. 

ninstrirt  wird  dieser  Beweiagang  durch  das  von  Helmboltz  in  dem 
oben  citirten  Aufsätze  ausgeführte  treffende  Beispiel  von  den  Vorgingen 
in  einem  Convexspiegel ,  welcher  die  äusseren  Vorginge  abspiegelt.  Aber 
die  Argumentirung  des  Verfassers  hätte  sich  noch  wesentlich  verstär- 
ken lassen  durch  die  Entwickelangen,  welche  F.  Klein  gegeben  hat. 
Denn  setzen  wir  selbst  die  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  in  unserem 
Baume  schon  als  gegeben  voraus,  so  lassen  sieb  ru  demselben  die 
drei  ans  der  Congruenz  entspringenden  Geometrien  anschaulich  con- 
struireo.  Hau  verwendet  dabei  alle  Vorstellungen,  die  wir  uns  vom 
Kaume  gebildet  haben,  und  behält  selbst  dieselben  Gebilde,  welche  wir 
Gerade  nennen ,  wieder  als  solehe  bei.     Nur  dasjenige  Mass,   welches 
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mitteU  Bewegaog  der  existirendeii  festen  Köiper  snf  den  Hsam  an- 
gewandt  witd,  wird  dnich  ein  analoges  ersetzt.  Dabei  zeigt  sich,  daaa 
di^enige  Eigenschaft  des  Baumes,  welche  wir  dnrch  den  Weith  des 
Krflmmiing0masaea  charakterisiren ,  in  Wirklichkeit  nur  eine  solche  unseres 
Masssystems  ist.  —  Durch  diese  Darlegung  würden  mehrere  Vortheile 
erreicht:  es  eeigt  sich  vor  Allem,  dass  der  BegriS  „Eicbtnng"  für  sich 
allein  noch  nicht  das  Uass  liefern  kann,  da  ja  hier  die  Gerade  ohue  das 
gewChnliche  Mass  fortexistirt.  Es  wird  aber  weiter  dadurch  eine  vielvei^ 
breitete  Unterschiebung  zurückgewiesen ,  welche  hauptsächlich  der  Gmnd 
der  falschen  Auffassungen  und  der  Angriffe  gegen  die  mathematischen 
Theorien  geworden  ist,  vor  welcher  aber  schon  Helmholtz  (S.  38  seines 
Ansatzes)  gewarnt  hat:  dass  diejenigen  Verhältuisse ,  welcbe  sich  nur 
auf  die  sinnliche  Anschauung  krummer  FlSchen  beziehen,  auf  nnsem 
Baum  fibertragen  werden.  Wir  haben  vielmehr,  wenn  wir  nnserm  Banme 
positires  oder  negatives  Krttnunungsmass  zuschreiben,  unsere  allgemeine 
Anschanang  tu  Nichts  abzuKndem;  and  auch  für  einen  Beobachter,  der 
sich  in  einer  fictiren  vierten  Dimension  befinde,  könnte  unser  Baum 
dabei  als  ein  ebener  Schnitt  erscheinen.  So  wird  auch  das  Dilemma 
Biemann's  verständlich:  „Es  mnes  entweder  das  dem  Banme  zu  Grunde 
liegende  Wirkliche  eine  disciete  Mannigfaltigkeit  bilden ,  oder  der  Grand 
der  MassverbSltnisse  ausserhalb  in  darauf  wirkenden  bindenden  Kräften 
gesucht  werden,"  Denn  da  dieselbe  stetige  Uannig faltigkeit  verschiede- 
ner MassverbSltnisse  fähig  ist,  so  kann  der  Grund,  welcher  unsere  sp»- 
cielle  Hassbesümmnng  bedingt,  nicht  aus  dem  Begriffe  der  Hannigfaltig- 
ktäl  folgen,  sondern  nur  ein  Kusserer,  etwa  ein  mechaniächer,  sein. 

Der  Verfasser  kommt  in  dem  ersten  Theile  seines  Aufsatzes  inm 
Schlüsse,  dass  die  drei  Axiome:  von  den  drei  Dimensionen,  von  der 
Congntenz  nnd  von  der  Ebenheit,  für  unsere  Enkliilische  Geometrie 
nothwendig  nnd  genOgend  seien.  Wir  wollen  hier  auf  diesen  Schlosa 
nicht  nftber  eingeben,  da  wir  diese  ganze  Frag^  noch  durchaus  nicht  ßlr 
abgeschlossen  halten.  Denn  nach  nnserer  Ansicht  müsste  das  zweite 
dieser  Axiome  znnflchst  kommen,  dann  ein  solches,  welches  die  Zahl  6, 
von  den  sechsfach  unendlich  vielen  freien  Bewegungen  eines  festen  Eär- 
pers  herrührend,  anter  die  charakterietiBchen  Uerkmale  unserer  Baum- 
vorstellung  aufnimmt,  sowie  auch  diejenigen  Zahlen,  welche  den  Unter- 
gruppen dieser  Bewegungen  angehören. 

Nach  der  Feststellung  der  Voraussetzungen,  welche  dem  Inhalt 
unserer  Raum  Vorstellungen  zu  Grunde  liegen,  gelangt  der  Verfasser  Inan 
zur  psychologischen  Frage  nach  den  Bedingungen  ihrer  Entstehung. 
Wübrend  die  mathematische  Untersuchung  von  allen  philosophischen  An- 
nahmen ttber  die  Art  dieses  Ursprungs  unabhängig  war,  nimmt  die  letz- 
tere Untersuchung  ans  jener  wenigstens  Anlass  zu  neuen  Fragestellungen, 
wenn   auch  nicht   eigentliche  Entscheidnngegrilnde.     Denn  in  jeden  sol- 


RecenBionen.  81 

eben,  scheinbar  ans  der  mathemati sehen  Analyse  gesogeDen  Bchtnes  tritt 
noch  wenigstens  ein  psychologisches  Moment  eili,  wie  etwa  das  von 
Heimholte  angenommene  Eriterinm:  dass  Alles,  was  durch  Momente, 
die  nachweislich  die  Erfahrung  gegeben,  im  Anschannnga bilde  überwan- 
den nnd  in  Beiir  Gegentheil  verkehrt  werden  kann ,  auch  nicht  nreprüng- 
lich  gegeben  sein  kann. 

Der  Verfasser  steht  bei  dieser  Untersnchnng  wesentlich  auf  dem 
empitistiachen  Standpunkte  Lotse's,  wornach  unsere  Empfindungen  nnr 
Zeichen  ftlr  äussere  Yerh&ltnisfle  sind,  welche  das  Mittel  bilden,  nnsere 
allgemeine  VorBtellnngsweise  in  D  ehe  rein  Stimmung  bu  setzen  mit  diesen 
Verhältnissen  der  Dinge  unter  sich.  Nach  dieser  Theorie  ist  auch  die 
Ausbildung  der  Yorstell nngs weise ,  je  nach  den  TerBchiedenen  Formen 
der  Dinge  selbst,  abfindemngsßbig.  Bei  der  hierbei  auftretenden  Frage, 
welche  Elemente  eine  bestimmte  Ausbildung  bedingen,  bleibt  aber  die 
erkenn  tu  isstheoretiscbe  Frage,  was  in  den  Xnsseren  Dingen  selbst  dem 
Räumlichen  entspreche,  oder  sogar  die  Frage  nach  der  ürsprUngliobfceit 
der  BanrovorstelluDg  bei  Seite. 

Die  Begründung  dieses  Standpunktes  des  Verfassers  ergebt  sieb 
TollsUindiger,  wenn  man.  seine  Schrift  mit  der  von  Stumpf  „Ueber  den 
psychologischen  Ursprung  der  Raum  Vorstellung",  Leipzig  1873,  zusammen- 
hält. In  dieser  letzteren  Schrift  soll  zunächst  nachgewiesen  weiden,  wie 
der  Raum  ein  wirklicher  Inhalt  unserer  Vorstellungen  ist,  ähnlich  wie 
die  anderen  Empfindungsgehalte ,  nicht  blos  eine  Form  unserer  Anschau- 
ung. Hierdurch  wird  es  verständlich,  wie  epecielle  RaumTorstel langen 
einer  besondem  Ausbildung  fähig  werden.  Zu  den  physischen  und  psy- 
chischen Bedingungen  der  Baumvorstellung,  welche  Stumpf  entwickelt, 
kommen  nun  hier  noeb  neue  hinan,  welche  direct  diese  Ausbildung  an- 
zeigen }  denn  es  ist  die  Noth wendigkeit  mechanischer  Hypothesen  aur  Fest- 
Stellung  der  Uassbeziehungen,  welche  eines  Tbeil  des  Inhalts  anserer 
Vorstellungen  ausmachen,  nachgewiesen.  Und  wir  haben  weiter  in  un- 
seren oben  gegebenen  AusfUhrungen  dargelegt,  dasB  man  verschiedene 
dieser  Beziehungen  anschaulich  coustruiren,  also  die  gewohnten  Voi- 
stellnngen  abändern  kann.  —  Es  möchte  wohl  auch  die  Noth  wendigkeit 
der  Abstraction  auf  den  Punkt  zur  Vorstellung  der  iitä  Dimensionen 
für  das  empiristische  Clement  in  dieser  Vorstellung  sprechen. 

Fflr  die  oben  berührte  erk e nntnia st heore tische  Frage  ergiebt  sich  dem 
Veifaesei  aus  Beiner  Untersuchung  nur  ein  negatives  Resultat,  ebenso 
wenig  ein  Kriterium  zur  Entscheidung  zwiBchen  den  drei  verschiedenen 
Formen,  welche  nach  dem  Verfasser  der  Empirismus  annehmen  kann. 

Indem  ich  mich  zum  dritten  Theile  des  Aufsatzes ,  einer  zusammen- 
fassenden Theorie  der  Geometrie,  wende,  habe  ich  zunächst  zu  coneta- 
tiren ,  dass  hier  eine  viel  Bpecleltere  Auffassung  des  BegriEFes  der  mathe- 
matischen Wissenschaft  >nr  Anwendung  kommt,    als  es  in  den  meisten 
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der  beatigen  inatlieoiatiBchAD  Schriften  ^schiebt.  Nach  dieser  allgaDMi- 
nen  AnfTassnng  ist  Mathematik  dit^jenige  Wisaeoschaft,  welche  alle  Ord- 
nnDgsheziebiingen ,  die  stetige  oder  discrete  Manuigfaltigkeiten  zulaseen, 
entwickelt  nnd  die  KriterieD  nntersucbt,  die  diese  Beziehungen  ehaiak- 
terisiren;  ganz  unabhängig  davon,  welche  dieser  Kriterien  bei  einer  ge- 
gebenen Hannigfaltigkeit  erffilU  eind.  Unter  Geometr|ie  versteht  man 
daher  jetzt  in  der  Regel  (von  einzelnen  inconseqnentea  Stellen  abgeBebeo) 
etwas  sehr  viel  Allgemeineres,  als  dasjenige  Sjvtem,  welches  die  in 
unserem  Baume  vermSge  der  festen  Körper  gegebenen  Massbexiehnngen 
behandelt;  nnd  ebenso  giebt  es  eine  allgemeinere  Arithmetik,  als  di« 
gewöhnliche,  deren  Gegenstand  die  rationalen  nnd  irrationalen  Kahlen 
sind.  —  Die  Frage  aber,  welches  der  mathematischen  Systeme  im  ge- 
gebenen Falle  specielle  Anwendung  (s.  B.  speciell  -  geometrische 
Verwendung)  en  finden  bat,  liegt  Über  den  Grenzen  der  Hathematik; 
genng,  dass  sie  die  Kriterien  darbietet. 

Was  der  Verfasser  also  von  der  Geometrie  und,  wie  er  bemerkt, 
von  der  Mathematik  Überhaupt  anssagt,  besieht  sich  nnr  auf  die  Fi»ga 
nach' denjenigen  Systemen,  welche  fBr  specielle  Mannigfaltigkeiten,  wie 
den  Kaum  unserer  gewohnten  Vorstellung  oder  das  gewöhnliche  Zahlen- 
gebiet,  zur  Anwendung  zu  gelangen  haben.  Auf  die  mathematische  Wls- 
senschaft  Uberhanpt  aber  beziehen  sich  seine  Bemerkungen  nicht. 

Die  Theorie  ist  im  Wesentlichen  die  folgende:' 

Der  Inhalt  nneerer  gewohnten  Ranmanscbannng  kann  völlig  auf  eine 
begrenzte  Zahl  von  Definitionen  nnd  Axiomen  zurdckgeführt  werden ,  die 
möglichst  einfache  Abstractionen  ihres  Gebiets  sind,  abweichend  von  den 
Übrigen  Wissenschaften ,  in  welchen  die  Grundbegriffe  gerade  die  schwie- 
rigsten nnd  letzten  sind.  Die  Axiome  sind  nicht  nothwendig,  allgemein 
und  UDverUndBrlicb  in  absolut  rationalistischem  Sinne;  vielmehr  enthalten 
sie  ürtheile  Aber  Frfahrungsthatsacben  nnd  sind  nur  relativ  nothwendig 
nnd  allgemein  insofern,  ab  sie  unsere  Anschauungen  tlherall  darstellen. 
Auch  die  Constmctionsbegriffe  enthalten  empirische  Elemente,  wenn  auch 
keine  neuen,  als  die  scfaoo  in  den  Axiomen  ausgesprochenen;  sie  sind 
aber  keine  blossen  Abstractionen ,  sondern  anch  Modificationen  des  empi- 
risch Gegebenen,  ideale  Bilder,  deren  Conceptton  rein  volliogen  werden 
kann,  —  Diese  letztere  Möglichkeit  soll  nur  auf  der  Gleichartigkeit 
der  Ranmelemente  bemhen.  Wir  möchten  aber  doch  den  Grund  dieser 
Art  von  VorstellnngeD  darin  finden,  dass  die  einfachsten  Gebilde,  Ge- 
rade und  Ebene,  seihet  als  durch  die  eine  oder  andere  Art  der  Coa- 
strnction  ans  den  Baum elemeuten  erhalten  gedacht  werden.  —  Endlich 
sind  auch  die  Axiome  der  Gross  engte  ich  heit  empirisch. 

Ausser  den  Grundbegriffen  ist  auch  die  Methode  fUr  das  Wesen 
der  Geometrie  charakteristigcb.  Die  Geometrie  verfährt  einmal  (abgesehen 
von   ihren  Axiomen)  synthetisch,  da  in  jedem  geometrischen  Lefanatse 
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nese  Uerkmale  dnrcb  Definition  eingdfUhrt  und  vexBchiedene  Begriffe  mit- 
einander combinirt  werden.  Diese  Kant'scbe  Bemerknng  scblieast  aber 
nicht  ans,  dass  auch  das  Analysiren  dea  Inhalts  der  g^ebenen  Voraus- 
Setzungen  ein  wesentlicbeB  Element  der  Entwickelnngen  bildet.  —  Was 
sodann  die  Sicherheit  des  geometrischen  Fortschritts  betrifft,  so  beruht 
dieselbe  darauf,  dass  man  eben  schon  die  Axiome  ab  allgemein  giltig 
ansieht,  somit  unabhängig  wird  von  jeder  besondem  Erfahmng;  denn 
die  angewandte  dednctive  Methode  giebt  dann  jedem  Satze  dieselbe  rela- 
tive Noth wendigkeit  ttnd  Allgemeinheit,  welche  die  eleoeDtaren  B«- 
ziehnngen  schon  besitzen.  Hier  aber  schliessen  wir  uns  mehr  der  Seh o- 
penbauer'scben  Ansiebt  an,  nach  der  durch  eine  solche  ZnrackPUhning 
wohl  das  „Dass",  aber  nicht  das  „Wamm"  eines  jeden  Satzes  erkUit 
wird;  denn  nnr  das  directe  Znrtlckfflhrea  eines  Satzes  anf  diejenigen 
Tbatsacben  der  Erfahrung,  ans  welchen  die  Anome  selbst  erst  abgezo- 
gen sind,  giebt  volle  Befriedigung. 

Nach  dieser  Theorie  des  Verfassers  stellt  sich  der  wesentlichste 
Unterschied  der  Geometrie  von  den  flhrigen  Wisseuscbaften  dabin,  dass 
sie  ein  Gebiet  zu  untersuchen  bat,  welches  nach  den  verBchiedeuen ■Rich- 
tungen hin  in  sich  gleichartig  ist.  Gerade  dieser  Unterschied  trifft 
ftir  die  reine  Mathematik  selbst,  deren  Gebiet  ein  viel  weiteres  ist,  nicht 
zu.  Anch  ist  zn  bemerken,  dass  die  Voraussetzungen,  welche  för  nasere 
Geometrie  mit  Recht  als  Axiome  ausgelegt  werden,  in  dem  System  der 
reinen  Mathematik  eine  ganz  andere  Stellung  einnehmen:  sie  werden  hier 
ebenfalls  zu  Definitionen  and  sind  als  solche  weder  nothwendig,  noch 
allgemein,  sondern  insoweit  willktirUcb,  als  sie  sich  nicht  selbst  wider- 
sprechen. 

Wir  sehen  bei  dieser  Besprechung  von  vereinzelten  Mängeln  in  der 
Darstellung,  wie  etwa  anf  S.  57,  wo  der  Biemann'scbe  Ausdruck  des 
KTUmmnngsmasBes  mit  dem  davon  verschiedenen  Lipscbitz'achen  iden- 
tificirt  wird  etc.,  ab,  da  dieselben  ohne  Einflnss  anf  die  Betrachtungen 
geblieben  sind.  Dagegen  haben  wir  über  die  in  dem  Buche  ansgeflbten 
Kritiken  noch  einige  Worte  hinzuzufügen.  Die  Kriük  gegen  ZHIlner's 
Auffassung,  nach  der  der  Raum  vier  Dimensionen  haben  könne  und 
weiter  nothwendig  positiv  gekrdmmt  sein  mfisse,  Iftsst  sich  durch  wesent- 
liche Argumente  verstärken.  Denn  wie  sollen  in  einem  ebenen  Baume 
von  vier  Dimensionen  die  mechanischen  Gesetze  beschaffen  sein,  damit 
in  einem  Schnitte  desselben,  in  unserem  Baume  nSmlich,  die  bekann*  ' 
ten  Principien  Geltung  behalten,' wie  die  Constani  jeder  Masse,  das 
Gesetz  von  der  Erbaltung  der  Kraft  etc.?  Kann  man  ja  doch  anch  nicht 
solche  Gesetze  fär  diejenigen  Schnitte  gelten  lassen,  welche  eine  feste 
oder  bewegliche  Ebene,  oder  gar  alle  gleichberechtigten  Ebenen,  ans  den 
Körpern  unseres  Baumes  ausschneiden.  Auch  der  Schlnss  ZOllner's 
anf  den  unendlich  grossen  Drnck  ist  schon  matbemadach  unhaltbar. 
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In  der  Auffassung  einigei  Stellen  aoa  der  Schrift  von  F.  Klein: 
„Vei^leicbende  Betracbtnngen  ttber  neaere  geometriscbe  FoFsebang«!!", 
begebt  deT'Verfuser  offenbar  einen  Irrthnm.  Ans  dieser  Stelle  vird 
geschloBsen,  dass  Klein  ans  den  ueatireD  geometrischen  Theorien  (wor- 
nuter  seine  eigene  ist)  gar  keine  philosophischen  Conseqnenseo ,  sinch 
nicht  psychologische,  zulasse.  Aber  ans  dem  gansen  Zusammen- 
hange dieser  Stellen  geht  hervor,  dasa  Nichts  weiter  ansgedrflckt  wer- 
den BoU,  als  was  der  Verfasser  seibat  S.  88  ausspricht:  dass  die  philo- 
sophische Fragestellung  nach  dem  Utspmng  des  Parallelen aziome  iwai 
dnrch  die  matbema tischen  Unters nchun gen  angeregt  ist,  aber  mit  Hil^ 
selbststlndiger  Erkenotnissprincipien  erfolgen  muss.  Hierin  liegt  Nichts 
weiter,  als  eine  Enthaltung  des  Mathematikers  ale  solchen  von  wnem 
Urtheil  tlbet  mögliche  philosophische  Cansequensen.  Auch  die  in  dem 
Texte  der  Schrift  (S.  126flgg.)  gemachten  Bemerkungen  werden  binfU- 
lig,  wenn  man  beachtet,  dass  Klein  mit  „Vorstellnng"  offenbar  den 
sonst  „Fiction''  genannten  Begriff  beseiebnet  hat. 

Erlangen,  Octobet  1877.  M.  Nqbthbk. 


Die  Bedaatn&g  der  Fnngsometrie.     Hit  Bezug  auf  den  AufsatE:   „Ueber 
den  Ursprung  und  die  Bedentang  der  geometrischen  Axiome,  von 
Helmbolta".     Von   Sohhitz-Dumont.     Leipaig,  Koscbny.      1877. 
47  S.' 
Diese  Schrift  gehört  an  den  lahlreicbea   philosophischen  Arbeit«n, 
in  denen ,  wie  es  in  der  vorhergebenden  Recension  erwXhnt  worden   ist, 
selbst  die  Bedeutung  der  mathematischen  Untersnchnngen  fflr  die  Bildnng 
de«  Axiomen  Systems   miss  verstanden   wird.     Der  Verfasser   nimmt  philo- 
sophisch einen  ihm  eigen thUmlicben  Standpunkt  ein,  womach  der  Raum 
nur  eine  Form   des  logischen  Denkens  sein  soll.     Hiemach    lOat 
sich  fhr  ihn  der  ganae  Inhalt  unserer  Baum  Vorstellung  in  nothirendige 
lopsche  Begriffe  anf,  ja,  SKtze  der  Uecbanik,  wie  der,  dass  eine  Hnaee 
ohne  ftusserlieh  neu  htazntretendes  Moment  Kicbtnng  nnd  Geschwindig- 
keit gleichförmig  beibehillt,  sind   fOr  ihn  nur  Ausdrücke  des  Identität»- 
sataes.     Ausserdem  entbllt  die  Schrift  auch  dnrcbgehends  die  auf  S.  80 
der  vorigen  Becension  angegebene  Unterschiebung. 

Der  Verfasser  kleidet  seine  Beweise  vorzngaweise  in  matbernktisehe 
Form,  aber  es  charakterisirt  den  logischen  Standpunkt  des  Verfassera 
genügi^nd,  dass  er  bei-jedem  solchen  Beweise  entweder  flir  den  Hatbe- 
matlker  unverständlich  wird  (wie  S.  8,  wo  aus  einer  doppelten  Abbil- 
dangaart  eines  Kreises  wohl  selbstverständlich  awei  verschiedene  Resnl- 
tate  eischetnen  mflssen),  oder  unmögliche  mathematisch«  Begriffe  anfstellt 
(wie  aeine  „absolut  kOrseate"  Linie  oder  seine  Conception  von  mehr  kIb 
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zwei  ZVL  einBoder  senkrechten  Linien  in  derselben  Ebene),  oder  dass 
er  SchlnBsfebler  begeht  (wie  S.  14 — 15,  wo  er  ein  in  keiner  der  dict 
Geometrifln  möglicbes  Maaseystem  einer  in  einer  solchen  gedachten  Drei- 
eckamessnng  zu  Grande  legt),  oder  endlich,  dass  er  den  logischen  Grand 
der  drei  Dimensionen ,  analog  dem  der  algebraischen  UnanflSsbarkeit  von 
allgemeinen  Oleichnngen  von  höherem  als  viertem  Grade,  in  mystischen 
Zahleneigenschaften  snchtl 

Erlangen,  October  1877.  '  M.  Nosthbb. 


Gesohichte  d«r  Attronomie  von  Rudolf  Wolf,  anf  Veranlassnng  nnd  mit 
Unteretatznng  Sr.  Majest&t  des  Königs  von  Bayern,  Maximilian  IL, 
beransgegeben  dnrch  die  historiBche  Commission  bei  der  königl. 
Akademie  der  Wissenschaften.  München  1877,  bei  K.  Oldenbonrg. 
XVI,  815  8. 
Der  nns  vorliegende  stattliche  Band  l^hrt  einen  doppelten  l^tel. 
Den  zweiten  haben  wir  hier  als  Ueberschrift  gewXhlt.  Der  anf  einem 
ersten  Blatte  ihm  vorausgehende  heisst:  Geschichte  der  Wissen- 
schaften in  Deutschland.  Neuere  Zeit.  XVI.  Band.  Ge- 
schichte der  Astronomie.  Ein  anffSlligeter  Widersprach,  als  der 
zwischen  den  beiden  Titeln  Iftsst  sich  nicht  wohl  denken.  Der  allgemeine 
Plan,  der  der  ganzen  Reihe  geschichtlicher  Werke,  welche  dnrch  die 
historische  Commission  in  München  herausgegeben  werden,  zu  Grunde 
liegt,  verlangt  die  Darstellung  der  Entwickelnng  der  einzelnen  Wissen- 
schaften in  Deutschland  In  neuerer  Zeit.  Herr  Wolf  stellte  sich  all- 
gemein die  Aufgabe,  eine  Geschichte  der  Astronomie  zu  achreiben.  Die 
Verdienste  deutscher  Forscher  auf  dem  Gebiete  der  Sternkunde  kommen 
zur  Geltung,  aber  kaum  mehr,  als  die  von  Astronomen  ans  irgend  einem 
andern  Volke.  Und  ebeDso  wenig  wie  an  die  Schranke  der  Nationalität, 
band  sich  der  Verfasser  an  die  Schranke  der  vorgeschriebenen  Zeit.  So 
weit  eine  beglaubigte  Geschichte  der  Astronomie  möglieb  ist,  greift  Herr 
Wolf  zurück  und  ISsst  in  einem  fast  14  Bogen  starken  ersten  Buche: 
die  Astronomie  der  Sltesten  Völker  an  dem  Leser  vorüberziehen, 
bevor  er  in  einem  zweiten  Buche  gleichen  Ümfanges  zu  der  Reforma- 
tion der  Sternkunde,  in  einem  dritten  erat  i^r  neueren  Astro- 
nomie gelangt.  Wenn  wir  diesen  Widerspruch  hervorheben,  so  geht 
unsere  Absicht  durchaus  nicht  dahin,  dem  gelehrten  Verfasser  einen  Vor- 
wurf daraus  zu  machen,  dasa  er  die  Anfgabe  anders  begriff  und  anders 
löste,  als  sie  ihm  von  aussen  gestellt  war.  Wir  betonen  nnr  mit  Genng- 
thunng,  dass  in  diesem  Abweichen  von  dem  vorgesteckten  Ziele  eine 
Uebereinsdmmung  mit  den   Ansichten   sich  kundgieht,    welche  wir  tot 
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zwSlf  Jabreo  bei  der  Anzeige  von  Qudtelei,  Histoire  de*  tdencet  matkd- 
metiguet  et  phyaiquet  ehez  let  Beiges  (Zeitsehr.  Math.  Phys.  XI,  Literalnr- 
seitnng  B.  29)  dabin  atuftthrten,  es  aei  nicht  möglich,  eine  Geschichte 
der  Mathematik  in  Italien,  in  Belgien,  in  Dentschland  in  schreiben. 
Zwischen  der  Geschichte  der  Astronomie  and  der  der  Mathematik  findet 
aber  der  engste  Zusammenhang  statt,  so  dass  kanm  ein  Name  in  der 
ersten  sar  Geltung  gelangt,  der  nicht  aach  der  zweiten  angehSrt,  so  dua 
also  auch  die  gleichen  Einflüsse  and  Abbtngigkeiten  in  dei  einen,  wie 
in  der  andern  zn  Tage  treten.  Diese  Gemeinsamkeit  Ist  es  auch,  welche 
uns  gestattet,  ein  Urtheil  Über  eine  Geschichte  der  Astronomie  öffentlich 
aasznsprecben ,  w&hrend  irir  einem  tbeoretiscb  oder  gar  einem  praktisch 
aatronomiscben  Werke  gegenüber  es  nicht  wagen  würden,  unsere  Laien- 
•  stimme  in  erheben. 

Mit  dem  Urtheil  tiber  ein  so  nmfaseend  angelegtes  und  ragleich 
tausend  Einaelheiten  in  sich  Bchliessendes  Werk  ist  es  eine  eigenthOm- 
liche  Sache.  Hau  würde  offenbar  dem  Verfasser  su  nahe  treten,  wenn 
man  Quätelet's  Wort:  „eine  Stecknadel  in  einem  Bunde  Heu  auf- 
suchen EU  wollen",  anf  sein  Werk  anwendete  and  jede  kleine  im  Texte 
oder  in  den  Anmerkungen  zerstreute  Notiz  sorgsam  prüfte,  ob  nicht  ein 
Irrtbum  unterlaufen  ist.  Keinen  Irrtbnm  zn  begehen,  ist  kaum  der  sicher, 
der  nur  solche  Dinge  aufnimmt,  welche  in  allen  6 escbicbts werken  gluch- 
mlUsig  berichtet  werden.  Wer  dagegen  überall,  wo  es  ihm  mSgltch  ist, 
auf  die  Quellen  selbst  zurückgeht,  wem  die  eigene  Anfi'assnng,  anf  gründ- 
lichem Studium  beruhend  und  mit  fremden  HeinangsttnsseiungeD  ver- 
glichen, das  Vorrecht  vor  altflberkommenen  Berichten  besitzt,  der  wird 
um  80  gewisser  da  und  dort  eines  kleinen  MissTerst&ndnisses,  einer  kleinen 
UebereilnngssUnde  sich  schuldig  machen,  aber  dessen  Schriften  werden 
auch  den  Leser  mit  dem  Bewusstsein  erfüllen,  Nenes  gelernt  in  haben 
und  darunter  nnverbXltnissmlssig  mehr  Richtiges ,  als  die  kleinen  unver- 
meidlichen Uingel  betragen.  Ein  solcher  Forscher,  wie  wir  ihn  hier 
sohilderteu,  ist  aber  Rudolf  Wolf.  Wir  wissen  kaum,  was  wir  mehr 
an  ihm  bewundem  sollen,  oh  die  Geistesarbeit,  mit  welcher  er  die  Werke 
der  grossen  Astronomen  aller  Zeiten  in  sich  aufzunehmen  und  dem  mo- 
dernen Leser  mundgerecht  zu  machen  wusste,  oder  die  Sammelth&tigkeit, 
welche  Einzelschrifteu  über  hervorragende  MKnner  oder  besonders  denk- 
würdige Ereignisse  aufspürte,  von  deren  Vorhandensein  kanm  Antiqna- 
riatskataloge  ünes  Fj^edländer  &,  Sobn  oder  eines  Ganthier -Villars  Kunde 
gehen.  Wenn  Herr  Wolf  den  unglaublichen  Reichthnm  an  biographi- 
schen und  literarischen  Nachweisnngen  in  Poggendorff  s  Handw9rter- 
bnehe  rühmt,  welches  er  unendlich  oft  benutzen  konnte,  so  ist  Referent 
mit  der  WerthschAtznng  jenes  zweibKndigen,  gegenwärtig  jedem  Ge- 
schichtsforscher auf  dem  Gebiete  der  ezacten  Wissenschaften  «nentbehr- 
liehen  Hilfswerkes  vOlUg  einverstanden;  aber  die  Qerechti^uit  verlangt. 
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da«8  man  hiDsnAlgfl:  Poggendorff  8  Handwörterbuch  Ibst  an  bänfigen 
Stellen  dnrch  Wolfs  GeBchichte  der  ÄstroDumie  sich  ergansen. 

Dass  Herr  Wolf  bei  so  nnabbSngigen  and  ins  Kleinste  eindringen- 
den Foncbungen  ntcbt  selten  von  bergebracbten  Ersäblnngen  sich  ent- 
fernt, dass  er  dabei  anf  manche  gelegentliobe  Polemik  sieb  einsnlasaen 
genötbigt  i£t,  kann  nicht  verwundern.  Wir  möchten  dieselbe  sogai  in 
eine  doppelte  Art  von  Polemik  unterscheiden,  in  eine  solche,  wo  er  fait 
mehr  gegen  die  Verfasser  ron  ansprucbsToU  auftretenden,  aber  keinerlei 
Ansprüche  befdedigendeu  Schriften  mit  Namenanennung  sa  Felde  sieht, 
und  in  eine  solche,  wo  es  ihm  nnr  um  den  Gegenstand  der  ContrOTersQ 
zu  thun  ist.  In  letzterer  Beziehung  fühlten  wir  selbst  an  einzelnen  Stellen 
uns  getroffen,  ohne  dass  Herr  Wolf  unseren  Namen  dabei  genannt  bitte, 
während  wir  gewiss  keinen  Grund  haben,  mit  der  Art,  in  welcher  wir 
an  anderen  Orten  von  ihm  genannt  wurden,  unzufrieden  an  sein.  Wir 
wtlrden  auch  da,  wo  Herr  Wolf  als  unser  Gegner  oder,  wie  wir  gern 
gestehen,  theilweise  als  unser  Bericbtiger  auftritt,  gegen  eine  offene 
Polemik  Nichts  einsnvenden  gewusst  haben,  so  liebenswürdig  iat  die 
gewählte  Form.  Von  etwas  derberer  Natur  sind  die  Schläge,  welche 
Herr  Wolf  jenen  Personen  angedeihen  ISsst,  die  er  zu  diesem  Zwecke 
besonders  nennt.  Er  mag  ja  in  der  Auswahl  dieser  Prttgelknaben  mit  einer 
einzigen  Ausnahme  richtig  getroffen  haben,  allein  wir  wfinschten  doch  einen 
etwas  unnachsichtigeren  Bothstift  gegen  gewiBse  AnsdrQcke  angewandt, 
deren  Natnrwtlchsigkeit  ihrer  Salonfäbigkeit  im  Wege  steht.  Wenn  wir 
eine  Ausnahme  noch  besonders  erw&bnten ,  so  meinen  vir  Süte  445  und 
468,  wo  Herr  Wolf  von  einem  nach  unserer  festen  Ueberzeugnng  un- 
gerechtfertigten Verdachte  gegen  einen  Gelehrten  beeinflnsst  erscheint, 
der  nns  als  Forscher,  wie  als  Ehrenmann  gleich  hoch  steht  und  dessen 
Wahrhaftigkeit  da  gewiss  nicht  angezweifelt  werden  kann,  wo  er  sich 
einer  Leichtgläubigkeit  schuldig  bekennt,  welche  ihm  den  Spott  der  Welt 
und  den  Verlost  einer  einem  kleinen  VennSgen  gleichkommenden  Summe 
eintrug. 

Unsere  biaberigeu  Bemerkungen  konnten  möglicherweise  den  Ein- 
druck hervorbringen  I  als  sei  das  von  uns  besprochene  Werk  vorwiegend 
als  Detailarbeit  scbHtzeDSwertb.  Wir  wollen  nicht  verbeblen,  dass  in  der 
Tbat  das  Nene,  welches  uns  darin  begegnete,  weniger  in  grossen  bahn- 
brechenden geschichtlichen  Gedanken,  als  in  einer  Fülle  von  kleineren, 
wenn  aueh  mitunter  Nichts  weniger  als  unbedeutenden  Entdeckungen 
besteht.  Aber  damit  soll  keineswegs  gesagt  sein ,  die  Geschichte  der 
Astronomie  trete  nicht  genugsam  in  grossen  Zügen  hervor.  Die  reiche 
Verzierung  jedes  einzelnen  Gliedes  der  Kette  verhindert  keineswegs, 
dass  es  ala  Kettenglied  erkannt  werde.  Man  lese  nnr  die  einem  Ptole- 
mäus,  einem  Copernicns,  einem  Kepler,  einem  Laplace  gewidme- 
ten Auseinandersetzungen  and  man  wird  die  Bilder  dieser  grossen  Hinntr 


Hiatoriaob-Iiterarieclie  Abtbeilniig. 


deutlich  hervortreten  sehen,  man  wird  nicht  einen  Angenblick  in  Zweifel 
darüber  aein,  was  ein  Jeder  derselben  für  die  Entvickelnng  der  Stem- 
knade  geleistet  hat.  Eines  vielleicht  möchte  man  vermissen:  eine  tiber- 
sichtliche  synchronistische  Zosammenstellnng  der  Kenntnisse,  welche  zn 
verschiedenen  Zeiten  allgemein  verbreitet  waren.  Wie  dachte  man  fiber 
den  gestirnten  Himmel  etwa  in  den  Jahren  300  v.  Chr.,  1400,  1500, 
1650?  am  nur  einige  Hanptepochen  zu  beseichnea.  Diese  Frage  stellt 
sieb  gewiss  mancher  Leser,  der  in  einem  Znge  das  Wolf'scbe  Buch 
durchliest  und  sich  nicht  etwa  begntlgt,  mit  Hilfe  des  mnsterhaft  genauen 
Inhallsverseichnisses  über  ihm  besonders  wichtige  Dinge  Bescheid  zu 
suchen.  Diese  Frage  wird  ihm  aber  nicht  beantwortet.  Wir  wissen  wohl, 
daaa  die  Beantwortnng  an  Schwierigkeit  ihres  Gleichen  sucht.  Ohne 
allzu  merkliche  Wiederholung  von  bereits  im  Detail  Gesagtem  in  kürzester 
Form  auf  wenigen  Seiten  ein  hinreichend  deutliches  Bild  des  geistigen 
Znstandes  einet  längst  verstorbenen  Zeitgenossen  Schaft  zu  entwerfen,  das 
ist  keine  Aufgabe,  die  ein  jeder  Schriftsteller  lösen  könnte,  Dass  wir 
Herrn  Wolf  sie  stellen,  mag  ihm  und  unseren  Lesern  den  Beweis  liefern, 
welchen  Anforderungen  wir  ihn  gewachsen  glauben.  Camtor 


Das  Hsthematisohe  im  Talmud.  Beleuchtung  und  ErUutemng  der  Tal- 
mudstellen mathematischen  Inhaltes  von  Dr.  B.  ZncKasHAHN. 
Beilage  enm  Jahresbericht  des  jtidisch-theologischen  Seminws 
„FrSnckel'scber  Stiftung".  Breslau  1878.  64  S. 
Herr  Zuckeimann  hat  sich  dnrch  Veröffentlichung  dieses  Programms 
entschiedene  Verdienste  erworben.  Die  vergleichende  Geschichte  der  Ma- 
thematik ,  wie  sie  insbesondere  fHr  filtere  und  Kiteste  Zeiten  zur  Erkennt- 
niss  cultnrhistorisoher  ZusammenhSnge  allein  verwerthbar  ist,  bedarf  der 
Vorarbeiten,  die  Demjenigen  nnroöglich  zugemuthet  werden  können ,  der 
auf  die  Verglercbnng  selbst  hinreichend  anstrengende  nnd  zeitraubende 
Thfitigkeit  eu  verwenden  hat.  Zn  diesen  wesentlich  sammelnden  Vor- 
arbeiten sind  nur  wenig  zahlreiche  Forscher  befXhtgt,  denen  die  Sprache 
der  abzusuchenden  Werke  gleich  geläufig  sein  mnss ,'  wie  der  Gegenstand, 
dem  sie  oacbspären  wollen.  Herr  Zuokermann  scheint  bu  diesen  be- 
rechtigten und  berufenen  Aiheitein  zu  gehören.  Seine  Stellung  an  der 
Fränckefschen  Stiftung  dient  nns  zum  Beweise,  dass  die  Sprache  des 
Talmuds  für  ihn  keine  unüberwindlichen  Schwierigkeiten  bietet,  und  den 
Besitz  der  mathematiscfaen  Kenntnisse,  welche  gefordert  werden  mfissen, 
erweist  der  Verfasser  in  seiner  Abhandlung  selbst.  Die  mathematiachen 
Kenntnisse,  welche  zur  ErUutemng  der  hier  behandelten  Talmndstellen 
erforderlich  erscheinen,  liegen  Übrigens  recht  eng  hm  einander.  In  der 
That  kommt  es  in  fast  allen  von  Herrn  Zuckermann  erläuterten  Streit- 
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fT«g«D  nur  auf  Dreierlei  ad  :  anf  den  Wertb  vou  y2,  auf  die  FUche  des 
Kreises,  aof  den  KreiBamfang. 

Fflr  y2  rnttsBen  in  aufeinander  folgenden  Zeiträumen  Terschiedene 
NSherungewerthe  Qblicli  gewesen  sein.  Die  älteste  Hieohna  Oholot  nahm 
y2^^,  die  spätere  Hischna  Erubin  ^2  =  1^  an  mit  dem  Bewnaatsein, 
dieser  Werth  sei  ein  wenig  zu  klein,  was  sich  aber  nicht  oKfaer  beatim> 
men  lasse;  dem  noch  späteren  Talmud  genfigte  ^2  =  ^  (S.  11).  Anf 
diesen  letzteren  Werth  hat  auch  schon  S.  GUnther  (Vermischte  Unter- 
suchungen zur  Gesch.  d.  matb.  Wissensch.  Leipzig  1876.  8.  304  Note  **) 
anfmerksam  gemacht.  Wir  benutzen  die  Gelegenheit,  hier  eine  Bemer- 
kung zu  verSffentlichen ,  welche  auf  das  Vorkommen  desselben  Nabe- 
Tungswerthes  bei  Griechen  sieh  besieht  und  zu  welcher  wir  vor  etwa 
einem  Jahre  gelaugten.  Die  erste  beweisende  Stelle  fanden  wir  hei 
Proklos  (Commen'tar  zu  Euklid  edit.  Friedlein  pag.  427  Un.  1—24), 
wo  es  heisst:  ot>  fd^  hn  ttt^äyaivos  äfi$iios  xn^ymvov  tmlüatog,  ti  n^ 
liyoi  tig  tor  wvtfyvs.  o  yo'p  bäÖ  tov  J  vav  ano  tow  e  imXätiöi  iöttv 
ä  dlovTos-  Nicht  mit  gleicher  objccÜTer  Bestimmtheit,  aber  persönlich 
von  der  Richtigkeit  unserer  neaen  Auffassung  Hberzeugt,  weisen  wir  auf 
Heron  von  Alexandrien  iedii.  HnUsch  pag.  212  lin.  29  —  30)  hin.  Wir 
haben  die  gleiche  Stelle  in  Anmerkung  75  unserer  „Agrimensoreo"  be- 
reits hervorgehoben,  damals  aber  noch  nicht  verstanden.  Es  handelt  sich 
um  die  Auf^ndung  der  Hypotenuse  50  des  rechtwinkligen  Dreiecks  mit 
den  Katheten  30  und  40,  und  diese  AufBndnug  lehrt  Heron  ausser  durch 
50  =  ^30*+40'  auch  folgendermassen :  avvgts  t«c  jS*  nXivgae  rä  l'  ital 
t«  ft'.  yhovzat  o.  ro«««  ii\  i'xv.  «tfriof  tö  £"  v'.  D.h.  50  =  (30-1-40). 5.+. 
Der  Sinn  dieser  Rechnung  scheint  nns  nun  der  zu  sein,  dass  da  bei 
Gleichheit  der  beiden  Katheten  die  Hypotenuse  durch  Vervielftltigung 
der  Kathete  mit  yi  gefunden  wurde ,  bei  Ungleichheit  der  Katheten  ihr 
arithmetisches  Mittel  mit  derselben  yi  vervielfältigt  werden  oder  ihre 
Summe  durch  j/2  getheilt  werden  soll,  was  wegen  y^^i  in  Gestalt  einer 
Hultiptication  der  Summe  der  beiden  Katbeten  mit  ^  ausgerechnet  wird. 

Die  zwei  anf  den  Kreis  hesäglicheu  Regeln  werden  zwar  jede  für 
sich  in  scheinbar  von  einander  ganz  nnabh&ngiger  Weise  aufgestellt,  sagen 
aber  im  Grunde  genau  das  Gleiche.  Die  Richter  in  Caesarea,  so  erzählt 
der  babylonische  Talmud  sowohl  Erubin  766,  als  Succa  8a,  b,  besasseu 
den  zur  Schlichtung  von  Streitigkeiten  benutzten  Satz:  „Der  Kreis  im 
Quadrat  ist  ein  Viert  («i,  das  Quadrat  im  Kreiseist  die  Hälfte." 
Zu  grosse  Klarheit  wird  Niemand  diesem  Satze  vorwerfen;  im  G^entheil 
wird  man  es  wohl  begreiflich  finden,  dass  im  Lanfe  der  Zeiten  der  Sinn 
mehr  als  einmal  verloren  ging  und  ans  dem  annähernd  wahren  Satze  die 
verkehrtesten  Folgerungen    gezogen  wurden.      Der  Sinn  ist  nämlich  der. 
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dASB,  wie  die  aweite  Hälfte  des  Sstzes  za  veretehen  giebt,  das  ÜDem 
Kreise  eingeschriebene  Quadrat  genan  die  HSlFte  des  demBelben  Kreise 
nrnscbriebeDen  Quadrates  bildet,  während  der  ersten  Hälfte  des  Satzes 
zufolge  der  Kreia  selbst  am  ein  Viertel  weniger  Fläche  einnimmt,  als 
das  ihm  umschriebene  Quadrat,  lieber  diesen  mit  dem  Wortlaute  nicht 
ganz  überemstiramenden  Sinn  lassen  aber  Commentare  und  Anwendungen 
keinen  Zweifel  zu.  Die  Fläche  des  dem  Kreise  umschriebe  neu  Quadra- 
tes ist  4H,  und  wird  diese  um  ein  Viertel  verringert,  so  bleibt  für  die 
EreisSäche  Sr*,  mitbin  n  =  3.  Wieder  der  babylonische  Tahnnd  spricht 
nun  auch  den  zweiten  Satz  aus:  „Alles,  was  im  Umfauge  3  Hand- 
breiten hat,  ist  t  Hand  breit"  nnd  damit  ist  das  Verhältniss  des 
Kreisnmfanges  zum  Durchmesser  oder  n  =  3  wiederholt  festgestellt,  wenn 
auch,  wie  wir  achon  sagten,  der  Znsammenhang  beider  Vorschriften  auf 
den  ersten  Blick  nicht  einleuchtet.  Den  Talmudisten  selbst  mnss  wohl, 
wie  bei  dem  damaligen  Znstande  griechischer  Wissenschaft  nnd  dem 
griechisch -palästinischen  Verkehre  einleuchtet,  das  Vorhandensein  eines 
genaueren  Wertbes  für  n  nicht  fremd  gewesen  sein.  Darauf  deutet  die 
Frage  jenes  neugierigen  Anonjimus  (Embin  14a):  Woher  leitet  man  den 
Satz  ab,  dass  dem  Durchmesser  1  der  Umfang  3  entspreche?  Er  erhält 
zur  Antwort:  1.  ECuige  VH,  23.  Anknüpfend  au  dieselbe  Stelle,  welche 
die  Gestalt  des  sogenannten  ehernen  Heeres  betrifft,  welches  10  Ellen 
Tou  einem  Rande  zum  andern  maas,  und  eine  Schnur  30  Ellen  lang  war 
das  Mass  rings  herum,  bähen  wii^  früher  einmal  (Zeitschr.  Uath.  Phys. 
XX,  bistor.-literar.  Abth.  8.  163 — 165)  Tersncht,  die  gleiche  Frage  des: 
„Woher  n  =  3?"  zu  erörtern  und  sind  zur  Wahrscheinlichkeit  gelangt, 
diese  Annahme  sm  altorientaliscb ,  muthmasslicb  babylonisch.  Wir  haben 
daftir  auf  das  Auftreten  dieses  Nxheningswerthes  in  China,  in  Griechen- 
Und  hinweisen  dürfen;  wir  haben  später  (Zeitachi.  Haih.  Phys.  XXU, 
bistor.-literar.  Abth.  S.  17)  den  gleichen  Werth  bei  Indern  auftreten  sehen, 
was  unsere  Meinung  noch  bestärkt.  Da  wir  an  dem  erst  angegebenen 
Orte  (Bd.  XX  dieser  Zeitschrift)  nus,  wie  wir  durch  brief  liebe  Anfragen 
erst  TOI  Kurzem  erfahren  haben,  über  die  eine  Art  von 'Anwendung  des 
Werthes  n  =  3  nicht  mit  hinlänglicher  Deutlichkeit  ansgedrDckt  haben, 
so  sei  gestattet,  hier  darauf  aurtlckznkomnien.  Ans  den  Abmessungen 
des  ehernen  Meeres,  anaammengeh alten  mit  den  2000  Bath,  welche  hin- 
eingegangen sein  sollen,  zogen  wir  damals  den  Scbluss,  den  Verfertigen) 
des  ehernen  Heeres  habe  die  Formel  |nr*  für  den  Kugelinhalt  unter 
Annahme  von  »  =  3  gedient  Wir  meinten  Datflrlioh  nicht,  dass  jene 
Formel  als  solche  bekannt  war;  sie  war  es  so  wenig,  wie  die  2nr  flir 
den  Kreiinmfang,  wie  nr*  für  die  Kreisfläche!  Aber  wir  meinten,  man 
habe  den  Kugelinhalt  berechnet  als  Ar*  oder,  was  vielleicht  noch  deut- 
licher ist,  als  ^-t^r*)''  ^>*  anderen  W**'^^«:  ^^^  Kreisnmfang  galt  für 
das   Dreifache   des   Durchmessers,    die  Kreisdäche  fflr  drei  Viertel  des 
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amacbriebenen  Qnadrates,  dei  Kugelinbalt  fHr  die  Hülfte  des  nmichrie- 
benen  WUrfeli,  laatei  scbeinbar  veiBcbiedene  Regeln,  lOBammenbängend 
aber  nnd  sogar  richtig,  Bofem  n==3  wSre.  Ob  freilieb  jene  Behanptnng, 
die  wir  für  den  Kngelinbalt  ansspracben,  aU  der  WisaenBcbaft  gesicbert 
bingeatellt  werden  kann,  ist  iweifelbaft  gevorden.  Wir  battan  als  Aus- 
gangspunkt die  metrologischen  Annahmen  gewKhlt,  welche  J.  Op.pert 
in  seinem  tHalon  des  mesures  Jssyriennes  ableitete.  Diese  An- 
nahmen selbst  sind  inzwiscben  darch  K.  Lepslns  (Die  babflonisch- 
assyrischen  Lfiogenmaasse  nach  der  Tafel  von  Senkereh.  Aus  den  Ab- 
bandlnngen  der  kSnigl.  Akademie  der  Wissenschaften  sn  Berlin  1877) 
angefochten  worden.  Der  Streit  spann  sich  in  den  Uonatsberichten  der 
Berliner  Akademie  flit  December  1877  nnd  Febrnar  187S  weiter  nnd  ist 
bis  inr  DruckbefSrdemng  dieser  Zeilen  ab  abgeschlossen  noch  keines- 
wegs xn  betrachten.  Bei  diesem  Streite  dreht  es  sich  schliesslich  nm  die 
Bedentnng  einselner  Keilsebriftieicben'  und  am  thatsXchliehe  Abmes- 
sangen,  welche  genügen,  wenigstens  ein  Ornndmass  Über  jeden  Zweifel 
an  erheben.  Weder  in  der  einen,  noch  in  der  andern  Besiehnng  com- 
petent  oder  im  Besitze  des  erforderlichen  reichhaltigen  Materials,  mflBsen 
wir  in  dieser  Polemik  die  Person  eines  zwar  nicht  interesselosen ,  aber 
der  Entscheidang  nicht  fftbigen  Zuhörers  bilden,  abwartend,  bis  das  letzte 
Wort  von  jeder  Seite  gesprooben  sein  wird.  Vielleicht  würde  Herr 
Zackermann,  der  in  seinem  mir  allerdings  nicht  zn  Gesicht  gekom- 
menen Buche  „Das  jüdische  Uasssystem"  (Breslau  1867)  genSthigt  war, 
wenigstens  auf  die  jüdischen  LKngen-  und  Hohlmaasse  nKher  einangeben, 
Uancherlei  zur  Unteratützung  einer  der  beiden  Meinnngen  beibringen 
kfinnen. 

Unter  den  Streitfragen  der  Talmndisten  selbst,  bei  denen  mathe- 
matische Dinge,  also  im  Wesentlichen  die  genannten  Zablenwertbe  anr 
Bede  kommen,  wollen  wir  nur  eine  einzige  hervorbeben,  weil  bei  ihr 
ein  grtlsster  Werth  vorkommt.  Im  Pentateuch  (3.  Mose  XIX,  19)  heisst 
es:  Du  sollst  dein  Feld  nicht  beiHen  mit  mancherlei  Samen.  Die  Schrift- 
gelehrten suchten  nun  YorBchrifien  zu  bilden,  nach  welchen  verschieden- 
artige Pflanzungen  unter  Verwerthung  eines  grttestmti glichen  Feldstückes 
nnd  anter  Festhaltung  der  Satzung,  dass  das  Verschiedenartige  nur  an 
einzelnen  Punkten,  nie  an  Linien  zusammentreffen  dürfe,  vorgenommen 
werden  kSnnen.  Ans  dem  quadratischen  Felde  von  der  SeitenlHnge  / 
IXsst  man  zu  diesem  Zwecke  vier  Eckquadrateben  von  der  Seitenlftnge  x 
frei  nnd  bepflanzt  die  zwischen  denselben  sich  ergebenden  Bechtecke  am 
Bande  des  Feldes  mit  je  einer  Samengattnng.  In  das  bis  jetat  noch 
freie  innere  Quadrat  beschreibt  man  ein  anderes  von  halber  Oifisse, 
welches  seine  Ecken  in  den  Mitten  der  vier  Bandrechtecke  besitzt,  und 
besKt  diese»  mit  einer  fünften  Samengattnng.  Das  besKte  Feld  soll  nnn 
ein  Maximum  werden.     Da  x  die  Höhe,   I  — 2x  die  Basis  jedes  Band- 
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Techteckea  bezeichnet,  da  ansEerdem  t  —  2x  die  Seite  des  inneren  Qdk- 
dr&tes  bildet,  in  welches  die  fünfte  Samengattung  in  selbst  qnadrstischer 
Form  eingesKt  werden  soll,  so  ist  die  Fnnction,  welche  an  einem  Maxi- 
mum werden  soll, 

Demnsoli  ist  f'{x)  =  —t2x  +  2l,  /"(a:)  =  — 12.     Ein  Maiinmm  entsteht 

also  bei  ^^ä")  ^owi"  die  Constmction  leicht  folgt     Oenan  eben  diese 

ConetinctioD  lehrte  aber  Uaimonides  (1135  —  1204).  Freilich  giebt  er 
keinerlei  Anskanft  darüber,  wie  er  zd  seiner  Constmction  gekommen  sei 
und  welchen  Zweck  er  dabei  im  Ange  habe.  Vielleicht  mochten  ihm 
gewisse  elementare  Betrachtnagen  des  relativen  Werthes  dieser  nnd  an- 
derer Zerfällangen  des  ursprünglichen  Feldes  in  Beete  dienen,  wie  üe 
auch  Herr  Znckerraann  S.  16 — 16  benutzt.  Cahtob 


Der  Ttaibant^iotafl  Beweis  ftr  du  täSte  Axiom,  historisch .  iind  kritisch 
erörtert  ron  Prof.  Dr.  8.  OGnthbr.  Programm  eur  Schlnssfeier 
des  Jahres  1876 — 77  an  der  ktfoigl.  Studienanstalt  zu  Ansbach. 
Seit  Euklid  die  erste  uns  erhaltene  Fetal lelentheotie  auf  eine  For- 
derung stützte,  welche  bei  jedem  Leser  den  Zweifel  wach  rufen  musste, 
ob  denn  diese  Forderung  auch  zn  erfüllen  sei,  sind  mehr  als  zwei  Jahr- 
tausende veräoasen.  Jener  Zweifel,  den  wir  als  naturgetnäss  bezeichne- 
teD,  Hess  nicht  lange  anf  sieh  warten.  Schon  Clandins  PtolemBns, 
der  grosse  alesandrinische  Astronom,  schrieb  eine  besondere  Schrift  über 
das  sogenannte  elfte  Axiom,  welche  uns  allerdings  verloren  gegangen 
ist,  deren  Hauptinhalt  aber  von  Proklns  in  seinem  Coramenlar  zu  den 
euklidischen  Elementen  aufbewahrt  wurde.  Das  einmal  gegebene  Bei- 
spiel fand  Nachahmung  zu  den  verschiedensten  Zeiten,  und  wenn  wir 
nur  auf  das  XIX.  Jahrhundert  uns  beschränken  wollten,  so  wXre  es  eine 
zum  Brschrecken  stattliche  Anzahl  von  Versnchen,  die  Parallelenlehre 
auf  festem  Grunde  aufzubauen,  welche  uns  begegnen  wtlrde.  Herr  Gün- 
ther hat  aus  den  vielen  sogenannten  Beweisen  des  elften  Axioms  einen 
hervorgehoben,  der  es  nach  mancherlei  Richtung  verdiente,  geschichtlich 
verfolgt  und  mit  prüfendem  Blicke  nach  'seinen  Schwkchen  untersucht  sb 
werden.  Es  ist  das  der  Beweis,  den  Tbibaut  seit  dem  Anfange  an- 
seres  Jahrhunderts  in  seinen  von  Hunderten  von  Zuhörern  besttehten 
Vorlesungen  lehrte  und  in  seinem  „Grundrisse  der  reinen  HatbematiV* 
niedergelegt  hat,  jener  Beweis,  welcher  zunächst  die  Winkelsnmme  d«B 
Dreiecks  zu  zwei  Rechten  vermöge  einer  in  drei  Acten  mit  zwischen- 
liegendor  Translation    vollzogenen    vollen    Rotation    begründet   nnd    von 
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dieser  WinkelsDinme  ans  die  Eigenschsflen  der  durch  eine  Transversale 
nnd  awei  Parallelen  hervorgebrachten  Winkel  ableitet.  Der  Verfasser 
des  nns  vorliegenden  Scbnlprogramms  bat  mit  bekannter  Beleeenheit  die 
Spuren  dieses  Thibaut'schen  BeTeises  bis  anf  die  Gegenwart  zu  vor- 
folgen gewnsat,  hat  Uberdiee  anfmerksam  darauf  gemacht,  welche  Zweifel 
auch  ihm  sich  gegenüberstellen.  Wir  beben  nnr  zwei  von  diesen  Beden- 
ken berans.  Untencheidet  man,  wie  neuere  Geometrie  es  zn  thnn  liebt, 
zwei  Seiten  einer  Geraden  etwa  als  nntere  and  obere  Seite,  eo  schllesst 
sich  bei  vollcogener  voller  Umdrehung  die  obere  an  die  untere  Seite  der 
gedrehten  Geraden  an,  nnd  es  setzt  demnach  der  Beweis  ancb  die  Be- 
haiiptnng  als  richtig  voraus,  dasB  zwei  Gerade  zusammenfallen,  wie  sie 
auch  mit  Festhaltung  zweier  Punkte  aneinasder  gelegt  werd«n.  Das 
andere  Bedenken  geht  dahin,  ob  es  statthaft  sei,  die  Zwiscbenacbiebnng 
fortscb  reiten  der  Bewegung  zwischen  drehende  Bewegungen  verBunebmeD, 
ohne  den  Satz  der  Bewegungslehre  vorauszuschicken,  dass  solche  Ein- 
Bchiebung  erlaubt  sei,  ein  Satz,  der  selbst  wieder  zu  seinem  Beweise 
die  Lehre  Ton  den  Parallelen,   gsnauer  vom  Parallele gramm,  erfordert. 

GAMTOa. 

Fhüipp  Reis,  der  Erfinder  des  Telephon,   von  Prof.  Dr.  Scbbnk,  Vor- 
steher der   Gamier'schen   Unterrichts-   nnd  Erziehungsanstalt  zu 
Friedrichsdorf.    Frankfurt  a.  M.  1878,  bei  Job.  Alt,     16  S.  mit 
9  Holzschnitten.     Der  Ertrag  der  Broschüre  ist  fHr   die  Hinter- 
lassenen  des  Erfinders  bestimmt. 
Wir  mächten  dieses  kleine  Schriflchen  recht  sehr  empfohlen  haben. 
Es   enthält    in   einfach  -  warmer   Sprache    die  Lehensgeachichte   des   Er- 
Anders  jenes  Apparates,  der,    zuerst    15  Jahre   lang   fast  nur  Physikern 
von  Fach  bekannt,  plötzlich  das  Interesse  aller  Gebildeten  und  Ungebil- 
deten in  einem  Grade  auf  sich  zog,  wie  kaum  je  eine  andere  Erfindung. 
Und   doch   hatte  Philipp  Reis  das  Telephon  in  seines  Hanptbestand- 
theilen  bereits  fertig.     Einen  bedeutsamen  Unterschied  erkennt  man  höch- 
stens  in   der  jetzigen    Benutzung    eines    MetallbtSttchens,    wo    bei  Reis 
eine   tbierische  Membran    sich    fand.     Wie   sehr   Reis   des   theoretischen 
Grundes  nnd  der  zu  erhofi'enden  praktischen  Tragweite  seines  Telephons 
sich  bewuBst  war,  erkennt  man  aus  seiner  Original mitthei lang  von  1861, 
welche   Prof.  Schenk   in   sehr  richtigem  QefQhle  hier  auf's  Neue  ab- 
drucken liesa.  Camtor. 

Ueber  die  geradlin^  Flftohe  dritter  Ordnung  und  derea  Abbildung  snf 
einer  Bbene.     loaugural  -  Dissertation  von  Bsmho  Klein. 
Von  den  Gebilden  zweiter  Ordnung  als  Erzeugnissen  zweier  geraden 
projectiTischen  Punktreihen  ist  ein  ForUchreiten  zu  den  Gebilden  dritter 
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Ordnang  entweder  als  ErseugoisB  einer  genden  Pnnktreibe  und  einer 
%n  ihr  projectivischen  geraden  Involution,  oder  als  GrzengniM  einer  ge- 
raden nnd  einer  zu  ihr  projecti riechen  kntmmen  Pnnktreihe  (zweiter  Ord- 
nung) mSglich.  Von  der  ereteren  Ereengnngeart  ansgehead,  behandelt 
Weyr  die  Cnrren  dritter  Cluse  nnd  Begel&XcLen  dritter  Ordnung  in 
den  beiden  Werken:  „Theorie  der  mehrdeatigen  geometrischen  Silemen- 
targebitde"  nad  „Geometrie  der  rSnmlichen  EraengnisBe  ein  -  swmdentiger 
Gebilde";  von  der  ewetten  Erzengnngsart  ans  hat  Schraeter  In  der 
Abhandlung:  „ErBengniese  krumm- projectivischer  Gebilde",  Orelle's 
'Journal  Bd.  54,  die  Cnrren  dritter  Olasae  nntersaeht.  Die  rorli^ende 
Diasertation  fährt  diese  Unterencbung  für  den  Fall  weiter,  daaa  die  Trä- 
ger der  beiden  Panktreihen ,  dio  Gerade  e  und  der  Kegelschnitt  x',  nicht 
tu  derselben  Ebene  liegen;  lie  zeigt  znnilcbat,  dass  das  Erzeagnise  dieser 
Pnnktreihen  eine  Regelflüche  dritter  Ordnung  mit  einer  Doppellinie  d  ist, 
dem  Orte  der  Schnittpunkte  von  Erzeugenden  der  Fläche.  Die  wind- 
schiefen Geraden  e  nnd  d  sind  die  einfache  nnd  die  doppelte  Leitlinie 
der  BegelflKche.  Diese  Regelflftche  lüsst  sich  auch  durch  eine  Gerade  - 
erzengen,  welche  an  einer  Curve  zweiter  Ordnung  und  zwei  windschie- 
fen Geraden  gleitet,  von  denen  die  eine  mit  der  Curve  einen  Funkt 
gemein  hat;  sie  Usst  sieh  auch  als  Erzeugniss  eines  Ebenenbüschels  zwei- 
ter Ordnung  und  eines  projectivischen  Ebenenbfischels  erster  Ordnang 
auffassen,  dessen  Äxe  nicht  durch  den  Mittelpunkt  des  ersteren  geht  nnd 
in  keiner  Ebene  desselben  liegt,  woraus  dann  folgt,  dass  sie  anch  durch 
eine  Gerade  erzeugt  wird,  welche  auf  zwei  windschiefen  Geraden  und 
einer  Kegelä&che  zweiter  Ordnung  gleitet,  die  von  einer  der  beiden  Ge- 
raden berührt  wird.  Dann  wird  die  Classe  der  Flüche  bestimmt;  die  anf 
ibr  liegenden  Onrven  und  ihre  Berührnngs ebenen  werden  untersucht:  die 
gefundenen  Resultate  lösen  einige  Aufgaben,  welche  Reye  der  zweiten 
Auflage  seiner  Geometrie  der  Lage  beigefügt  bat;  vergl.  Reye,  Geo- 
metrie der  Lage,  S.  178  —  181.  Ans  den  beiden  mitgetheilten  reciproken 
Erzengnngsarten  der  Fl&che  dnrch  die  projectivischen  Punktreihen  e  uud 
X*  oder  dnrch  die  pr<!Jectiv)scben  Ebenenbtlscfael  erster  und  zweiter  Ord- 
nung d  uud  A  folgt:  Wenn  die  Pnnktreihen  x*  nnd  e  als  zu  einem 
Baume  S,  die  Btlsobel  J  und  (i  als  zu  einem  andern  Baume  ^  gebfirend 
betrachtet  werden,  so  sind  die  Räume  £  und  2^  dnrch  die  Regelflftcbe 
reciprok  auf  einander  bezc^en  in  der  Art,  dass  sie  zusammen  ein  Null- 
aystem  bilden,  in  welchem  den  Pnnktreifaen  »'  nnd  e  die  Büschel  J  und 
d  angeordnet  sind.  Ans  dem  ersten  Absätze  des  §  6  kann  unmittelbar 
gefolgert  werden  —  was  nicht  ansdrücklicb  geschehen  ist  — ,  dass  die 
BegelflSchen  auch  erzengt  werden  durch  eine  Pnnktreibe  auf  der  dop- 
pelten Leitlinie  d  und  eine  zu  ihr  projectivieube  Involution  auf  der  ein- 
fachen  Leitlinie  e.  Die  ursprünglich  gegebene  Curve  x*  kann  durch 
ii^end  eine  andere  Curve  zweiter  Ordnung  l*,  welche  auf  der  BegelflSehe . 


liegt,  ersetzt  werden  (§  3);  alle  aaf  dieser  liegenden  Carven  aweiter 
Ordnung  werden  von  xwei  darch  e  gehenden  Ebenen,  den  Caspidal- 
ebenen,  berührt;  sämmtlichfl  Berühmngepankte  liegen  auf  swei  Ge- 
raden, den  singnlären  Ereengenden,  deren  Schnittpunkte  mit  d  die 
CaBpidalponkte  sind. 

Der  zweite,  nmfangreichere  Theil  der  Arbeit  (S,  18 — 57)  bringt  die* 
Abbildnng  der  FIKche  auf  einer  Ebene  und  behandelt  mit  ibier  Hilfe  die 
Geometrie -auf  der  FlSche.  Die  Abbildnng,  su  weichet  schon  Clebacfa. 
Reye  und  Cremona  gelangt  sind,  piojicirt  jeden  Funkt  der  FlKche 
dnich  diejenige  Gerade,  welcbe  dnrcb  diesen  Pnnkt  gelegt  ist  nnd  zwei 
feste  windschiefe  Erzengende  a  und  b  schneidet,  anf  die  Bildebene  f\ 
diese  ist  durch  die  doppelte  Leitlinie  d  gelegt  und  endi&lt  weder  i, 
noch  b.  Es  werden  die  Bilder  der  Erzeugenden,  Leitlinien  and  Curren 
der  FUcbe  bestimmt;  jedem  durch  die  Fläche  bestimmten  Nullsystem 
entspricht  in  der  Bildebene  ein  Polarsystem  (§  9).  Die  letzten  Para- 
graphen bescbXftigen  sich  mit  den  Cnnren,  in  denen  die  RegelflSche 
dritter  Ordnung  von  andeten  algebraischen  FlHchen  geschnitten  wird, 
mit  den  Betührungscnrren  nnd  den  Haupttangen tencnrven. 

Der  dritte  Theil  (S.  5S  -  61)  behandelt  noch  den  speciellen  Fall, 
dasB  die  projecttviscben  Gebilde  e  nnd  x^  einen  Pnnkt  gemein  haben; 
das  EtzDugniss  deiselben  ist  in  diesem  Falle  eine  Regelfläche  dritter 
Ordnung  mit  einer  Doppellinie. 

Aus  der  Inhaltsangabe  ergiebt  sich ,  dass  das  Schriftchen  von  einem 
nenen  Ausgangspunkte  an  die  Hanptei genschaften  der  BegelflXchen  dritter 
Ordnung  «ntwickelt.  Es  wird  Demjenigen,  der  sich  fHi  den  behandelten 
Gegenstand  interessirt,  eine  angenehme  Lectnre  sein.        Milinowski 


Hilfttafflln  fDr  buometritohe  HAhenmeunngea,  berechnet  nnd  herans- 
gegeben  von  Ludwig)  Kruhktbr,  Premieriientenant  und  Sectiona* 
cbef  im    topographischen  Bnrean  des  königl.  bayrischen  General- 
subes.     München,  R.  Oldenbonrg.     1877.     gr.  8°.    X,  194  S. 
Die  Hanpttabelle   ist  in  der  Art  berechnet,  wie  ältere  Hilfstafeln, 
indem  als  erstes  Argument  das  arithmetische  Mittel,  als  eweites  Argument 
der  unterschied  der  anf  O'*  redncirten  Barometerstände  dient.     Die  Ta- 
belle   IKsst    (unter   Voraossetzung    von   0°  Lufttemperatur)   HShennnter- 
aohiede  in  Meter  finden,  welche  Dmcknnterschieden  von  0,1  bis  24,9"" 
bei  der  halben  Barometerstandssumme  600,5  bis  779,5""  (nach  ganzen 
Uillimetem  fortschreitend)  entsprechen.     In  der  sehr  kurz  nnd  nicht  ganz 
pritcis  gehaltenen  Erlänternng  (drei  splendid  gedruckte  Selten  nnd  eine 
vierte   fUr  ein  Beispiel)  wird  Berechnungsweise  und  Gebranchiweise  der 
Tafel  angegeben,  nicht  aber  erwähnt,  welcher  Wertb  der  Constanten  beufltait 
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warde.  Nachrechnend  findet  man,  dus  dieser  18403  war.  Banern- 
feind  and  Rttblmann  geben  die  Zahlen  1S404,9  and  18429,1  an  tär 
die  geographische  Breite  45°,  woraus  sich  für  die  Breite  von  Manchen, 
dem  Ansgaheerte  der  Tafeln  (48°)  eder  für  die  Breite  (50")  von  Hittel- 
dentschland  18381,5  und  18378,2  oder  18405,7  und  18402,4  berechnen. 
'Durch  die  Correcturglieder  wegen  Feuchtigkeit  nnd  mittlerer  Hecres- 
hShe  werden  diese  Zahlen  nicht  nnbetrSchtlich  grösser. 

Gegen  die  unbestrittene  Regel ,  in  Tafeln  kein«  ÜberflUsaigeu  Zahlen 
zu  schreiben,  verstösst  das  Bncb  bedeutend.  Das  zweite  Argameot 
schreitet  nach  Zehnteln  fort,  welche  der  Verfasser  aber  als  Hnndertel 
schreibt,  was  auf  jeder  Seite  10,  im  Ganzen  1800  äberflüseige  NalUeichen 
einführt.  Aach  das  erste  Argument  enthält  eine  zweite  Deci  mal  stelle, 
die  stets  Null  ist  —  macht  weiteren  Ueberfluss  von  180  fettgedruckten 
Nullen,  WSien  als  Argument  ganzzahlige  Hülimeter  genommen  statt  der 
un geradzahligen  halben  Hillimeter,  so  wären  abermals  180  fettgedruckte 
Ziffem  erspart  worden  nnd  zugleich,  insofern  man  leichter  auf  ganze  als 
auf  halbe  Millimeter  rechnet,  die  Interpolation  bequemer  geworden.  Der 
.einem  Hillimeter  Druckdifferenz  entsprechende  HSbennnterschied  steht 
nicht  nur  in  der  Tabelle,  sondern  fett  gedruckt  nochmals  fflnfgtellig  in 
der  Ueberscfarift  —  Verschwendung  von  900  Ziffern  und  180  Komma, 
nebst  ebensovielen  Punkten  und  Gleichheitszeichen.  Diese  Gleichheits- 
zeichen haben  eine  von  der  gewöhnlichen  abweichende  Bedeutung  und 
w&reu,  wie  unter  ähnlichen  Verhältnissen  in  Logarithmentafeln  ttblicb, 
besser  durch  einen  Stern  ersetzt,  denn  es  bat  etwas  matbemaüsch  Ver- 
letzendes, die  Unwahrheit  643,50=12,420  zu  lesen. 

Der  Umfang  der  Tafeln  scheint  viel  zn  gross.  Einmal  haben  Centi- 
meter  für  barometrisch  bestimmte  Höhenunterschiede  keine  ernsthafte  Be- 
deutung, die  WeglaSBung  der  zweiten  Decimale  hätte  eine  Eraparung  von 
54360  Ziffern  ermöglicht.  Zum  Andern  ist  zu  bemerken:  Es  ist  kaum 
möglich,  daes  das  Mittel  der  in  Höhenmessungen  (Tiefenmessungen  in 
Gruben  eingeschlossen)  vorkommenden  (auf  0°  reducirten)  Barometer- 
stände 779,5  erreicht;  damit  es  aber  auf  €00,5  herabsinke,  müssen  die 
Messungen  in  Höben  tiber  2000  Meter  gemacht  werden ,  über  der  Schnee- 
grenze Deutschlands  und  der  sie  umgebenden  Länder.  Das '  Bedttrfnisa 
und  damit  die  Berechtigung  einer  Tafel  besteht  nur,  wenn  ein  hänfigei 
Gebrauch  derselben  vorkommt.  Nimmt  man  an,  ausgedebote  (Tafeln 
wdnschenswerth  machende)  barometrische  Höhenmessungen  kämen  in 
Deutschland  von  Gmben,  die  noch  etwas  unter  das  Meeresnivean  reiehen, 
bis  zu  einer  SeehOhe  von  1000  Metern  vor,  so  genügte  gerade  die  Hälfte 
des  Umfanges  der  Tafeln,  103320  Ziffern,  sehr  viele  Komma,  Punkte, 
Buchstaben  blieben  erspart. 

Die  Ansichten  über  zweckmässige  Ausführlichkeit  von  Hilfstafeln  sind 
verschieden.     Der  Berichterstatter  bentttst  die  Gelegenheit,  die  aeinige  an 
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den  vorliegenden  Tafeln  zu  exemplificiren.  Darnach  könnte  der  weaent- 
licbe  Inhalt  der  fraglichen  Tabelle ,  unter  Beibefaahnng  des  als  zu  gross 
erkannten  Umfange  (600—779)  anf  ^  der  DmckflSche  bei  gleicher  Zlf- 
ferngrösse  gegeben  weiden.  Nämlich  statt  anf  einer  Seite  das  0,1-  bis 
24,9fache  einer  Zahl  zu  geben,  genttgt  es,  das  1-  bis  9 fache  dieser  Zahl 
in  einer  Zeile  zu  geben.  Die  Zeile  beanspmcfat  (niit  Vorsetzung  des 
Arguments)  300  Qnadratmillimeter,  eine  Seite  der  vorliegenden  Tafel  aber 
hat  (abgesehen  von  Ueberschrift  u.  a.  w.)  innerhalb  des  Rahmens  19656 
Qnadratmillimeter  Drackfläche.  Die  ganze  Tafel  liesse  sich  auf  6  Seiten 
klein  Octav  (mit  sehr  breitem  Bande),  statt  auf  180  Seiten  groaB  Octav 
bringen ,  und  bei  Abkürzung  der  Tafel  auf  den  halben  Umfang  liesae  sich 
auf  2  Seiten  gross  Octav  Alles  zusammendrängen  —  stets  die  gleiche 
ZiffemgröBse  beibehaltend-  Diese  ausserordentliche  Ersparung  von  Papier, 
von  165246  Ziffern,  6384  Buchstaben,  Komma  und  Punkte,  wird  erkauft 
mit  der  Hübe,  statt  ei^e  Zahl  auf  einer  Seite  zn  suchen,  deren  drei  in 
derselben  Zeile  stehende  aufzusehlagen  und  an  addiren.  Die  abgeküß- 
ten Tafeln  verlaugten  nnr,  einen  vierten  Addenden  aus  derselben  Zeile  zu 
nehmen,  wenn  der  Barometers tandsnnterschied  nach  Hnndertelmillimetern 
in  Rechnung  gezogen  werden  soll  —  die  aasftlhrlichen  Tafeln  nSthtgen 
zu  einer  Interpolation,  an  deren  Erleichterung  Nebentafeln  mit  Differen- 
zen nnd  Proportionaltheilnngen  gegeben  sind,  die  bei  den  gekttraten 
Tafeln  entbehrlich  sind.  Noch  mehr:  Die  ausführlichen  Tafeln  reichen 
nur  bis  zu  einem  Dmckunterschiede  von  24,9°"'  nnd  fordern  fttr  gros- 
sem Unterschied  Tbeilaeg  nnd  Znsammenstellung  —  die  abgekürzten 
Tafeln  leiden  nicht  unter  dieser  BescbrSnkung. 

Die  zweite  Tabelle  ^ebt  die  Verbesserungen,  welche  an  den  unter 
der  Voraussetzung  von  0"  Lufttemperatur  berechneten  Ergebnieee  aosu- 
bringen  sind,  nämlich  ^^  dieser  Nallhöbe  mal  der  Summe  der  nach  Cel- 
siusgraden  an  den  Endstationen  gemessenen  Temperaturen.  Das  eine 
Argument  der  Tafel  bildet  die  Temperatnrensnmme  in  der  nach  oben 
wohl  nnnCthig  weiten  Ausdehnung  von  0"  bis  70°  um  je  4'^  fortschrei- 
tend, das  andere  Argument  ist  die  Nnllböhe  in  der  Ansdehnnng  von  10 
bis  250"  je  um  10"  fortschreitend.  Auch  hier  scheint  es  vortbeilbafter, 
nur  das  1-  bis  Ofache  der  Oorreotnreinheit  anzugeben,  wodurch  Raum- 
erspamisB  eraielt  wird  nnd  der  Vortheil,  auch  tlber  250"  Nn)lb6be  hinana 
in  gleichmässiger  Weise  die  Tafel  gebrauchen  *zu  können. 

Die  Ausstattung  des  Buches  ist  vortrefflich;  so  weit  die  Prüfungen 
des  Berichterstatters  reichen,  sind  Drackfebler  vermieden.  „ 
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BrgebmiHe  physikalisolier  Fondiang,  bearbeitet  tob  Dr.  C.  Böhm,  Pro- 
fesioT  Aet  Ph7sik  an  dar  ForBtIehTBDst&lt  Ascbftffenbnrg.     I.  Lief. 

Der  Verfuser  des  Werkes,  von  dem  erst  etwa  der  dritte  Tbeil 
erscbienen  ist,  beabsichtigt  nacb  einem  anegegebenen  Prospect,  baupt- 
sXcblicb  den  BadUrfnissen  Derer  za  gentigeo,  die  sich  auf  Prüfungen  aas 
der  Physik  vorbereiten  wollen ;  er  denkt  sieb  dasselbe  aber  aTich  als  knr- 
sea  Handbach  zam  Nacbscblagen,  als  Mittel  zur  Repetition  und  als  Leit- 
faden SV  Vorlesnngen.  „Ansftlbrlichkeit  oder  gar  Vollstltndigkeit  der 
Tabellen  ist  nicht  beabsichtigt,  sondern  nnr  AnswabI  des  Wichtigsten 
nnd  anerst  NStbigen."  Die  erste  Lieferung  enthält:  Allgemeines  Über 
Körper  nnd  KrSfte,  allgemeine  Mechanik  und  Scbweie,  pbyBikaliscbe 
Ueobanik,  WSnuelebre  (erster  Tbeil). 

Nach  dem  IHtel  könnte  man  eine  Sammlnng  von  Formeln  nnd  Zablen- 
werthen  erwarten;  so  trocken  hat  der  Verfasser  den  Inhalt  nicht  geben 
wollen,  er  bat  noch  den  Zusammenhang  der  Resultate  kurz,  aber  voll- 
koAimen  gentlgend  dargestellt.  Ob  das  Werk  znr  Vorbereitung  für  Prfl- 
fnngen  ausreicht,  wird  wohl  bezweifelt  weiden  dürfen;  mit  dem  Satze, 
dass  X.  B.  „kUnfdge  Lehrer  nicht  oder  nur  selten  und  stets  in  zweiter 
Linie  bei  der  Prüfung  nach  den  Mitteln  und  Wegen  der  Forschung  ge- 
fragt werden",  wird  nicht  Jedermann  einverstanden  sein.  Als  Nach- 
aehlagebncb  dagegen  in  allen  obengenannten  Fällen,  fflr  Stndirende,  fttr 
CaniUdaten  nnd  Lehrer,  scheint  es  seinem  Zwecke  vollkommen  zu  ent- 
sprechen; doch  ist  an  bedauern,  dass,  wie  oben  angeführt,  Vollständig- 
keit der  Tabellen  nicht  beabsichtigt  ist;  es  würde  dadurch  sieber  sehr  an 
Brauchbarkeit  gewinnen.  Bei  einzelnen  Zahlenangaben,  z.  B.  Aber  Bpeci>- 
fisehe  WXrme,  Aasdebnnng  durch  Wärme  n.  s.  w.,  wäre  es  von  Interesse,  die 
Autorität  zu  erfahren,  die  Originalzahlen  nebst  Angabe  des  Namens  des 
Astors.  Das  in  Besiehung  auf  Brauchbarkeit  fUr  den  Lehrer  und  Stit- 
direnden  der  Pbysik  bei  Weitem  in  erster  Linie  stehende  Werk  von 
Honsson  (dem  nur  leider  ein  Keg^ter  fehlt)  ist  bierin  Muster  nnd 
scbdnt  auch  von  dem  Verfasser  benutzt  za  sein.  Warum  dann  nicht 
noch  die  Namen  beisetzen,  die  neben  den  Zahlen  stehen?  Vielleicht 
würde  ein  Bogen  mehr  nötbig  geworden  sein,  aber  die  Zahl  der  Ab- 
nehmer wäre  gewiss  eine  grössere. 

Im  Einselnen  Iftsst  sich  nur  wenig  aussetzen,  die  Definitionen  nnd 
Erklärungen  sind  scharf  und  ersohSpfend.  Nur  in  §  26  ist  von  rinem 
nach  dem  Erdmittelpunkte  gerichteten  senkrechten  Zuge  die  Rede 
(was  senkrecht  anr  Erdoberfläche  ist,  geht  nicht  durch  den  Erdmittel- 
punkt, vergl.  §  70);  in  §  62  wird  gesagt,  alle  Körper  seien  gleich  schwer, 
was  die  Anmerkung  indirect  verneint;  in  §67  ist  die  kühne  Behauptung 
aufgestellt,  die  Bestimmung  einer  Mittelkraft  sei  nnr  durch  eine  in  vielen 
Fällen  gar  nicht  ausführbare  Rechnung  möglich!  nnd  in  etlichen  Fällen 
ist  der  Text  für  die  Figur  an  mager,  so  dass  die  letzte  unverständlich 


bleibt,  8o  Fig.  81  nnd  die  Ftgnren  103  bis  107.  Endlich  fehlt  in  %  248 
die  Angabe,  dass  die  Gevichtszahlen  fflr  Paris  gelten. 

Ob  die  verbSitnisamäesig  anafUhrlicbe  Behandlung  der  Mechanik 
(selbst  WasaerrSder  unter  „physikalischer  Uechanik")  nach  dem  Titd 
gerechtfertigt  ist,  m6chte  sich  anch  bezweifeln  lassen;  doch  sind  freilich 
die  Bedürfnisse  fdr  verschiedene  Zwecke  Terschieden. 

Wenn  das  Begiater  ein  mäglicbst  TollstSndigea  wird,  so  haben  wir 
sicher  ein  für  jeden  Physik  Btndirenden  willkommenes* and  brauchbares 
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Du  BUipioid,  elementar  bearbeitet  von  Aua.  Jhsmt,     (Die  Ellipse.   Das 
Eltipaoid    im    Allgemeinen.     Botationaellipsoide.     Das   dreiazige 
Eilipsoid.    Schiefe  Schnitte.   Ellipsoid  nnd  Cylinder.)    Preis  1  Hk. 
Basel,  Schweighanser.     1877. 
Das  Sehriftcben  hat,  wie  der  Titel  besagt,  den  Zweck,  die  Betrach- 
tung des  EUipsoids  —  selbstverständlich  nnr,  sowüt  es  sich  um  dessen 
Inhalt,  wie  um  die  atereo metrisch  einfach  bestimmten  Abschnitte  handelt 
—  anf  elementaren)  Wege  durchanfUbren.    Der  Gedanke  aelbst  ist  nicht 
ohne  Geschick  dnrchgefilhrl  and   dürfte  auch  nicht  ohne  Interesse  sein, 
soweit  die  Zeit  für  eintf  Änsdehnang  dea  planimetrisehen  and  des  atereo- 
metrisohen  Unterrichts    ausreicht,    zumal  im  Voigange  zu  den  Berech- 
nungen   der  Ellipaaidenabachnitte    die    der  EUipaenabachnitte  ansfUhrlich 
besprochen  werden. 

Bei  Hereinziehnng  dieses  Problems  in  das  Gebiet  des  elementaren 
Unterrichts  dfirfte  aber  doch  eine  kttrzer  gefasste  Behandlung  Plate  grei- 
fen, insbesondere  da,  wo  es  sich  um  die  zur  Anwendung  gelangenden 
Proportionen  handelt;  auch  hinaicbtiich  der  schiefen  Schnitte  hei  Ellipae 
nnd  Ellipsoid  kCnnte  nicht  ohne  Vortheil  für  die  Vereinfachnng  das 
Dreieck,  bezishungaweiae  der  Kegel  bereingeEOgen  werden. 

Im  Uebrigen  kann  das  Schriftchen  bei  dem  an  und  Air  sich  billigen 
Preiae  nnd  den  TerbKltnissmässig  recht  anachanlichen  Figurentafeln  allen 
Denen  empfohlen  werden,  welche  sich  für  elementare  Bebandlang  der- 
ardger  Probleme  irgendwie  interesairen. 

Kaiserslautern.  Hdoil, 
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TTelier  eine  Stelle  des  Pappns. 

Von 

J.  L.  Heibebo. 

Hieran  Taf.  V,  Fig.  1  —  6. 

In  der  BchÖnea  nenen  Anegabe  der  CoUectiones  des  Psppns  von 
Herrn  Haltscb  ist  mir  eine  Stelle  aiifg»rallen ,  die,  wie  mir  scheint, 
Tom  gelehrten  Heraasgeber  gänzlich  miasTeretanden  ist.  Es  ist  die  lückon- 
bafte  nnd  sehr  Teidorbene  Stelle  I,  8.  302.  Zn  deren  EHänternDg  möge 
Folgendes  dienen. 

Pappns  nennt  8.  272  aU  Exempel  einer  fehlerhaften  Anwendung 
der  Kegelschnitte  zqt  Löanng  von  elementaren  Problemen :  if  h  tiS  n^cpl 
T^;  !kixos  vno  jiQxinT^iovg  kttfißavoiiivT}  OTtgtä  vcvot;  inl  xüxlov;  Cxtgia 
ist  die  Lesart  der  Handschriften  and  darf  nicht  in  tfxcgeov  mitHnltsch 
corrigirt  werden;  ait^iä  mvoiq  ist  eine  Inclination,  die  durch  Kegel- 
schnitte gefunden  wird,  wie  ja  Fappns  selbst  8.  270  die  nifaßi^fiaxa 
attfta  definirt :  oaa  ii  AvAui  Tigoßk^fiara  natfaiofißavoiilvtig  dg  Ttjn  fv^c~ 
aiv  piös  .rmv  xov  xwvov  lofiäv  ^  ital  nlfiovin*',  atci/tu  xuvxa  xixltjrai' 
nfjog  yaff  tijv  xaiaOKCvtjv  ^pt^'uccodcri  artgtav  Ojtjfta'tdiv  Inuptivtlaig,  Hya 
äi  tatg  xfDvixortf ,  ävayxtxtov. 

Auf  diese  mtQiä  vtveig  des  Arcbimedee  kommt  Pappns  nach 
einem  langen  Excnrs  Über  Apollonios  endlich  8.  298  zurttck.  Haltscb 
»agt  dort  in  einer  Note  8.290,  dass  im  ganzen  Bnche  Arcbimedes' 
niQt  iXUtov  AWes  per  plana.  Nichts  per  solida,  wie  Pappus  andeutet,  bewie- 
sen wird.  Er  glaubt  daher  annehmen  zu  mtiseen,  dass  Fappns  eine  inter- 
polirte  Ausgabe  des  A.  vor  sieb  hatte.  Dies  ist  an  und  fUr  sieb  sehr  un- 
wahrscheinlich; das  einzig  Richtige  deutet  aber  Hultsch  selbst  an:  De- 
nigue  terlium  reslal,  quod  in  cogitalionem  inducnmus:  fieri  potuisse  ul  hie 
Mcriplor  in  Archimedis  per  plana  demonstralione  occullam  laiere  solidonim  pro- 
blematum   raUonem  iudicarel,    guae  qvidem  quaeatio  his  paucii  dissolvi  nequit. 

miL-Ut.  Abtblg.  i.  ZdtMht.  t  Math.  a.  Thj».  XZHT,  i  8 
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Dasfi  Pappns  den  18.  Satz  im  Bache  Ärchimedee'  ntpl  lUxaf 
meint,  erhellt  deutlich  ans  8.  272:  fUjdtvl  yÖQ  a^otXQfö (itvov  niQtn  9v- 
vazov  ivf/iiv  to  in  uvtov  yffaipa^itvov  Oimt/rifLa,  Xiyie  di;  lo  xi]V  ntfitplQttai^ 

fv&(f^  t^  fx  v^g  ytviatmg  Iwg  ^f  itpantoiiivifs  Tfjg  FI1X05,  nad  ist  auch 
■vcia  HaltBch  angenommen  woiden.  Der  IS.  8atz  bei  Arcliimedes 
S.  235  fl^.,  ed.  Torelli  (Oxon.  1792  fol.)  laotet:  ot  na  tag  FImo;  rag 
iv  Ter  a()mx^  nf^^q>ofä  ytYQaii(tivas  ivOtitt  yQa(tfiä  init^v^  xma  to  niffag 
Tag  Jiltxo;,  ano  ii  lov  ocrfiE/ov,  0  lauv  tlQ%ä  (ho  die  Handschriften)  väg 
ikixog  KOT  op&ns  o;^  ns  t^  <'?Z{'  ^^£  ntpt^opii;,  «  o];#ti<F(i  «Vfinttfiirm 
i^  iRt^aviMJOa,  x<xl  a  ftiTttlv  cv^cüi  räf  ini^avovaag  xal  läg  oi/%äg  xäg 
Jkixog  Facr  ioatiii»  rit  toü  npoitov  ntlxlov  nf^i^ipE/^.  Der  Beweis  wird 
indirect  geführt  nnd  stützt  sich  (3.  236,  30  flgg.)  auf  prop.  7  nnd  (S.  237, 
16  flgg.)  anf  prop.  8.  Beide  SKtze  fuhren  anf  quadratische  GUichnngen, 
wie  schon  Nizze  in  seiner  trefflichen  Uebersetzung  3.  122  nnd  124  be- 
wiesen bat.  Es  kann  kanm  zweifelhaft  sein,  dassFappas  unter  Heiner 
OTtQta  vevaig  nffog  töv  xvkXov  die  zweite  (prop.  8]  verstand.  Der  acbte 
Satz  (S.  224  flg.)  geht  darauf  hinaus,  in  einem  gegebenen  Zirkel  ACß 
(Fig.  1)  eine  Linie  ans  dem  Centmm  (AV)  znr  Tangente  L^  im  End- 
punkte der  gegebenen  Linie  AC  so  sn  legen,  dass  BE'.CJ  ein  gegebenes 
VerhXltniss  bat.  Im  Beweise  (S.  224  am  Ende)  postulirt  Archimedes, 
es  sei  möglich;  im  Zirkel  XML  zwiwben  der  Peripherie  nnd  der  gegebe- 
nen Linie  LX  eine  der  CM  gleiebe  Linie  JN  so  zn  legen,  dass  sie  hin- 
länglich verlängert  den  Punkt  K  treffe  {ytvovaav  in\  id  K,  S.  225,  1). 
Die  Lösung  dieser  vtvaig,  auf  der  also  wirklich  der  18.  Satz,  wie  er 
behauptet,  beruht,  wollte,  glaube  ich,  l'appns  geben  S.  29S:  t^;  v%i 
'.Ipji^tjäouf  ^v  tu  ntqi  ilitimv  ßißllm  lafißavoitlvijs  vtvoitag  rtjv  avalvetv 
001  xcnixa^a,  ?va  ro  ßißXlov  Sn^fo^tvog  fti]  dutno^;  (weil  A.  selbst  die 
LSsung  dieses  Problems  nicht  mittheilt ,  sondern  nur  die  Möglichkeit  , 
postulitt).  IdfijSävoiTart  6i  tlg  avtr^v  ot  vnoftygafinivoi  ro'noi  ttpl  xfig 
alla  noUi  tuf  OTe^etÖv  nQoßkrifiärmv  jpij'oi^oi.  Er  ftihrt  demnlchst  fol- 
gende zwei  HilfsBätze  an  und  beweist  sie  (man  vergl.  die  ErUatemngen 
bei  Hultsch): 

1.  Wenn  eine  Linie  AB  and  ein  Pnnkt  C  gegeben  ist,  nnd  aus  C 
eine  Linie  ÜC  nach  A  B  gezogen  und  in  D  eine  Perpendicnlaire  DB  auf- 
gerichtet wird,  dann  wird  der  Pankt  B  anf  einer  Hyperbel  liegen,  wenn 
das  VerfaSltniss  CD:  DE  gegeben  ist.     (Fig.  2.) 

2.  Wenn  eine  Linie  J  B  gegeben  ist  und  anf  sie  die  Perpendicnlaire 
CD  binabgefHUt  wird,  dann  wird  der  Punkt  D  anf  einer  Parabel  liegen, 
wenn  ACXCB  dem  Prodncte  der  CD  und  einer  gegebenen  Linie  gleich 
ist.     (Fig.  3.) 

Wie  Pappns  diese  beiden  SXtze  zur  Lösung  des  Archimedischen 
Problems  angewendet  bat,   kann  mit  ziemlicher  Sicherheit  ans  dem  vei- 
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dorbenen  Texte  geratben  weid<«ii-  Die  Fignr  bei  Haltsch  S.  303  ist 
anricbtig  und  rübrt  von  ibm  selbst  her  (S.  301:  figuram  noslra  coniectura 
delmeavimus).  Der  Anfang  S.  300  ist  beillo»  corrapt,  aber  ancb  weoiger 
bedeatend.  Das  Problem  lautet:  9ieti  övtos  xvyXov  nv  ABT  xai  9tatt 
iv  avtm  tv&ilag  trjt  BT  hqI  So&hxog  litl  tijp  «SQUpt^tlag  zov  A,  ^üvtti 
fiKa|v  Ti)j  BT  tvQÜtti;  xttl  i^ff  BZV  (ich  lese  BEI*)  ntutrpti/clas  tar/v 
ty  ti^ilay  vtvovaav  n^og  «d  F  (ich  lese  nfjog  to  A).  Dass  dies  eben  das 
von  Archimedes  in  negl  iU*.  prop.  8  angedeutete  Problem  iat,  fällt  in 
die  Augen. 

Ich  gebe  jetzt  die  Beweisführung  des  Pappus  ans  diesem  Gresicbts- 
punkte  wiederhergeslellt  (Fig.  4): 

ytyoviia  ya^,  nal  xffo^io  if  (die  Hds.  t^  EA  (so  die  besten  Hds.) 
iatj  (nämlicb  der  gegebenen  Linie)  (vielleicht  väre  zn  lesen  tiUa&a  avr^  ^) 
«Ol  ty  BF  ni/os  ög^ag  ^j9i»  ij  ^Z  iaij  t^  AA.  Inil  ovv  sipöj  Qhn  t»J» 
BF  «wo  So&ivTog  tov  A  nfosßlßlrjiai  '^  AA  xal  Eö»)  avty  ji^öj  6^f^ue 
IqihTijKtv  1)  (fniiTo[v  Z,  tÖ  Z  Öqu]  (so  supplire  ich  die  Lücke,  wesentlich 
nach  Knltsch)  ngög  vm^ßol'^  (nach  dem  ersten  Hilfssatz;  denn  das 
VerbSltnias  AA:  AZ  ist  gegeben  =  I).  [Kel]  Ixtl  (xot  fehlt  in  den  Hand- 
schriften) Vaov  iniv  rö  vno  BFA  (o:  BAXAT)  rp  u'jio'  ^AE  (so  richtig 
Haltsch,  y^AF  die  Hds.)  (nach  Euclid  III,  35),  tovritniv  rrä  vno 
ZAE  (denn  ZA^AA  nach  der  Constmction),  xal  laiiv  So&tiaa  i;  AE 
(nach  der  Constr.},  to  aga  v'no  BAT  taov  ioilv  tto  uno  So9üarit  wol  tjjg 
JZ.  to  Z  aya  n^d;  nttpo^ol^  (so  Haltsch,  vjitfßolrj  die  Hds.)  do^iv 
üga  tÖ  Z  (dnrch  den  Scbneidepunkt  der  Parabel  mit  der  Hyperbel).  Das 
Folgende  ist  nicht  mit  Sicherheit  wiederherzustellen,  geht  aber  nicht  den 
Beweis  an. 

Die  Analjsis  ist  also  ziemlich  ins  Reine  gebracht;  die  Synthesis,  die 
von  Pappus  tibergangen  ist,  möchte  etwa  die  folgende  sein  (Fig.  5): 
Es  sei  die  gegebene  Linie  x.  Man  ziehe  tttiA-ßy  und  mache  >)x^cri]; 
mit  a*  als  Diameter  zeichne  man  eine  gleichseitige  Hyperbel.     Die  Linie 

Xßyi 
ßy  sei  balbirt  in  ^  und  ^1  sei  =  ■    ■■■  ;  dnrch  ß,  X  und  y  lege  man  eine 

Parabel  mit  der  Axe  in  l;  and  dem  Scheitelpunkt  in  l.    Man  bat  dann 

"lil^, ?_.  (ApoHon.  con.  I,  20;  Archimedes  guadr.  parab.  prop.  3 

p.19)  3:  SpMe  =  ^f».ie-^P*.£d;  a: 

(Je*,  jd  =  1* .  (??»-£».»)  =  ip  ißtf  +  M  {ßd  -  £>.)  =  i.d.Yi.ßS 
=  ^,ya,ßi  =  P.liAiH  ,:  ti.x^ri.ßs. 

Weiter,  weil  in  der  gleichseitigen  Hyperbel  der  Parameter  (p)  dem 
Diameter  gleich  ist,  ist  o£*=  ok.  oa  (denn  nach  Apollonina  ron.  I, 


Uütoriach- literarische  Abtbeilang. 


21  irt-?^=.-£-)-ci«'  +  ox.ii«  (Enolid.  II,  3)  =  ««"  +  20« .  «ii 
=  ,,1'.°'"° 

Es  ist  aber  ad*ö  »ji*  +  oij'=  ij^  +  tij*  nnd  JÄ*  =  (iij*  =  (i«' 
+  2tfx.xi)  +  xii'  9:  ai=tS.  Eb  wird  also  x.aä  =  yS.ßS;  aber 
}>j.^j^jf.aj  (Euclid.  I,  35)  s;  x^6(,  was  eq  beweisen  war. 


üeber  eine  Haximumaa^a'be. 

Von 

Ad.  Loesch, 

■tnd.  math. 
ffierau  Taf.  V,  Fig.  6. 

Regiomontan  erwähnt  in  einem  Briefe  an  den  Uagister  Chri- 
stian Roder  (s.  Zeitschr.  f.  Math.  n.  Phys.  XIX,  Literatnrztg.  8.53) 
folgende  Anfgabe.  In  einer  Geraden  ist  ein  Punkt  aufzufinden,  von  dem 
aus  eine  in  einer  gewissen  Entfernung  befindliche,  an  der  ersten  Gera- 
den senkrechte  zweite  Gerade  am  gTSssten  erscheint.  Uiese  Auf^^be,  die 
mittelst  Differentialrechnung  sehr  leicht  gelöst  werden  kann  —  sie  ist  eine 
Aufgabe  über  Maximnm  — ,  findet  durch  folgende  Betrachtung  anf  geo- 
metrischem Wege  ihre  Lösung.  . 

Die  erste  Gerade  sei  CD,  AB  die  andere  Gerade;  es  ist  also  mit 
anderen  Worten  in  CD  ein  Punkt  X  zu  finden,  dass  Winkel  AXB  ein 
Maximum  ist.  Denken  wir  uns  den  Punkt  A  gefunden  und  legen  wir 
durch  A,  B,  ^f  einen  Kreis,  so  sind  nur  zwei  Fälle  möglich:  1.  der  Kreis 
schneidet  CD  ausser  in  X  auch  noch  in  F,  oder  2.  er  berührt  die  Ge- 
rade in  X. 

Der  erste  Fall  ist  unmöglich;  denn  abgesehen  davon,  dass  LäTB 
=  LAXB  ist,  ist  jeder  Winkel,  den  ein  Punkt  auf  XT  mit  A  und  B 
bildet,  grösser  als  LAXB,  was  der  Voranesetzung  widerspricht.  Es  ist 
also  nur  der  zweite  Fall  flbrig,  der  alsdann  durch  eine  sehr  einfache 
Constraction  X  nas  finden  lässt.  Ziehen  wir  nämlich  den  Kreis,  der 
durch  A,  B  geht  und  CD  berührt,  so  giebt  dieser  BerÜfamngepuDkt  den 
gesuchten  Funkt  X.  Durch  eine  Betrachtung  auf  der  Figur  siebt  man 
sogleich,  daas  LAXB  wirklich  der  gröaste  Winkel  ist,  indem  dieser 
Winkel  auf  arcAB  steht,  während  die  anderen  Punkte  Winkel  liefern, 
welche  artJB  minus  einem  Bogen,  der  von  der  Lage  des  Punktes  ab- 
hängig ist,  zum  Mass  haben. 
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Recensionen, 


Vebtx  eine  «iMOieUe  Classe  Aberieher  FnEotionen.  Von  Tbomab.  Halle 
1877. 

Die  vorliegende,  57  Seiten  umfuBoude  Schrift  behandelt  die  Theorie 
derjenigen  Abel'schen  Functionen,  die  ans  algebraischen  Integralen  ent- 
springen, welche  als  Irrationalität  die  Enbikwnrzel  ans  einer  rationalen 
Fnnction  enthalten.  Diese  rationale  Function  ist  überdies  als  gebrochene 
Function  voransgeaetzt,  deren  Zähler  nnd  Nenner  von  gleichem  Grade 
sind  oder,  was  anf  dasselbe  binattakommt,  sie  ist  als  ganze  Fnnction  vof 
ansgesetzt,  welche  eine  gleiche  Anzahl  einfacher  und  doppelter  Factoren 
enthält.  Diese  Annahme  hat  zur  Folge,  dass  die  Verzweignngspnnkte 
der  Riemann'scben  Fläche,  welche  den  Verlauf  der  Kubikwurzel  dar- 
stellt, in  Paare  zerfallen  in  der  Art,  dass  die  Kubikwurzel  ihren  Werth 
nicht  ändert,  wenn  mau  beide  Verzweigungsp unkte  eines  solchen  Paares 
amkreiat,  und  dadurch  wird  die  Anlegung  der  Querschnitte,  welche  die 
Fläche  in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandeln,  leichter  und  Über- 
sichtlicher. Andere  Fälle  der  Kubikwurzel  können  als  Grenzfälle  ans 
diesem  hergeleitet  werden,  indem  man  die  Veizw ei gungsp unkte  theilweise 
zssammenf allen  lässt. 

Die  Theorie  dieser  speciellen  Functionen  gestattet  der  allgemeinen 
g^enüber  wesentliche  Vereinfachungen  und  nimmt  eine  Gestalt  an, 
welche  der  Theorie  der  hjp  er  elliptischen  Functionen  in  vielen  StUcken 
ganz  analog  ist.  Fragt  mau'Uach  dem  allgemeinen  Grunde,  weshalb  bei 
diesen  Functionen  diese  einfacheren  Methoden  zum  Ziele  fuhren,  so  ist 
er  wohl  vorzugsweise  darin  zu  suchen,  dass  hier  wie  die  Riemauu'sche 
Fläche  T  verzweigte,  also  rationale  Functionen  der  Variablen  s,  z  esi- 
Btiren,  die  nur  in  je  einem  Punkte  ttuendlich  gross  und  unendlich  klein, 
im  vorliegenden  Falle  von  der  dritten  Ordnung,  werden.  Wenn  nämlich 
solche  Fuuctioneu  in  hinlänglicher  An sahl  vorhanden  sind,  so  lassen  sich 
□ach  dem  Abel' sehen  Theorem  die  Periodensysteme  alle  durch  ganz- 
zafalige  Vielfache  je  eines  einzelnen  Integrals  erster  Gattung  ausdrücken, 
und  wenn  solche  Integrale  in  den  Thetafunctionen  auftreten,  so  kann 
man  dieselben  sofort  durch  die  entsprechenden  Brucbtfaeile  der  Perioden- 
systeme ersetzen.     Hierin  vielmehr,  als  in  der  algebraischen  Gleichung, 
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welch«  znr  Bestimmong  der  sogenaiiDteii  ÄbePGcben  Fonctioneo  im 
eogeren  Sinne  dient,  glauben  wir  den  Grnnd  der  Verein rachungen  kq 
erblicken,  welcbe  dieser  specielle  Fall  de.m  allgemeinen  gegenüber  zn- 
lässt.  Denn  iadem  man  die  der  Fanctionenclasse  zn  Grunde  liegende 
algebraiscbe  Glaichnng  zwischen  zwei  Vari&beln  von  rornherein  in  einer 
Form  annimmt,  in  der  die  Abel'Bcben  Functionen  sich  leicht  bestimmeD 
lassen,  macht  man  (wenigeteoe  in  dem  Falle  p  =  3)  eine  Annahme,  zn 
der  genau  dieselbe  Berechtignsg  vorliegt,  wie  dazu,  die  Function  unter 
dem  Wurzelzeichen  bei  den  hypeielliptischen  oder  den  hier  behandelten 
Integralen  in  ihre  linearen  Factoren  zerlegt  anzunehmen. 

Sehen  wtr^nnn  zu,  in  welcher  Weiae  der  Verfasser  die  Uaaptanf. 
gaben  der  7'heorie  in  Angriff  genommen  hat.  Bezeichnet  man  mit  ui  die 
Nonnali ntegrale  erster  Gattung  und  setzt 


'i=2  "■'t' 


80  sind,  dadurch  die  von  einander  naabhängigen  oberen  Grenzen  (<*,  z*) 
als  2^-facb  periodische  Functioneu  der  p  Veriinderlichen  vi  bestimmt  nnd 
es  ergeben  sich  hieraus  zwei  Aufgaben:  erstens  diese  oberen  Grenzen  oder 
symmetrische  Fnnctionen  derselben  durch  Thetafunctionen  der  Variabein 
Vi  darzustellen,  sodann  umgekehrt,  gegebene  2;)-fach  periodiBche  Theta- 
qnotienten  algebraisch  durch  s,.  z,  auszudrücken.  Das  erste  Problem 
ist  das  Jacob i' sehe  Umkehrptoblem ,  das  zweite  kann  man  das  Rie- 
mann'sche  nennen.  Summen  toq  mehr  als  p  Integralen  dieser  Art  zu 
betrachten,  erweitert  principiell  die  Aufgabe  nicht,  da  mittelst  des  Abel- 
scheu  Theorems  jedes  System  von  solchen  Summen  anf  eines  mit  ^glied- 
rigen  Summen  zurSckgefÜhrt  werden  kann ,  in  welchem  flberdies  die  un- 
teren Grenzen  beliebig  gegeben  sind.  Dass  Biemann  Summen  betrach- 
tet, die  ein  Glied  mehr  enthalten  (Riemann's  Werke  S.  134),  ist  durch 
seine  Methode  geboten  nnd  man  kann  Bcbliesslicb  dner  der  oberen  Oreu- 
zeD  einen  beliebigen  specielleu  Werth  ertheilen,  ohne  dass  dadurch  die 
Allgemeinheit  der  betrachteten  2;i-facb  periodischen  Functionen  ge- 
BchmSlert  würde.  In  ihrer  Allgemeinheit  gefasst,  sind  freilich  die  beiden 
oben  angegebenen  Probleme  nicht  wesentlich  verschieden,  allein  es  trifft 
sich  nicht  immer,  dass  die  einfachsten  Fälle  der  Lfisung  des  Riemann- 
schen  Problems  schon  zur  Lösung  des  J a c ob t' sehen  Problems  aus- 
reichen und  es  ist  daher  dne  Hauptaufgabe  der  Theorie,  die  Lösung  des 
Riemann' schon  Problems,  dessen  v  ollst  in  d  ige  Lösung  auf  stets  höhere 
und  höhere  algebraische  Gleichungen  führen  würde,  soweit  zu  fördern, 
dass  die  Lösung  des  Jacobi'scfaen  Problems  daraus  geschöpft  werden 
kann. 

Im  Allgemeinen  ist  der  einfachste  Fall  des  Riemann'schen  Pro- 
blems der,  in  dem  sich  die  Argumente  der  ThetafnnctioneD ,  deren  Quo- 
tienten algebraisch   bestimmt  werden  sollen,   um  halbe  Periodensjrsteme 


von  einander  zu  anterscheiden.  Diese  Anfgabe  wiid  dnrch  die  Abel- 
Bcben  Fnnctionen  im  engeren  Sinne  gelöst  nnd  reicht  bei  den  hypei- 
elliptiBchen  Fnnctionen,  aber  ancb  nsr  bei  diesen,  zur  Lösnng  des 
Jacobi'Bcben  Problems  aas.  Im  allgemeinen  Falle  /i=3  c.  B.  moss 
man  noch  solcbe  Thetaqnotienten  betrachten,  deren  Argumente  sich  nm 
Viertel  der  Perioden  nnteischeiden ,  eine  Antgabe,  die  indessen,  wenn 
die  Abel'echen  Functionen  bekannt  sind,  dareh  quadratische  Gleich- 
ungen lösbar  ist. 

In  besonderen  Füllen,  wie  der,  welcher  den  Gegenstand  der  vor- 
liegenden Schrift  bildet,  sind  es  andere  Thetaqnotienten,  welche  die 
einfachste  algebraische  Darstellung  gestatten ,  in  diesem  Falle  solche, 
deren  Argumente  sich  nm  Systeme  von  Dritteln  der  Perioden  unterschei- 
den, wobei  freilich  nicht  alle  diese  Systeme  znUssig  sind,  sondern  nur 
solche,  die  gewissen  Bedingongen  genägen.  Während  die  Anzahl  sämmt- 
licher  Systeme  von  Dritteln  der  Perioden  3'^  beträgt,  ist  nur  für  S'  von 
ihnen  die  in  Rede  stehende  einfache  Darstellung  möglich,  welche  im 
zweiten  Tbeile  der  vorliegenden  Schrift  behandelt  ist. 

Auf  das  Jacobi'sche  Problem  ist  der  Verfasser  nicht  eingegangen; 
es  scheint  aber,  als  ob  die  durch  seine  Methoden  darstellbaren  Fnnctio- 
nen 2ur  Lösnng  desselben  ausreichend  seien.  Wenigstens  ergiebt  sich 
für  den  einen  Theil  desselben  ans  den  Formeln  Nr.  38  eine  sehr  ele- 
gante Lösnng.     Setzt  man  nämlich  zur  Abkürzung 

»■(«)=('-»■)('-«,)■•■(«-',), 

«W  =  (— ',)(«-*■)  ■■■1«-*,+»). 

wenn   ^i .  A, ,  . . .  A,  4.1  die  sämmtliclien  Verzweigungspankte  sind ,  so  ist 

«W   ,,-Jf.  »■(*.)  «-*. 

eine  Oleiclinng  p*^  Grftdes,  deren  Wurzeln  t,,  ig,  ...  Xp  sind.     Da  nnn 

"■•' »>(*.) 

der  Tbetafunctionen  durch  die  Variabein  vi  ausgedruckt  sind ,  so  sind  die 
Coefficienten  dieser  Gleichnng  in  der  Weise  dargestellt,  wie  es  das  Ja- 
cobi'sche Problem  verlangt.  Es  erübrigt  dann  noch,  zu  jedem  der 
E,,  ij,...2p  den  zugehörigen  Werth  s^,  S,,...Sp  unter  den  drei  mög- 
lichen Werthen  eindeutig  auszuwählen.  Es  scheint,  als  ob  hierzu  ans 
den  in  §  20  angedeuteten  Formeln  die  Mittel  erhalten  werden  könnten. 
Indessen  müssten  diese,  nm  darüber  zu  entscheiden,  vollständiger  ent- 
wickelt sein. 

Die  Untersuchung  schreitet  ferner  zur  Theorie  der  Integrale  zweiter 
Gattung  fort,  Integrale  zweiter  Gattung  sind  solche,  welche  in  einem 
oder  in  einigen  Punkten  unendlich  gross  in  endlicher  Ordnung  werden, 
wSbrend    die  Integrale   dritter  Gattung   logarithmisch  unendlich  werden. 


durch  die  Formeln  Stet.  38  die  Verhältnisse  der  Grössen  J/  ^\"~  mittelst 
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Alle  Integrale  zweiter  Gattung  lassen  sich  mit  Znziehnng  Toa  solcbeD 
der  ersten  Qattang  and  von  algebraischen  Fnnctionea  linear  darcfa  p 
Bpecielle  unter  ihnen,  die  in  beliebig  gegebenen  Funkten,  etwa  in  Ver- 
zweignngspnnkten ,  unendlich  werden,  darstellen,  so  dass  diese  Fancüo- 
nen  nicht  von  einem  Parameter  in  tranäcendenter  Weise  abhängen,  wäh- 
rend ein  solcher  in  den  Integralen  dritter  Gattung  notbwendig  vorkommt. 
Im  ersten  Theile  hat  der  Verfasser  die  Darstellung  dieser  FnncUonen  als 
algebraische  Integrale  gegebeU'  Um  die  Theorie  derselben  eu  erledigen, 
ist  es  erforderlich,  Sammen  von  p  gleichartigen  Integralen  dieser  Art  mit 
unabhängig  veründerlichen  oberen  Grenzen  als  eindentige  Functionen  der 
entsprechenden  Integralsammen  erster  Gattung  durch  die  logarithmischen 
Ableitungen  der  Thetafunctionen  darzustellen.  Diese  Aufgabe  ist  in  den 
§§  25  bis  30  gelöst.  Die  umgekehrte  Aufgabe,  die  Darstellung  der  lo- 
garithmischen Ableitungen  der  Thetafunctionen  dnrch  algebraische  Inte- 
grale und  algebraische  Functionen,  ist  in  §  32  angedeutet  und  mag  bei 
der  Durchführung  noch  erhebliche  Schwierigkeiten  haben. 

Den  Schluss  der  ganzen  Arbeit  bildet  eine  interessante  Untersuch- 
ung, welche  die  Bestimmung  des  Werthes  von  0(0,  ...0)  durch  die  Moduln 
(die  Versweigungswerthe)  zum  Zwecke  bat,  mittelst  einer  Methode,  welche 
der  Verfasser  schon  frtlhei  mit  Erfolg  auf  die  byperellip tischen  Functio- 
nen angewendet  hat.  Die  Methode  ist  von  Riemann  angedeutet  and 
ist  die  Verallgemeinerung  der  von  Jacobi  zu  gleichem  Zwecke  bei  den 
elliptischen  Functionen  benutzten.  Sie  beruht  auf  der  Darstellnng  des 
Differentials  dlgd{fi,,.,0)  durch  die  unabhängigen  Veränderlichen  A,,  Atj,... 
^p-l-ii  welches  in  dieser  Form  die  Integration  gestattet. 

Königsberg,  im  September  1S77.  H.  Wbbbr. 


Handbuch    der   elektriBohes  Telegrsphie.     Unter  Mitwirkung   mehrerer 
Fachmänner   herausgegeben    von   Dr.  E.   E.  Zktzsche,    Profesaor 
der  Telegrapbie    am   Polytechnikum   zu   Dresden.      Erster  Band: 
Geschichte  der  elektrischen  Telegraphie.     8",  mit  335  in  den  Text 
gedruckten  Holzschnitten.     1877.    Berlin,  Julius  Springer.     Preis 
18  Mark. 
Das  uns  vorliegende  Werk,  dessen  Verfasser  längst  als  Autorität  aaf 
dem  Gebiete  der  Telegrapbie  bekannt  ist,  zeichnet  sich  vor  allen  anderen 
Lehrbtlchem    vornehmlich   dadurch    aus,    dass   die  Anordnong  des  leich- 
haltigen  Stoffes  eine  ganz  neue  ist.    Gerade  diese  Fülle  des  Stoffes  jedoch 
machte    es    fUr   den  Einzelnen    fast  unmöglich,    das  Ganze  all«n  an  be- 
arbeiten.    Aus  diesem  Grunde  hat  der  Herr  Verfasser  vorgezogen,   sein 
Werk  in    vier  von  einander  unabhängigen  Bänden,   deren  jeder  ein  tWc 
sich  ahgescbloBsenes  Ganzes  bildet,  erscheinen  zu  lassen,  wobei  die  Hilfe 


Becensioneu.  125 

bewährter  FacbgeDOSsea  thKtig  einziigreifea  im  Stande  ist.  Da  bis  jetst 
nur  der  erste  Band,  der  Geschickte  der  Telegiaphie  gewidmet  nnd  tod 
Zetssche  selbst  bearbeitet,  vollstfindig  vorliegt,  möge  ans  gestattet  sein, 
unsere  Bespiecbnng  auf  diesea  zu  beschrSuken. 

In  der  im  Uebrigen  so  reicbbaltigen  Literatur  des  Telegr&phenweseas 
machte  sich  bis  jetzt  immer  eine  empfindliche  Lücke  fühlbar,  es  fehlte 
eine  wahrheitsgetreue,  alle  Quellen  möglichst  erschöpfende  Darstellung 
des  £ntwickeIungBganges  der  Femscfareibeknnst.  Wohl  hat  Zetzsche 
1874  einen  kurzen  Äbriss  einer  solchen  publicirt,  snch  finden  sieb  in 
den  Werken  von  M.  M.  v.  Weber,  Kuhn,  Schellen,  Du  Honcel 
manche  hemerkenswerthe  historische  Daten,  allein,  abgesehen  von  der 
UnvolletSndigkeit  dieser  Notizen  fehlte  es  an  einer  eingehenden  Kritik, 
und  die  Brftillang  dieser  letzteren  Forderung  ist  es  gerade,  die  dem  uns 
vorliegenden  Werke  einen  durchaus  originalen  Charakter  verleiht.  Das 
immense  Quellens  tu  dinro,  welches  als  Grundlage  einer  derartigen  Arbeit 
unerIXsslich  ist,  manifestirt  sieb  auf  jeder  Seite  des  Bnches,  umsomehr, 
als  der  Herr  Verfasser  vorgezogen  hat,  alle  Citate  entweder  in  Paren- 
these oder  als  Anmerkung  dem  Texte  beizufügen.  In  Eubn's  Lehrbuch 
der  angewandten  El ektricitSE sichre  sind  Im  Gegentheil  alle  Quetlencitate 
jedem  Abschnitte  in  Form  eines  Anhanges  beigegeben^  behufs  rascher 
OrienttruDg  dürfte  freilich  die  erstere  Methode  vorzuziehen  sein,  wenn 
gleich  das  Auge  des  Lesers  stellenweise  durch  sie  etwas  ermüdet  wird. 
Der  Herr  Verfasser  hat  die  Geschichte  der  Telegraphie  in  zwei  Zeiträume 
getheilt,  von  douen  der  erste  die  Erfindung,  der  zweite  die  Ausbil- 
dung der  Telegraphen  nmfasst. 

Wir  lernen  zunächst  die  grösstentheils  fruchtlosen  Versuche,  die  Bei- 
bungselektricität  zum  Zeichengeben  zu  verwenden,  kennen;  an  die  wissen- 
schaftlichen Spielereien  eines  Bayle,  Gilbert,  0.  v.  Guerike  seblos- 
sen  sich  die  schon  vollkommeneren  Apparate  von  Keusser,  Böck- 
mann, Lesage,  Ronalds,  Salva;  auch  des  ge heim nissv oll en „töf^j^apAe 
intime'^  von  Alexandre,  dessen  Wesen  nie  aufgeklärt  worden,  ist  hier 
Erwähnung  gethan.  Wie  ein  bewährter  Fachmann  schreibt,  war  man 
nahe  daran,  fernere  Versuche  aufzugeben,  als  zwei  neue  grosse  Ent- 
deckungen, nämlich  Oersted's  Beobachtung  der  Nadelablenkung  und 
diejenige  Arago's,  welche  lehrt,  dass  yom  Strome  umflossenes  Eisen 
magnetisch  wird ,  der  weiteren  Entwickelung  der  Fernschreibeknnst  Thor 
und  Thür  öffneten.  Wenngleich  schon  Sömmerrlng's  Telegraph  auf  die 
zersetzende  Kraft  des  Galvanismus  basirt  war,,  so  blieb  es  doch  dem 
schöpferischen  Geiste  eines  Schilling  vorbehalten,  das  Agens  richtig 
anzuwenden.  Zwar  war  es  diesem  Erfinder  nicht  vergönnt,  die  Früchte 
seines  Strebens  zu  geniessen,  allein  unter  den  Händen  Cooko's  und 
Wheatstone's  erlangte  sein  Apparat  alle  Verbesserungen,  deren  es 
bedurfte,  die  Telegraphie  einer  neuen  Entwickelnngsperiode  eut|^geniu- 
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fuhren.  Vor  der  Uebertragung  des  Schilling' schea  Telegraphen  D«ch 
England  hatten  Gansa  nnd  Weber  in  Göttingen  ihren  anfaDglich  dnrch 
galvanische,  apUer  durch  InductionsBtrOnie  betriebeneu  Nadelapparat  anf- 
gestellt ,  worauf  dann  Steinbeil's  schöpferüche  Hand  einen  f&r  die 
damalige  Zeit  vorEflglicb  constmirten  Schreib» pparat  beistellte.  Die  ans- 
fuhrliche  Darstellnng  der  BDcceasiven  Verbeäsernngen ,  welche  Wheat- 
stone  nnd  Gooke  am  Nadeltelegraphen  anbrachten,  die  ersten  Zeiger- 
apparate dieser  Erfinder  und  endlich  die  sehr  interessanten  Daten  der 
Erfindang  des  Hoiae'scben  Schreibapparates  aohliessen  den  ersten  Zeit- 
raum. 

Die  Anshildang  nun  der  Telegraphie  historisch  nnd  kritisch  dar- 
zustellen, musa  als  eine  sehr  schwierige  Aufgabe  beeeicbnet  werden;  die 
hXufigen,  mehr  oder  weniger  begründeten  Priori täts anspräche,  die  Ent- 
würfe von  Apparaten,  die  nie  in  die  Praxis  Eingang  gefunden  haben, 
zn  sichten  und  kritisch  zu  belenchten,  erfordert  ungleich  mehr  Aufwand 
an  Arbeitskraft,  als  die  Darstellung  des  ersten  Zeitraumes.  Der  erste 
Abschnitt  des  zweiten  Zeitranmea  behandelt  die  Telegraphen apparate. 
Nach  einer  kurzen  Besprechung  der  veibeseerten  Systeme  von  Nadeltele- 
graphen widmet  der  Herr  Verfasser  einen  grösseren  Baum  der  Beschrei- 
bung der  Zeigertelegraphen.  Wir  begegnen  hier  einigen  sehr  bemerkens- 
wertben  Daten,  namentlich  verschiedenen,  bisher  noch  nicht  allgemein 
bekannten  Anordnungen  der  Mechanismen,  so  z.  B.  die  Vorrichtnng 
zum  Geheimsprechen  an  den  Zeigern  von  Fardely  nnd  Siemens.  In 
Bezug  auf  den  Kramer'eohen  Apparat  überrascht  uns  der  Umstand, 
dass  derselbe  hier,  wie  in  den  ersten  Auflagen  von  Schellen's  Lehr- 
buch als  mit  Relais  (Pendel)  nnd  Localbatterie  arbeitend  dargestellt  ist, 
während  doch  bei  seiner  spSteren  Anwendung  zum  Eisenhahndienste  das 
Relais  in  Wegfall  kam. 

Dnmittelhar  aaf  die  Besprechung  der  Zeigerapparate  folgt  diejenige 
der  Typendrncker;  es  bat  dies  wohl  seinen  Grand  darin,  dass  einige 
Apparate  dieser  Art  sich  direct  aas  ersteren  entwickelten  (Sjstem  von 
Siemens  n.  A.).  Wie  bekannt,  vermochten  nur  wenige  dieser  Instm- 
mente  sich  eine  danemde  Verwendung  in  der  Praxis  zn  sichern ;  zu  die- 
sen gefaiiren  unseres  Wissens  die  Typentelegraphen  von  Hughes  and 
von  Pbelps,  der  erstere  in  Europa,  der  letztere  in  den  Vereinigten 
Staaten  sehr  verbreitet.  Dia  Besprechung  der  neuesten  Formen  behKlt 
der  Herr  Verfasser  dem  dritten  Bande  seines  Werkes  vor. 

Unter  den  „Dmcktelegrapben  für  vereinbarte  Schrift"  findet  sich 
auch  der  1873  in  Wien  ausgestellte  „Fern  schreib  er"  von  G.  Jaite^  der 
Umstand,  dass  die  Beschreibung  dieses  sinnieichen  Apparates,  der  seinem 
Wesen  nach  eigentlich  in  die  neueste  Zeit  gehört,  schon  hier  Platz  ge- 
funden hat,  scheint  darauf  hinzudeuten,  es  sei  derselbe  ni^euds  defini- 
tiv adoptirt. 
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Mit  besonderer  Vorliebe  ist  die  Entwickelnng  des  Moree'scben 
Seh  reib  ap  parates  bebandelt;  wir  finden  bier  zum  ersten  Male  in  chrono- 
logischer Ordnnng  die  mannigfachen  AbSndemngen ,  welche  namentlich 
Siemens  &  Halske  im  Laufe  der  Zeit  diesem  Instrumente  gegeben 
haben  nnd  welche  theils  auf  erhöhte  Prficision  des  Ganges,  theils  auf 
möglicbfiten  Schutz  der  feineren  Tbeile  dea  Mechanismus  sielten.  Auch 
der  von  vielen  Lehrbüchern  gKozlitSignorirte  Stiftschreibei  vou  U.  Hipp, 
bei  welchem  der  Schreibstift  in  sinnreicher  Weise  mit  den  Organen  des 
das  Fapierband  bewegenden  Uhrwerkes  verbunden  ist,  hat  hier  ein  Plätz- 
chen gefunden.  Ea  bat  dies  um  so  mehr  Berechtigung,  als  Hipp's 
Apparat,  wenn  anch  ISngst  von  unseren  Staatslinien  durch  den  Farb- 
schreiber verdrängt,  bis  vor  Kurzem  auf  den  Eisenbahnlinien  der  Weet- 
Bchweiz  in  Anwendung  war. 

Es  folgt  nun  ein  Abschnitt:  „die  Telegraphen leitung",  derselbe  ist 
jedoch  etwas  kurz  gehalten;  es  bietet  indessen  die  Bettprechnng  der 
unterirdischen  Linien  insofem  grosses  Interesse,  als  die  Umstände  ein- 
gebender behandelt  werden,  welche  zum  baldigen  Versagen  der  Ende 
der  vierziger  Jahre  gelegten  Guttaperchadr&hte  führten.  Gegenwärtig 
functioniren  bekanntlich  in  Deutschland  Erdkabel  von  bedeutender  Länge 
ganz  vorzttglich. 

Die  dritte  und  letzte  Abtheilung  des  Werkes,  „das  Telegraph iren" 
betitelt ,  dürfte  namentlich  in  den  späteren  Gapiteln  das  Interesse  des 
Fachmannes  ganz  besonders  auf  sich  ziehen. 

Nach  einer  kurzen  Einleitung,  die  Besprechung  der  telegraphiechen 
Nebenapparate  enthaltend  (auffallend erweise  sind  den  gedrängten  Be- 
schreibungen der  Beiais  keine  Figuren  beigegeben) ,  lernen  wir  die'  auto- 
matischen Sender  kennen,  welche  Übrigens  der  Herr  Verfasser  in  einer 
Schrift:  „Die  Entwickclung  der  antomatiGcben  Telegraphie",  Berlin  1875, 
eingehender  behandelt  hat.  Die  Theorie  der  Translation  ist  uns  schon 
ans  des  Herrn  Verfassers  Aufsätzen  im  Journal  lelegraphique  1876  bekannt; 
die  verschiedenen  Methoden  sind  in  bestimmte  Classen ,  je  nach  der  Art 
ihrer  Wirkung,  getheilt. 

Mit  besonderer  Vorliebe  ist  das  letzte  Gapitel  des  Werkes,  welches 
die  Doppeltelegraphie  umfasst,  behandelt.  Nach,  einer  kurzen  Uebersicht 
der  älteren  Versuche,  welche  namentlich  die  absatzweise  mehrfache  Tele- 
graphie bezweckten  (die  Beschreibung  des  hierher  gehörigen  vierfachen 
Apparates  vim  B.  Meyer  wird  dem  dritten  Bande  vorbehalten),  ist  zu- 
nächst das  Gegensprechen,  hierauf  das  Doppelsprechen  und  schliesslich 
die  Verbindung  beider  behandelt.  Ohne  die  Verdienste  Gintl's  zu 
GchmXIern,  sind  auch  diejenigen  Petrina's  um  die  logische  Erklärung 
der  Vorgänge  beim  gleichzeitigen  Sprechen  gebSrig  betont.  Die  älteren 
Einschaltungen  von  GintI,  Erlsohen,  Siomens,  Stark,  Edlnnd, 
Maron   u.  A.  sind  uns  schon   aus  des  Herrn  Verfassers  Schrift;    uPie 
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CopirtelegTKphen,  Druck telegraphea  and  die  Doppeltelegraphie",  Leipmig 
1865,  bekannt,  ebenso  die  neneren  Einschaltnogen  von  Vaes,  Stearns, 
Preece,  Winter  darcb  seine  Kritik  im  Journal  telegraphique  1874,  tiber 
welche  sieb  (mit  Unrecbt)  Du  Uoncel  so  sebr  ereiferte.  Es  heisst  ja 
lediglich  einer  Forderung  der  Gerecbtifteit  und  der  gescbicbtlicben  Wahr- 
heit genügt,  wenn  dargetlian  wird,  dasa  sich  die  meisten  neneren  Gegen- 
sprechmethoden  nur  in  nnweaentliclftt  Details  von  den  älteren  nnter- 
scbeiden.  Der  Herr  Verfasser  bemerkt  auch  ganz  ausdrücklich,  dass 
namentlich  Stearns  sieb  inaofem  groase  Verdienste  um  das  Gegen- 
sprecben  erworben  habe,  als  durch  seine  Ausdauer  die  Bemühungen  um 
die  Durchführung  der  Doppeltelegraphie  so  vielseitig  wieder  aufgenommen 
worden  seien. 

Im  Gegensatz  zur  ersten  HSlfte  des  Bandes  sind  die  letzten  Capilel 
verbältnissmfiseig  kurz  gebalten.  Es  mag  dies  bei  der  grossen  Fülle  des 
Stoffes  wohl  in  der  Absiebt  geschehen  sein,  um  den  Umfang  des  Buches 
nicht  gar  zu  bedeutend  werden  zu  lassen.  XJeberdies  müssen  ja  gerade 
diese  Partien  im  dritten  Bande  eingehend  abgehandelt  werden. 

Nicht  wenig  zum  Verständniss  des  Werkes  tragen  die  vielen  trefTlicb 
anege führten  Holzschnitte  bei,  die  Ausstattung  ist  eine  des  Inhalts  durch- 
aus würdige.  Möge  uns  gestattet  sein,  das  Buch  Allen,  die  sich  mit  dem 
Studium  der  'i'elegrapbie  beschäftigen,  auf's  Wärmste  zu  empfehlen. 

Zürich,  14.  December  1877.  Dr.  A.  Toblbb. 


Le  proprielä  cardinati  degli  strumenti  diotlrici,  esposizione  elemen- 
tare della  teoria  di  Gauss  e  delle  siie  applicaxioni ,  deW ingegnere  Ga- 
lileo Ferraris,  Membro  della  facoltä  di  scienze  maiemaliche,  fisiche 
e  nalurali  della  R.    Universilä  di  Torino,   Incaricato  delP integnamento 
della  fisica  tecnotogica  nel  R.  Museo  Industriale  ilaliano.     Con  68  in- 
cisiom.      Torino,  Ermanno  Loescher,  1^11 .     201  p.     Pretto  L.  5. 
Wie  das  früher  besprochene  Werk  von  Uatthiessen  in  seinem  ersten 
Hanpttheile,  so  stellt  sich  auch  das  ebengenannte  die  Aufgabe,  die  Theorie 
von  Gauss  zu  elementarisiren.     Dass  demaach  beide  Werke  in  der  Dar- 
legnng  der  allgemeinen  Theorie  nach  Inhalt  und  Methode  im  Wesentlichen 
übereinstimmen,   ist  wohl  zu  erwarten;  allein   in  der  Ausarbeitung  der 
'Details  gehen  sie  ziemlich  weit  auseinander.    Dieses  ist  theilwoise  bedingt 
durch  die  Anwendungen,  die  von  der  allgemeinen  Theorie  gemacht  wer- 
den sollen,   die,   wie  schon   der  Titel  des  Buches  von  Ferraris  zeigt, 
bei  diesem  auf  eine  Theorie  der  dioptrischen  Instrumente  gerichtet  sind. 
Doch  sind  diese  Anwendungen  nicht  eigentlichster  Zweck  des  Verfassen; 
er  sagt  sebr  richtig  in  der  Vorrede,  dass  die  trefflichen  elementaren  Dar- 
stellungen der  Gauss'scben  Theorie,  die  wir  besitzen,   viel  mehr  tiin- 
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gang  gefondeD  hätten ,  wtlrden  sie  sieb  nicht  von  Anvendungen  auf 
optische  Instrumente  meist  sehr  fem  gehalten  haben.  Das  Buch  soll  also 
vor  allem  Andern  beitragen  znr  Einführnng  der  genannten  Theorie  in  die 
elementaren  Lehrcnrse  der  Physik  nnd  der  praktischen  Geometrie  und 
hiernach  rechtfertigt  sich  auch  die  Wahl  der  geometrischen  Methode,  die 
der  Darstellung  des  Gegenstandes  zu  Grande  liegt. 

Von  diesem  Gesichtspunkte  ans  erklären  sich  einige  Beschränkungen, 
die  der  Verfasser  glaubte  sich  auferlegen  zu  müssen,  um  die  Schwierig- 
keiten nicht  aber  Gebühr  zu  vergrössem.  So  vermissen  wir  die  ErwXb- 
nung  der  Listing'schen  Symptosen,  der  TSpler'schen  Hanptebenen 
und  Knotenpunkte,  die  Anwendungen  auf  SpiegeliastrumeDte  etc:,  und 
zwar  ungern,  da  wir  aberzeugt  sind,  dass  bei  der  Klarheit  und  Einfach- 
heit, die  den  Darstellungen  des  Verfassers  eigen,  auch  ein  Leser  von 
solchen  Vorkenntnissen,  wie  sie  das  Buch  voraussetzt,  dte  Schwierigkeiten 
nicht  geffiblt  haben  würde. 

In  der  That  gelingt  es  dem  Verfasser  durch  wohlfiberlegte  Anord- 
nnag des  Stoffes ,  mit  den  elementarsten  geometrischen  Sätzen  auszukom- 
men und  dich  die  Betrachtungen  allgemeiner  zu  halten,  als  dies  in  Dar- 
stellungen möglich  ist,  die  sich  zu  lange  bei  den  Betmchtnngen  couju- 
girter  Azenpunkte  und  deren  Strahlen  aufhalten. 

So,  um  diesbezüglich  Giniges  hervorzuheben,  beginnt  die  Betrach- 
tung über  den  Fall  einer  brechenden  Fläche  mit  dem  Nachweis  des 
Satzes,  dass  die  Ordinalen  des  einfallenden  und  gebrochenen  Strahles  im 
Krtlmmungsmittel punkte  sich  verkehrt  verhalten  wie  die  Brechnngsindices 
der  aneinander  grenzenden  Hedien ,  wenn  man  nur  Strahlen  betrachtet, 
■  die  unendlich  nahe  der  Axe  verlaufen.  Mit  Hilfe  dieses  Satzes  wird 
dann  gezeigt,  dass  Strahlen,  die  ans  einem  Punkte  auslaufen,  nach  der 
Brechung  wieder  in  einem  Punkte  insammentreffen.  Daran  knüpfen  sich 
unmittelbar  die  Beziehungen  zwischen  Abscissen  und  Ordinalen  beliebig 
gelegener  conjngirter  Punkte  und  zwischen  den  Winkeln  zweier  conju- 
girter  Strahleupaare  in  denselben.  Hiermit  sind  dann  die  Eigenschaften 
conjugirter  Ebenen  normal  zur  Axe  in  voller  Allgemeinheit  gegeben  und 
die  Einführung  der  BreDuebenen  als  specielle  Fälle  solcher  conjngirter 
Ebenen  unterliegt  keiner  weiteren  Schwierigkeit.  Mit  der  Lösung  der 
Aufgaben:  zu  einem  Strahle  den  gebrochenen  und  zu  einem  Punkte  den 
coigngirten  zu  finden,  schüesst  das  erste  Capitel,  dessen  Hauptergebnisse 
in  vier  Theoremen  und  in  vier  Gleichungen  Übersichtlich  zusammengefaest 
werden  (Gleichungen  I  —  IV). 

Die  anfgestplhen  Theoreme  nnd  Gleichungen  werden  dann  im  zwei- 
ten Capitel  allgemein  für  eine  beliebige  Zahl  brechender  Medien  nach- 
gewiesen, die  Hauptebenen  und  Knotenpunkte  eingeführt  und  die  Auf- 
gaben Über  conjngirte  Punkte  nnd  Strahlen  gelöst.  Die  Bestimmung  der 
Haupt-   und  Brennpnnkte  wird  gezeigt  fttr  die  Combination  zweier  Sy- 
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Bteme,  deren  Haapt-  nnd  Brennpankte  gegeben  sind,  und  zwftt  durch 
Constniction  nnd  Bechnnng  nach  zwei  verschiedenen  Methoden,  sowie 
dnrch  experimentelle  Hilfsmittel.  F^ndlich  fulgt  eine  ansnihrliche  Expoai- 
tion  des  Ananahmeralles ,  in  welchem  die  Brennweiten  unendlich  groae 
werden,  also  eines  teleskopiscben  Sjeteme.  Hervorheben  wollen  wir  noch 
den  sehr  einfachen  Beweis  für  den  bekannten  Satz  vom  VerhIItnias  der 
beiden  Brennweiten  anf  S.  29  aa'd  30,  dem  der  Sata  vom  VerbSltnia«  der 
Neigungswinkel  zweier  conjngirter  Strafatenpaare  zn  Gründe  liegt. 

Der  Bweite  Theil  nnseres  Baches,  doppelt  so  stark  (135  S.),  als  der 
erste,  beschäftigt  sich  mit  Anwendungen  anf  das  Auge,  anf  Linsen  nnd 
Oombinationen  von  zwei  Linsen  (Ocnlarvon  Ramsden  nnd  Campani), 
die  sehr  ansfttbrlich  discntirt  werden,  nnd  auf  dioptrische  Instrumente. 
Diese  theilt  der  Verfasser  in  zwei  Qnippen,  in  einfache  nnd  zasammen- 
gesetite,  und  definirt  erstere  als  solche,  deren  Effect  gleichwerthig  ist 
dem  einer  einzigen  Linse  von  geringer  Dicke,  die  letzteren  als  solche 
Instrumente,  bei  denen  dies  nicht  der  Fall  ist.  Die  einfachen  Instni- 
mente  zerfallen  dann  weiter  in  solche  mit  reellen  Bildern  nnd  in  solche, 
welche  virtuelle  Bilder  zn  erzeugen  bestimmt  sind  (einfache  Mikroskope 
nnd  BrUlenglSser). 

An  einem  System,  bestehend  aus  Objectiv  nnd  Octtlar,  werden  die 
den  zusammengesetzten  Instrumenten  (Mikroskop  und  Fernrohr)  gemün- 
samen  Betrachtungen  näher  ausgeführt  und  zwar  sowohl  fSr  den  Fall 
eines  convergenten ,  wie  für  den  eines  divergenten  Oculars.  So  werdoi 
abgeleitet  die  Formeln  filr  die  Ve^rösserung,  das  Verfahren,  um  den 
Augenpunkt  zu  finden,  der  Radius  des  Ocularkreises  bestimmt  und  Ans- 
drttcke  abgeleitet  fflr  die  Helliglteit  der  Bildpunkte.  Hieran  scblieast  nch 
eine  Definition  des  Gesichtsfeldes,  die  etwas  von  der  gewöhnlichen  ab- 
weicht. Der  Verfasser  versteht  unter  Gesichtsfeld  die  Oeffnung  einet 
Kegels,  der  seine  Spitze  im  ersten  Hauptpunkte  des  Objectivs  hat  und 
jenen  Theil  des  Objectraumes  begrenzt,  dessen  Punkte  mit  gleicher  Hel- 
ligkeit gesehen  werden.  Sie  entspricht  in  der  That  besser  den  Verhllt- 
nissen  an  wirklich  gut  ausgeführten  Instrumenten,  als  die  gebrünchliehe 
Art,  das  Gesichtsfeld  zu  bestimmen  durch  jenen  Kegel,  der  alle  gleich- 
zeitig durch  das  Instrument  sichtbaren  Raumpnnkte  enthält.  Auf  Grund 
dieser  neuen  Definition  werden  Ausdrucke  fUr  die  Grösse  des  Gesichts- 
feldes aufgestellt  tut  Instrumente,  bei  denen  der  Augenpunkt  ausserhalb 
desselben  gelegen  ist,  und  für  solche  mit  innerem  Augenpunkt.  Des 
specielleren  Ausführungen  für  Mikroskope  und  Fernrohre  sind  noch  die 
Beschreibungen  experimenteller  Methoden  zur  Bestimmung  der  VergrSs- 
sorung  beigefügt. 

Wir  brauchen  kaum  binzuzufttgen,  dass  sich  auch  in  diesem  zweites 
Theile  die  Darstellung  des  Verfasseis  als  eine  vorzüglich  klare,  einfKchc 
und  Übersichtliche  bewithtt  nnd   so  sind  wir  Obersengt,    dans   sich    das 
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Bnch  einen  grossen  Leserkreis  erwerben  und  eine  LHcke  in  der  Literatur 
der  elementaren  Dioptrik  in  trefflichster  Weise  ansfUUen  wird.  Wenn 
wir  znm  Schlnss  doch  noch  Etwas  anssetsen,  so  bezieht  sieb  dieses  anF 
die  Ansfahrnng  einiger  Figuren,  die  oft  die  beigesetzten  Bncbstaben 
kaum  erkennen  IXsst. 

Prag,  im  November  1,877.  P.  Lippich. 


Die  Statik  der  OflwUbe,  mit  Rücksicht  auf  ihre  Anwendnog,  von  O.  Ort- 
KAHN.     Halle,  Commissionsverlag  von  6.  Knapp.     123  8. 

Dass  die  bisherigen  Theorien  der  Gewölbe  in  bobem  Grade  verhes- 
serungsbedürftig  sind,  darin  wird  mit  dem  Verfasser  Torstebendeo  Werk- 
chens gewiss  Jedermann  übereinstimmen;  dass  jedoeh  die  von  ihm  ge- 
lieferte nene  Theorie  die  älteren  Theorien  zu  verdikngen  geeignet  ist, 
müssen  wir  trotz  mancher  uns  entgegengetretener  gnter  Gedanken  ent- 
Bcbieden  in  Abrede  stellen- 

Von  einigen  untergeordneten  Punkten,  wie  der  theoretisch  richtigen 
Auffassung  der  Belastung  eines  ans  losen  Steinen  bestehenden  Gewölbes 
in  §  1,  der  weniger  begründeten  Ansicht  in  Bezug  auf  die  Belastung 
übermanerter  Gewölbe  ia  §  17  n-  s.  w.,  kann  hier  abgesehen  werden. 
Der  Schwerpunkt  der  ganzen  nntersuchungen  liegt  in  den  §§  3  und  4, 
welche  zur  Bestimmung  des  Scheitel  dmckes  führen.  Der  Verfasser  kommt 
hier  zu  dem  merkwürdigen  Resultat,  dass  der  Horizontalschnb  im  stabi- 
len Gewölbe  immer  ein  Maximum  sei.  Er  findet  feiner,  dass  ancb  bei 
unsymmetrischer  Form  nnd  Belastung  in  der  Scheitelfnge  niemals  eine 
Transversalkraft  entstehen  könne.  Leider  sind  die  Entwicklungen,  ans 
welchen  solche  Schlilsse  gezogen  werden,  keine  mathematischen  Beweise, 
sie  fallen  in  eine  Kategorie  mit  manchen  anderen  Raison n ements ,  durch 
welche  die  Theorie  der  Gewölbe  refonnirt  weiden  sollte,  die  aber  Nie* 
mand  flbersengt  haben. 

Glanbt  der  Verfasser  wirklich,  dass  jede  auf  einer  Seite  des  Schei- 
tels aufgebrachte  Belastung  nur  den  Verticaldruck  im  diesseitigen  Käm- 
pfer erhöht,  den  Verticaldruck  im  jenseitigen  aber  gans  unberührt  lAsstV 
Denn  so  ergiebt  es  sich,  wenn  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Transversal  kraft  im  Scheitel  gleich  Null  sei ,  die  Gleich  gewichtsbed  in  gang 
„Summe  aller  Verticalkräfte  gleich  Null"  fOr  eine  Gewölbebälfte  aufstellt. 
Ebenso  unwahrscheinlich  werden  die  Verhftltnisse  der  K8mpferdiacklinie 
und  der  Kttmpferdmckumbttllnngslinien.  Bedachtet  man  nun  gar  den 
Einfluss  einer  Einzellast,  so  zeigt  sich,  dass  die  Last  sich  gar  nicht  auf 
beide  Widerlager  vertheilt;  so  lange  sie  vor  dem  Scheitel  liegt,  gleich- 
giltig  an  welcher  Stelle,  reagirt  nur  das  diesseitige  Widerlagerj  im  Angen- 
blicke  aber,  wo  die  Last  den  Scheitel  passirt,  springt  die'  ganze  der 
List  gleiche  Reaction  von  diesseits  nach  jenseits  Ober.  ^.'^ 
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Anch  Sie  Ansfilhrnogeii  der  §§  23  und  29,  in  welchen  der  Verfas- 
ser sich  d&rttber  verbreitet,  inwieweit  das  wirkliche  QewQlbe  mit  dem 
früher  Toransgeeetzten  Eörpersjstem  Übereinstimmt,  halten  wir  keines- 
wegs tüi  tiberall  Eatreffend.  Der  Verfasser  selbst  giebt  zn,  dass  ein  in 
den  Fngen  dnrch  Cement  gebundenes  und  sonst  angemessen  behandeltes 
Gewölbe  nicht  nach  seiner  Theorie  benrtheilt  werden  kann.  Ffir  ein  nnr 
auf  Druck  nnd  Schnb  beanspmchtes  Gewölbe  ISsst  sieb  aber  der  zwischen 
Cementverband  und  Uörtelverband  etablirte  Unterschied  schwerlich  anf- 
recht  erhalten. 

In  Bezng  anf  das  Aenssere  des  Baches  ist  zn  bemerken ,  dass  weder 
ein  Inhal taverzeicfan IBS ,  noch  CapitelUberschriften  die  Orientirnng  erleich- 
tern, ja  sogar  die  Jahreszahl  des  Erscheinens  fehlt.  Trotz  Allem  milssen 
wir  anerkennen ,  dass  viel  Fleiss  nnd  Liebe  anf  das  Werkchen  verwendet 
worden  ist.  Wir  wfirden  uns  freuen,  wenn  es  dem  Verfasser  gelingea 
sollte,  ans  dem  vorgeführten  Guten  im  Verein  mit  neuen  Gedanken  ein 
einheitliches  Ganzes  zu  schaffen. 

Stuttgart.  WevaADCH. 


Von  den  Elementen  nnd  Gnndgebilden  der  lyntlietisolien  Oeometri«. 
Versuch  einer  Erweiterung  der  Lehre  von  deu  Formen  unserer 
Kanmanscfaannng,  von  K.  Rudel,' Rector  der  königl.  Gewerbe- 
schule in  Bamberg.  Bamberg  1877. 
Vorliegendes  Schriftchen,  24  Seiten  lang,  hat  den  Zweck,  den  Nach- 
weis zu  liefern,  dass  unsere  Anschaaungsform  nicht  die  einzige,  die 
höchste  nnd  letzte  sein  wird,  dass  die  MSglicbkeit  der  Anscliaunngs for- 
men unbegrenzt ,  ja  dass  die  Ersc hei nungs weit  höchst  wahrscheinlich  weit 
über  den  Kreis  unserer  Anschai^ungsform  hinausgeht;  es  gebt  davon  aus, 
dass  unser  Raumbegriff  lediglich  eine  durch  unsere  Existenz  als  Raum- 
theile  bedingte  Anschaaungsform  ist.  —  Die  beiden  Theile,  in  welche  es 
zerfSIU,  haben  die-  Ueberschrift:  „Betrachtungen  vom  Standpunkte  ge> 
wohnlicher  Raumanschauung  aus"  (S.  5  — 12)  nnd  „Betrachtungen  vom 
Standpunkte  einer  höheren  Form  der  Ranmanschannng  aus"  (S.  15  —  26). 
Der  erste  Tbeil  bespricht  in  durchaus  bekannter  Art  die  Grundgebilde 
der  synthetischen  Geometrie;  er  theilt  sie  in  Grnndgebilde  der  ersten 
Stufe  (Pnnktreihe,  Strahlenbüschel ,  Ehenenhüschel),  der  zweiten  Stufe 
(die  Ebene,  als  Inbegriff  aller  Punkte  und  Strahlen,  und  das  Strahlen- 
bUndel)  und  der  dritten  Stufe  (der  Raum).  DemgemHss  unterscheidet 
der  zweite  Theil  Wesen  der  zweiten  und  dritten  Stufe,  d.  b.  solche,  die 
als  Theile  einer  Ebene  nnd  solche,  die  als  Theile  des  Raumes  existiren; 
zn  den  letzteren  gehören  wir  Henschen.  Fortschreitend  wird  nun  ein 
Grundgebilde  der  vierten  Stufe,   das  AH,  angenommen,  in  weleh^  die 
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Wesen  der  vierteil  Stufe  eicb  befindeD,  Das  Mittel,  einselne  Foimen 
der  Ad schannugs weise  dieser  Wesen  za  findeo,  sind  AnalogieachlflEHe. 
So  wenig  Wesen  der  zweiten  Stufe,  für  welche  nar  die  Geometrie  der 
Ebene  Torhanden  ist,  eine  Vorstellnng  von  sich  krenseudea  Geraden 
gewinnen  können ,  so  wenig  können  wir  die  den  Wesen  der  vierten  Stnfe 
angehörende  VorsteDnng  von  sich  kreuzenden  Ebenen,  zu  denen  der 
Verfasser  durch  Analogie  gelangt,  uns  verschaffen.  —  Wie  die  Geometrie 
der  Wesen  der  zweiten  Stufe  aber  nur  ein  Theil  unserer  Geometrie  ist, 
so  muBs  diese  nur  ein  Tbeil  derjenigen  der  Wesen  der  vierten  Stufe 
sein.  Ancb  diese  müssen  irgend  zwei  Punkte  des  Alls  durch  irgend  eine 
Gerade  verbinden  können.  Nimmt  man  diese  beiden  Funkte  aber  auf 
zwei  sich  kreuzenden  Ebenen  und  denkt  sich, durch  die  verbindende  Ge- 
rade eine  dritte  Ebene  gelegt,  welche  die  beiden  ersten  in  zwei  Geraden 
schneidet,  so  müssen  diese  selbst  sich  schneiden;  also  bStten  die  sich 
kreuzenden  Ebenen  einen  Punkt  gemeinsam.  Der  Begriff  solcher  Ebenen 
ist  also  unmöglich,  er  widerspricht  unseren  geometrischen  Vorstellungen, 
die  einen  Theil  der  geometrischen  Vorstellungen  der  Wesen  der  vierten 
Stufe  bilden  müssen.  Da  aber  aus  dem  Begriffe  sich  kreuzender  Ebenen 
die  Übrigen  Formen  der  Ansch an angs weise  der  Wesen  der  vierten  Stufe 
gefolgert  werden,  so  fallen  diese  mit  jenem. 

Daher  ist  der  Versuch  nicht  gelungen,  den  Kreis  unserer  Anschan- 
nngsform  zu  erweitem  und  uns  einen  Einblick  in  eine  über  denselben 
hinausgehende  E ra ch ein nngs weit  zu  verschaffen.  Milinowbki 


Saa  Problem  der  magiichen  Systeme  von  Dr.  Tbeod,  Huqel,  Rector  der 
Gewerbeschule  zu  Neustadt  a.  d.  H.  Verlag  von  A.  H.  Gott- 
schick -Witter's  Buchhandlung,  NeusUdt  a.  d.  H.  1876.  4".  48  6. 
Werden  p'  Zahlen  in  Gruppen  von  je  p  Zahlen  geordnet,  so  dass 
durch  jeweilige  Addition  der  Glieder  einer  Gruppe  stets  die  gleiche 
Summe  eracheiat,  so  nennt  der  Verfasser  diese  Anordnung  ein  magisches 
System  n'"'  Ordnung.  Diese  Definition  wird  dadurch,  dass  das  System 
zweiter  Ordnung  in  den  gewöhniichen  magischen  Quadraten  erkannt  wird, 
noch  nSber  erläutert;  doch  wird  dadurch  nur  nm  so  deutlicher,  dass  etwas 
Wesentliches  in  ihr  fehlt,  nXmlich  die  Anzahl  der  Gruppen,  in  welcher 
jede  einzelne  Zahl  nur  vorkommen  darf  und  vorkommen  muss.  Aller- 
dings helfen  §§  2,  25  und  37  diesem  Uangel  ab,  indem  sie  die  Beding- 
nngsgleichungen  kennen  lehren,  nnler  deren  Voraussetzung  ein  magisches 
Quadrat,  ein  magischer  Würfel,  ein  magisches  System  höherer  Ordnung 
vorhanden  ist;  doch  nitre  eine  genauere  Anfangsde^nition  immerhin  wfln- 
schenswerth  gewesen.  Ein  weiterer  WnnSch,  dessen  Erfüllung  Herr 
Hügel    uns    gleich    allen    seinen    VorgSugem    auf  dem   Gebiete    dieser 

nirt.-Ut.  Abthlg.  d.  Z^Uolu.  f.  HMh-  o.  Vhj».  XXm,  4.  10 
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zahleDtheoretJach-GombinatoriscIien  üntersnchungen  schuldig  bleibt,  ist 
folgender;  vir  erfahren  nirgends,  wie  viele  magische  Anordnungen  der 
p"  Elemente  möglich  sind ,  bezieh nngBwei§e  ob  man  sich  theoretisch  dar- 
über Gewiuheit  rerechaffen  kann ,  das«  man  wirklich  alle  möglichen  An- 
ordnungen gebildet  hat.  In  der  Hervorfaebang  dieser  Lücke  soll  keine 
BemHngelnng  der  isteressanten  nns  vorliegenden  Schrift  vorhanden  sein; 
vir  beabsichtigen  vielmehr  nnr  in  erster  Linie  den  Verfasser  derselben 
auf  das  soeben  ausgesprochene  mnthmasslicb  recht  schwierige,  seiner  Anf- 
merksamkeit  nicht  unwürdige' Problem  hinzuweisen.  Seine  dorch  jahre- 
lange Beschäftigung  mit  dem  Gegenstände  erworbene  Gewandtheit  dürfte 
ihn  gerade  besonders  befähigen,  auch  diese  Aufgabe  zu  erledigen,  ohne 
welche  die  Untersuchung  nicht  abgeschlossen  ist,  so  wenig  als  es  genügt, 
irgend  eine  Gleichung  —  sei  sie  bestimmt  oder  unbestimmt  —  aufliteen 
zu  können,  ohne  den  Beweis  2U  liefern,  dass  man  alle  Wurzeln  an- 
gegeben hat.  Die  beschränktere  Aufgabe,  iigendwelche  magische  Systeme 
zu  bilden,  löst  dagegen  Herr  Hügel  durch  Abzweigung  einer  grossen 
Anzahl  von  UnterfXUen,  bei  deren  jjedem  das  eigentliche  magische  Sy- 
stem dnrch  feldveise  Addition  von  n  anderen  an  sich  nicht  magischen 
Systemen,  gebildet  dnrch  die  sogenannten  Componenten  des  Systems, 
hervorgebracht  wird.  Es  ist  das  dem  Gedanken  nach  eine  Hhnliche  Me- 
thode, wie  sie  Sauveur  1710  der  Pariser  Akademie  mittbeilte.  Herr 
Hügel  hat  sie  in  selbststSndiger  Weise  nacberfunden  und  durch  Anwen- 
dung der  Namen  und  Zeichen  der  modernen  Combinatorik,  vor  Allem 
also  der  Determinanten,  dem  heutigen  Gedankengange  uHher  zu  bringen 
Bß'''""'-  Cantob. 


Principii  elemenlari  sulle  probabilitä  eposli  da  G.  B.  Manano, 
professore  dt  tnalemaiiche  nella  R.  Universila  V  nel  R.  Istifuto  tecnico 
di  Genava.  Genooa,  Tipografia  del  R.  Islitiilo  Sordo-muti  1876.  153  S. 
Wenn  irgend  ein  Capitel  der  Mathematik  vorzugsweise  dazu  geeignet 
ist,  dem  Selbststudium  des  Anfängers  überlassen  zu  bleiben,  so  ist  es 
dasjenige,  welches  die  elementaren  Lehren  der  WahrschMulichkeitarecb- 
nung  enthält.  Einestheils  sind  die  in  diesem  Capitel  zu  behandelnden 
Aufgaben  von  einem  ziemlich  allgemein  fesselnden  Interesse,  da  es  vobl 
Wenige  gjebt,  welche  Ungewisses  nicht  in  Spannung  erhält,  in  um  so 
grösserer,  wenn  an  das  Ereigniss  überdies  ein  unmittelbarer  Vennögens- 
vortbeil  oder  Nachtheil,  Gewinn  oder  Verlust  sich  kufipft.  Anderntheila 
sind  die  Grenzen  des  ohne  höhere  Kenntnisse  Erreichbaren  hier  siemlicb 
weit  gesteckt  nnd  die  Entwickelung  des  binomischen  Satzes  genügt,  um 
bereits  zieinlich  verwickelt  aussehende  Fragen  zu  beantworten.  Von  die- 
sem elementaron  Standpunkte  ans  hat  Herr  Matsano  den  Gegenstand 
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ZD  behaDdeln  gewneist.  Es  sind  die  in  allen  ähnlichen  Schriften  wieder- 
kehrenden Aufgaben ,  denen  wir  hier  begegnen.  Zahlenlotto ,  Kaitea- 
Bpiel)  WUtfel,  Urnen  mit  versobiedenfarbigen  Kugelo  bieten  das  Xnsaer- 
liebe  Gewand  (üx  die  combinatorischen  Znaammenstellungeir ,  von  denen 
znerBt  einige  bestimmte  Beispiele  dnrchgeeprocben  werden ,  worauf  in  einer 
zweiten,  mit  S.  51  beginnenden  Abtheilnng  die  allgemeineren  Lehrsätze 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnang  entwickelt  werden,  jeder  wieder  an  Bei- 
spielen geprüft  and  beleuchtet.  Von  Einzelheiten  wKre  etwa  hervorzn* 
heben,  dass  anf  S.  25  die  Wahrscheinlichkeit,  mit  12  ternenmässig  be< 
setzten  Nnrametn  im  ZableDlotto  mindestens  eine  Teme  an  gewin- 
nen, zn  0)015929  berechne  ist  gegenüber  von  dem  falschen  Ergebnisse 

KT^  I  welches  in  einem  sonst  mit  Becht  geschätzten  Elementatwerke  ans 

unrichtigen  Voranasetznngen  abgeleitet  worden  ist.  Der  Styl  des  Verfassers 
ist  anssergewübnlich  klar,  vielleicht  etwas  zn  breit;  allein  wir  kSnnen  darin 
nicht  gerade  einen  tadelnswerthen  Fehler  finden ,  vorausgesetzt,  dass  der 
Leeer,  nur  auf  das  Bticblein  angewiesen,  sich  mit  den  Anfangsgründen 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnnng  bekannt  machen  will.  Was  allerdings 
ein  etwa  vorhandener  Lehrer  noch  mfindlich  hinznsetzen  will,  ohne  weit 
aber  die  stofflichen  Grenzen  der  Schrift  hinanszugreifen ,  ist  ans  an- 
''r&ndlidi.  -  CAHTOn. 

Xeitfiulen  der  ELementarmathematik  von  Dr.  Libbb  und  v.  LBhmamn. 
HL  Tbl.:  Trigonometrie,  Stereometrie,  sphär.  Trigonometrie.  Mit 
2  Fignrentafeln.  Beriin,  Simion.  1S77.  Preis  1  Mk.  25  Ff. 
Wie  ans  früheren,  seiner  Zeit  sehr  gut  recensirten  VeröffentliehnngeD 
der  Herren  Verfasser  (Planimetrie,  trigon.  Aufgaben,  geometr.  Constmc- 
tionsanfgafaen)  ersichtlich,  lassen  es  sich  dieselben  angelegen  sein,  nach 
nnd  nach  sämmtliche  Gebiete  der  elementaren  Mathematik  SchUlera  und 
Lehrern  in  einer  Weise  vorzufahren,  welche  so  ganz  geeignet  ist,  Eretere 
anzuregen ,  hei  Letzteren  Accomodation  an  diese  Lehrmethode  zn  erzie- 
len. Ganz  dasselbe  gilt  von  dem  hier  vorliegenden  III.  Theile  des  Leit- 
fadens der  Elementarmathematik.  -In  richtigem  Stufengange  nnd  ohne  die 
praktische  Seite  ausser  Acht  zn  lassen,  wird  zunächst  die  ebene  Trigo- 
nometrie behandelt  und  dem  Satze  von  vier  aufeinanderfolgenden  Stflcken 
eines  Dreiecks,  den  Ganes'schen  Formeln  und  deren  Folgemngen,  wie 
auch  ausser  den  Hauptfällen  für  die  Dreieckgberechnnngen  der  Auflösung 
deijenigen  Dreiecksanf gaben ,  welche  sich  nicht  unmittelbar  auf  diese  vier 
Hauptfälle  znrflckfUhren  lassen,  die  erforderliche  Aufmerksamkeit  ge- 
schenkt. Dass  übrigens  die  vielfach  beliebte  Bezeichnung  sina*  statt 
sin*a  nicht  immer  unzweifelhaft  richtig  ist,  mag  der  S.  19  Z.  4  v.  u.  an- 
geführte Werth  sm^{a+ß)^  besUtigen.    §  14  Gl.  9)  hätte  auch  den  Wertb 
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— —  ,    reap.    — : nnd    damit  Gl.  10)    die   reciproken  Werthe  mit 

1  +  CO*  n  '         «n  o  .  ' 

enthalten    kffnnen.      Doch    sind    d&e    nnr  nebensHchlicbe  Bemerknngra, 

velche  der  im  Ganzen  recht  gnten  Anlage  keinen  Eintrag  machen.     DaM 

endlich  S.  9  Z.  3  t.  n.  ain{a+ß)  sUtt  sm{a  —  ß)  steht,  ist  ersichtlich  all 

Druckfehler  zn  nehmen. 

Im  zweiten  Abschnitt  vtid  in  gedrängter  Eürze,  aber  ohne  Nacb- 
theil  fUr  den  Unterricht  das  Pensum  der  Stereometrie  bebandelt,  da  die 
mann  ichfaltigen  and  gnt  ausgewählten  UebnngBsätze  das  ersetzen,  was 
sich  in  anderen  Lehrbüchern  als  besondere  Lehrelitze  erwXhnt  nnd  be- 
wiesen findet,  wfihrend  es  hier  dem  Schilder  ttbarlassen  ist,  auf  Gmnd 
des  Vorangegangenen  die  Richtigkeit  derselben  nachzuweiscD.  Dnrch 
ihre  Einfachheit  zeichnen  sich  die  Beweise  fttr  den  Enler'schen  Lehi^ 
satz  (g  38],  fttr  das  ^rismatoid  (§  50)  —  das  noch  in  vielen  Lehrbüchern 
trotz  seiner  nmfassenden  Bedentnng  ignorirt  wird  — ,  wie  für  die  Gnl- 
din'sche  Begel  (§  81)  ans.     g  6  Z.  3  v.  n.  ist  CF1>  statt  C^F  zn  lesen. 

Der  dritte  Abschnitt  enthSlt  die  wichtigsten  Sätze  der  sphKrischen 
Trigonometrie,  einschliesslich  der  Neper'scbea  Regel  (§  4),  derGanss- 
schen  Gleichnngen,  der  Neper'scben  Analogen  nnd  der  L'Hnilier- 
sehen  Formel.  Den  Schlass  bildet  die  Anwendung  der  Lehrsätze  aaf 
die  Berechnung  der  schiefwinkligen  sph.  Dreiecke  nnd  der  Radien  der 
einem  solchen  um  -  nnd  einbescbriebenen  Kreise.  Eine  grössere  Aus- 
dehnung der  Aufgaben  in  diesem  Sinne  würde  gewiss  allseits  wUlkonunen 
geheissen. 

Vprstebendes  Lehrbuch  kann  somit  gleich  den  früheren  Lehr-  und 
Uebungsbüchern  der  Herren  Verfasser  mit  Recht  bestens  für  den  Unter- 
richt empfohlen  werden. 

Kaieerslantern.  Hdqbl. 


Berlchtlgnng. 

8.  16  Z.  33  statt:  S.  150  hes:  S.  IGS. 

S.  16  Z,  26  die  Worte:  „Parteprima,  Ddlateoria  Älg^raica  deUe  Curv^'  fallen  weg. 
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Historisch-literarische  Abtheilüng. 


Recensionen. 


TTatennoliaiigeii   über    dai    logaritluniiche   und   Newton'Bohe  Potential. 
Von  Dr.  C.  Neumann.     Leipzig,  Tenbner.     1877.     368  S.  S°. 

Die  voiliegenden  DnleTBiichiingen  Neumana's  gehören  ohne  Zweifel 
za  den  bedeutendsten  ErecheinangeD  anf  dem  Gebiete  der  Fotential- 
theorie  and  reiben  sich  den  kInSBiscben  Arbeiten  von  Green,  Gauss 
Bnd  Dirichlet  in  würdiger  Weise  an.  Sie  führen  dieser  Theorie  eine 
Fülle  neaer,  interessanter  nnd  weitreichender  Resnltate  zu  und  zeichnen 
sich  ebenso  durch  eine  UDgemein  klare  nnd  durchsichtige  Darstellung,  als 
durch  Strenge  und  Eleganz  der  Beweisführung  aus. 

Gaaa  besonders  hat  es  uns  gefallen,  dass  der  Verfasser  jedem  ein-  . 
zelnen  Capitel  eine  Kinleitang  voran  geschickt  hat,  welche  den  Leser  iu 
den  Stand  setzen  soll,  „sieb  über  Inhalt  und  Tendenz  des  ganzen  Wer- 
kes eine  deutliche  Vorstellung  zu  bilden".  Als  ein  weiterer  Vorzug  des 
Neumann'schen  Werkes,  der  nicht  hoch  genug  angeschlagen  werden 
kann,  sei  gleich  hier  erwähnt,  dass  der  Verfasser  Überall,  wo  es  nöthig 
ist,  nachdrücklich  und  wiederholt  herrorhtfht,  welchen  Einschränkungen 
die  Giltigkeit  der  erhaltenen  Resultate  nuterliegt  nnd  was  in  manchen 
Fällen  noch  zu  wünschen  übrig  bleibt.  Besonders  lohend  sei  aneh  die 
änsseist  zweckmässige  und  angemessene  Bezeichnung  herTorgehoben, 
die,  einmal  eingeführt,  conseqneat  durch  das  ganze  Werk  beibehalten 
wird.  Dies  trägt  ungemein  zur  OrieuUrung  des  Lesers  bei.  8i>  wird 
z.  B.  eine  geschlossene  Gurre  oder  Fläche  überall  mit  a  bezeichnet,  der 
Baum  innerhalb  derselben  mit  %  aoBserhalh  mit  %,  die  Punkte  der  Ge- 
biete 3,  Qt  resp.  mit  >,  a,  die  auf  ff  gelegenen  mit  a  oder  s.  Ist  von 
zwei  Punkten  der  Kategorie  a  oder  J  die  Bede,  so  wird  im  ersten  Falle 
der  eine  mit  a,  der  andere  mir  u,  im  zii«iten  Falle  der  eine  mit  i,  der 
andere  mit  J  bezeichnet.  Ist  von  irgend  einer  in  der  Ebene,  resp.  im 
Baum  ausgebreiteten  Function  F  die  Bede,  so  werden  ihre  Werthe  in 
den  Punkten  a,  a,  i  resp.  durch  F^,  Fg,  Fi  bezeichnet.     Anch  wir  wer- 
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den  uns  dieser  Bezeichnangen  im  Folgenden  bedienen.  Besonders  er- 
witfanenswertb  sind  bier  noch  die  auf  9.  130  ein  geführten  Bezeichnungen 
ä,  tind  8,,  sowie  die  Schreibveiee 

(sie!)- 
wo  das  hinzugefügte  (siel)  besonders  berTorheben  soll,  d&ss  nicht  <, 
sondern  wirklich  «^  gemeint  ist.  Auch  durch  einen  pssBeod  gewühlten 
Vergleich  weiss  der  Verfasser  oft  nnsere  Vorstetlungea  zu  fixiren  and  dem 
Voigetragenen  eine  ungemeine  Anschaulichkeit  zu  geben,  z.  B.  in  der 
zweiten  Note  S.  170  oder  in  der  Note  S.  303.  An  der  ersten  Stelle  soll 
man  sich  nKmlioh  eine  Curve  oder  Fläche  a  in  irgend  zwei  Theile  et  and 
ß  zerlegt  denken,  von  denen  jeder  ans  beliebig  vielen  einzelnen  Stücken 
bestehen  mag.  Hierzu  bemerkt  der  Verfasser  in  der  Note :  „Ist  z.  B.  a 
eine  Kngelfläcbe  und  denken  wir  uns  auf  dieeer  KugelflXche  die  Karte 
unserer  Erdoberfläche  aufgemalt,  so  können  wir,  wenn  es  uns  beliebt, 
unter  u  alle  mit  Wasser  bedeckten  Gebiete,  andererseits  unter  ß  den 
Continent  und  die  Inseln  verstehen." 

Di«  Strenge  und  Eleganz  der  Neumann'echen  BeweisfObrung  zeigt 
siob  besonders,  wenn  man  die  älteren  Beweise  bereits  bekannter  Sätze 
mit  den  von  Neumann  beigebrachten  vergleicht:  der  Verfasser  weiss 
die  Sätze  immer  auf  die  Quelle  zurückzufObren ,  aus  der  sie  sich  am  ein- 
acbsten  und  natürlichsten  e^eben ,  wie  wir  dies  in  dem  nnn  folgenden 
Referat  über  den  Inhalt  zu  constatiren  mehrfach  Gelegenheit  haben  werden. 

lieber  den  Inhalt  sei  zunächst  Folgendes  im  Allgemeinen  bemerkt. 
Der  Verfasser  nnterscheidet  zwei  Potentiale,  das  Newton'sche  und  das 
lagaritbmische.  Während  der  Theorie  des  ersteren  die  in  der  Natur  vor- 
handene Materie  zu  Grunde  liegt,  für  welche  das  Newton'sche  Gesets 
gilt,  handelt  die  Theorie  des  logarithmischen  Potentials  bekanntlich  von 
einer  ßngirten  Materie  von  der  Beschaffenheit ,  dass  irgend  zwei  Masses- 
theilcfaen  derselben  sich  mit  einer  Kraft  anziehen,  die  ihrer  Entfernung 
(nicht  dem  Quadrat  der  Entfernung)  umgekehrt  proportional  ist.     Wenn 

das  Newton'sche  Potential  zweier  Massen theil eben  ft,  m  den  Werth  - — 

besitzt,   hat  das  logarithmische  Potential  demnach  den  Werth  ixmiog — . 

Bei  der  Theorie  des  logarith mischen  Potentials  beschränkt  sich  der  Ver- 
fasser auf  die  Ebene,  d.  b.  er  bebandelt  nnr  den  Fall,  dass  jenefingirte 
Materie  auf  beliebige  Weise  in  der  Ebene,  nicht  !m  Raum  vertheilt 
sei.  Unter  dieser  Voraussetzung  £ndet  nämlich  eine  merkwürdige  Ana- 
logie zwischen  beiden  Theorien  statt,  indem  den  meisten  SfitKen  der  einen 
Theorie  ein  analoger  der  andern  entspricht.  Der  Verfasser  behandelt 
beide  Theorien  meistens  neben  einander  und  beide  „mit  derselben  Sorgfalt". 
Die  Note  auf  8.  3,  in  welcher  die  Wichtigkeit  der  Theorie  des  logarithmi- 
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sehen  Potentials  hervorgehoben  wird,  wird  nicht  wenig  dazu  beitragen, 
dass  auch  der  Leser  seinerseits  beiden  Theorien  das  gleiche  Interesse 
entgegenbringt.  Je  zwei  in  beiden  Theorien  einander  entsprechende 
SStse  werden  vom  VerfasBer  neben  einander  gestellt,  geradeso,  wie  dies 
nach  Steiner's  Vorgang  in  der  neaeren  Geometrie  filr  die  nach  dem 
Frincip  der  Dnalität  zusammen  gehörigen  Lehrsätze  flblicb  ist.  Oft  lassen 
sich  Hbrigens  beide  Sätze  mit  Hilfe  gewisser,  vom  Verfasser  sehr  passend 
gewählter  „ Coli ectivbezeicfaunn gen"  in  einen  Satz  verschmelzen.  So  wird 
z.  B.  die  Zahl  n  in  der  Ebene  nnd  die  Zahl  2n  im  Ritnme  mit  einem 
nnd  demselben  Bnchataben  <ü  bezeichnet.  JJieeer  Bezeichnnng  werden 
auch  wir  ans  im  Folgenden  bedienen. 

Aber  nur  im  Ganzen  länft  die  Theorie  des  Newton'achon  Poten- 
tials, wie  der  Verfasser  sich  ausdruckt,  der  des  logarithmischen  parallel: 
nicht  jeder  Satz  der  einen  Theorie  lässt  sich  unmittelbar  auf  die  an- 
dere übertragen,  ja  einzelne  Sätze  der  einen  Theorie  verlieren  für  die 
andere  geradezu  ihre  Gittigkeit.  So  zeigt  sich  z.  B.  ein  charakteristi- 
scher Unterschied  zwischen  dem  Newton'achen  and  dem  logarithmiechea 
Potential  darin,  dass  ersteres  fUr  unendlich  ferne  Pnnkte  immer  Null 
wird,  dos  zweite  dagegen  unendlich  gross,  wenn  nicht  die  Summe  der 
Massen,  die  das  Potential  zusammensetzen.  Null  ist.  i  Gerade  dieser 
Unterschied  ist  die  Ursache  von  mancherlei  „Discrepanzen"  in  den  bei- 
den Theorien. 

Wir  fassen  nunmehr  den  Inhalt  der  einzelnen  Capitel  nüher  ins  Aage. 

Gleich  das  erste  Capitel  bereichert  die  Fotentialtheorie  mit  einer 
Reibe  interessanter  allgemeiner  Sätze  von  grosser  Tragweite,  von  denen 
wir  in  erster  Linie  den  folgenden  hervorheben,  der  im  dritten  Capitel 
fttr  die  Theorie  der  elektrischen  Veitheilang  wiederholt  mit  Vortheil  ver- 
wertbet  wird: 

Theorem  (C). 

Denken  wir  uns  einen  schalenförmigen  Raum  (£,  der  von 
zwei  beliebigen  geschlossenen  Flächen  begrenzt  ist,  und  den- 
ken wir  uns  ferner  zwei  Massensjsteme,  die  ansaerhalb  dieses 
Raumes  6  gelegen  und  durch  denselben  von  elnasder  getrennt 
sind,  so  kann  die  Gesammtwirkung  dieser  beiden  Systeme 
Isnerhalb  des  Raumes  @  nicht  Überall  =0  sein,  es  sei  denn, 
dasa  die  Wirkungen  dieser  beiden  Systeme  daselbst  «BKln 
=  0  sind. 

In  den  neun  ersten  Paragraphen  werden  znnSchst  die  bekannten 
Sätze  aber  das  Newton'sche  Potential  von  Laplace,  Green,  Gauss 
aufgestellt,  meistens  nur  historisch,  ohne  Beweis,  indem  zugleich  jeder 
dieser  Sätze  auf  das  logarithntische  Potential  Übertragen  wird.  Es  ver- 
dient hier  bemerkt  zu  werden,  dass  der  Vecfasser  fttr  den  Oanss'schen, 
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die  Constanz  des  Potentials  betreffenden  Satz_(Angemeine  Lehrsätze  etc., 
Art.  21)  einen  neuen  Beweis  giebt,  der  sieb  durch  seine  Einfachheit  und 
Strenge  anszeicbnet.  Derselbe  stützt  sich  aaf  die  bekannte  Entwickelang 
des  Potentials  V=V^  +  Fr  +  Gr''-^ ...,  woraus  sich  der  in  Rede  stehende 
Satz  ohne  Weiteres  ergiebt,  unter  Anwendung  des  vom  Verfasser  bei 
dieser  Gelegenheit  bewiesenen  Hilfssatzes: 

„Ist  die  Function  /"(r)  =  A  +  Br  +  Cr^  +  •  -  -  innerhalb  eines  beliebig 
kleinen  Intervalls  r  =  0  ...  r  =  r  constant,  so  wird  sie  überall  coneta&t 
sein,  so  weit  die  angegebene  Entwickelang  giltig  ist." 

Darauf  werden  eine  Beihe  neuer,  anch  für  das  Folgende  wichtiger 
allgemeiner  SStze  über  die  extremen  Werthe  des  Potentials  innerhalb 
eines  Gebiets  entwickelt,  aus  denen  jenes  Theorem  (C^,  sowohl  fBr  den 
Raum,  als  für  die  Ebene,  schliesslich  ohne  Weiteres  reaultirt.  Was  den 
Beweis  jener  Sätze  Hber  die  extremen  Werthe  des  Potentials  betrifft,  so 
beruht  derselbe  lediglich  auf  dem  vom  Verfasser  zuvor  bewiesenen  Satze, 
dass  das  Potential  gegebener  Massen  in  einem  ausserhalb  dieser  Hassen 
befindlichen  Punkte  weder  ein  Maximum,  noch  ein  Minimum  haben  kann, 
und  unterscheidet  sich  insofern  vortheilhaft  von  dem  Beweis,  den  Gauss 
im  Art.  26  der  AUgem.  Lebrs.  für  einen  speciellen  Fall  eines  dieser 
Sfitze  gegeben  hat.  Der  Oanss'scbe  Beweis  benutzt  nfimlich  diejenige 
geschlossene  Fläche,  welche  durch  die  Gleichung  V=Consl,  dargestellt 
ist,  also  „eine  Fläche,  die  ebenso  unbekannt  ist,  als  das  Potential  sel- 
ber". Aehnlich  verfuhrt  Diricblet  (S.  134  dar  vom  Referenten  heraus- 
gegebenen  Dirichl et' scheu  Vorlesungen  Über  die  Potentialtheorie). 
Nenmann  bemerkt  hierüber  in  der  Vorrede:  „Debrigens  kSuseu  solche 
unzulänglich  determinirte  Flächen  in  doppelter  Weise  auftreten,  indem 
sie  entweder  die  gegebene  Grundlage  betreffen,  von  welcher  die  Unter- 
suchung ausgebt,  oder  aber  im  Laufe  der  Untersncbung  als  Hilfsmittel 
für  den  weiteren  Fortgang  derselben  in  Anwendung  kommen.  ...  Offen- 
bar sind  solche  ganz  nebelhaft  vorschwebende  Flächen  im  zweiten  Falle 
nicht  minder  unbequem,  als  im  ersten.  Denn  wenn  z.  B.  Gauss  a.  a.  0. 
auf  die  Fläche  V=:Consl.  einen  der  Green'scben  Sätze  in  Anwendung 
bringt,  so  wird  man  zu  beachten  haben,  dass  diese  Sätze  nicht  ohne 
Weiteres  auf  jede  beliebige  Fläche  anwendbar  sind  und  dass  also  ihre 
Anwendung  auf  die  Fläche  F=Cons(.  nicht  gntgeheissen  werden  darf 
ohne  eine  vorhergehende  Untersuchung  derselben.  Ja  noch  mehr!  Ueberall, 
wo  solche  unzulänglich  de£nirte  Flächen  nur  als  Anfangsglieder  der 
Untersuchung  auftreten,  kann  die  in  den  Resultaten  erzengte  Unsicher- 
heit nachträglich  durch  Hinzufttgung  geeigneter  Determinationen  be- 
seitigt werden,  was  offenbar  nicht  mehr  möglich  Ist  bei  denalsOpera- 
tionsmittel  eingeführten  Flächen.  ...  Aus  diesem  Grunde  habe  ich  in 
dem  vorliegenden  Werke  die  Benutzung  unbekannter  Flächen  als  eines 
Operationsmittels  zu  vermeiden  und  die  betreffenden  Gaass'schen  und 
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Dirichlet' Beben  .Argamentationen  darch  andere  in  ersetzen  versncht, 
nelche  von  diesem  Uebeletande  frei  sind.  Hierdurch  g)aabe  ich  in  den 
einschlagenden  Gebieten  eine  etwas  grössere  Sicherheit  erreicht  zu  haben, 
als  es  bisher  der  Fall  war." 

Aus  derselben  Quelle,  nSmIich  aus  den  Sätzen  über  die  Extreme, 
leitet  Nenmann  nach  andere  wichtige  Sätze  auf  die  einfachste  Weise 
ab,  Folgende  drei  mögen  hier  mitgetheilt  werden  ,  weil  sie  bei  fa^t  allen 
folgenden  Untersnchnngen  eine  grosse  Bolle  spielen, 

Theorem  (J.»''^. 

Sollen'  die  Massen  eines  Potentials  V  atuierhalb  des  Ge- 
bietes 91  oder  anf  seiner  Grenze  (d.  i.  auf  a)  liegen  und  eine 
gegeb«ne  Bnmme  bsiitwn,  und  sollen  ferner  die  f'g  von  vor- 
geschriebenen Werthen  /»  nur  durch  eine  unbestimm'te  ad- 
ditive Constante  diffetiren,  so  ist  hierdurch  V  eindeutig 
bestimmt  für  alle  Punkte  von  %. 

Es -wird  an  einem  einfachen  Beispiel  nach  gewiesen ,  dass  das  ana- 
loge Theorem  fiir  den  Raum  3,  welches  mit  (J,"'*')  zu  bezeichnen  wäre, 
nicht  existirt. 

Theorem  {J.'^). 

Bezeichnet  V  das  Potential  irgendwelcher  unbekannten 
aniserhalb  des  Gebietes  3  oder  auf  seiner  Grenze  gelegenen 
Massen,  so  wird  dieses  Potential  fttr  alle  Punkte  Ümerhalb  ^ 
völlig  bestimmt,  sobald  nur  seine  Werthe  auf  der  Grenze  von 
3  gegeben  sind. 

Für  den  Baum  lässt  sich  der  dem  letzten  analoge  Satz  für  das  Ge- 
biet 31  beweisen: 

Theorem  (^.•»•). 

Bezeichnet  F  das  (Newton'scb e)  Potential  irgendwelcher 
unbekannten  aiuierhalb  des  Gebietes  %  oder  auf  seiner  Grenze 
gelegenen  Hassen,  so  wird  dieses  Potential  für  alle  Punkte 
innerhalb  91  völlig  bestimmt  sein,  sobald  nur  seine  Werthe  auf 
der  Grenze  von  %  (d.  i.  auf  a)  gegeben  sind. 

Das  letzte  Theorem  bietet  uns  ein  Beispiel  dar,  dass  nicht  jeder 
Satz  der  einen  Theorie  sich  unmittelbar  auf  die  andere  übertragen  lässt. 
Der  Beweis  desselben  beruht  nämlich  gerade  darauf,  dass  K  fflr  unend- 
lich ferne  Punkte  Null  ist,  und  ist  mithin  fttr  das  logarithmische  Poten- 
tial nicht  mehr  anwrndbar.  Man  wird  daher  zunächst  zweifelhaft  sein, 
ob  das  Theorem  {A.'^)  auch  in  der  Ebene  Giltigkeit  hat.  Im  dritten 
Capitcl  erhalten  wir  Anfscblnss  bierflber. 

In  den  Bezeichnungen  der  genannten  Theoreme  durch  {.<*'")  d.  s.  w. 
manifestirt  eich  wieder  die  grosse   Meisterschaft  des   Verfassers,   schon- 
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durch  die  Bezeicbnaags weise  nnBere  VoretellaDgen  zn  fixirea.  Wie  ganx 
andere  wirken  .dieflß  Zeichen  {^."'''),  (J.'^),  (-rf.'**}  »nf  uns  ein,  «1b  die 
hergebrachte  Unterscheidung:  „Erster  Sats"  n.  s.  w. 

Mit  besonderem  Interesse  haben  wir  den  &cblnss  des  ersten  Capitels 
gelesen,  wo  Nenmann,  nm  „die  Eleganz  der  Diricblet' sehen  Beweis- 
metboden  an  einigen  Beispielen  zu  zeigen",  diejenigen  HilfssHtse  dent- 
licb  binstetU,  die  den  Diricbtet'schen  Argumentationen  an  Grunde 
liegen. 

Das  aweite  Capitel  nimmt  insofern  eine  Ausnabmestelinng  ein,  als 
alle  übrigen  Capitel  auBschltesGlicb  allgemeine  Betrachtungen  zum  Ge- 
genstande haben.  In  diesem  Capitel  leitet  der  Verfasser  nUmlicb  zwei 
bfichst  elegante,  von  ihm  schon  frOber  publicirte  specielle  Sätze  ttber 
die  Anziehung  einer  nach  einem  ganz  bestimmten  Oesetae  mit  Mafi*e 
belegten  Kreislinie,  resp.  KugelÖScbe  unmittelbar  ans  den  Oreen' sehen 
Formeln  ab. 

Das  dritte  Capitel  enthSlt  die  Theorie  der  elektrischen  Yertbeilnng. 
Es  wird  znuXchst  die  Poisson'sche  Theorie  entwickelt  nnd  in  drei  Sätae 
zusamtnengefasst,  unter  welchen  wir  den  zweiten  hervorbeben: 

„Zwischen  der  nach  Eintritt  des  Gleichgewichtszustandes  stattfinden- 
den Dichtigkeit  6  der  OberflSchenbelegnng  und  dem  Potential  V  findet 
die  Beiiehnng  statt 

wo  Pf  die'SnsBere  Normale  der  betrachteten  Oberfläche,  d.  i.  diejenige 
Toratellt,  welche  in  das  isolirende  Medium  hineiulSuft." 

Dann  werden  einige  meistentbeils  bekannte  allgemeine  Sätze  auf  eine 
überraschend  einfache  Weise  aus  der  Poisson'schen  Theorie  in  Verbin- 
dung mit  einigen  Green'schen  Sätzen  und  dem  im  ersten  Capitel  be- 
wiesenen Theorem  {C)  entwickelt.  Unter  diesen  sei  der  folgende  ge- 
nannt: 

Wenn  man  beliebig  viele  Nichtleiter  'und  Condaetoren 
mit  einem  beliebigen  schalenförmigen  Condnctor  nm- 
Bcbliesst,  dessen  äussere  Fläche  s  sei,  so  wird  die  aaf  i 
eintretende  elektrische  Vertheilung  und  ebenso  auch  die 
Wirkung  des  ganzen  Systems  nach  aussen  genan  dieselbe 
sein,  als  bestände  das  System  ans  einem  einzigen  von  s  be- 
grenzten muÜTea  Condnotor,  dessen  Ladung  gleich  ist  der  6e- 
sammtladnng  des  ganzen  Systems. 

Vergleicht  man  den  Noumann'schen  Beweis  dieses  Satzes  mit  dem 
Wege,  auf  welchem  Diricblet  denselben  bewiesen  (Dirichlet's  Vor- 
lesungen §38),  Eo  wird  man  einräumen  mUsaen,  daas  die  Nenmann'scfae 
Methode  unendlich  viel  einfacher  nnd  zugleich  strenger  ist,  als  die 
Dirieblet'sche,    die  sieh   auf  das  sogenannte  Diricblet'ficbe  l'nncip 
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stutzt,  deaBCD  Begründung  in  Bezog  anf  Strenge  doch  viel  zu  wUnscben 
Übrig  ISset. 

Eh  wird  bemerkt,  dasB  zu  sSmmtlicben  bisher  bewieeenen  Sätzen  die 
an&logeu   der  Ebene  aicb  mit  Leichtigkeit  angeben  nnd  beweisen  lassen. 

Es  folgt  eine  Beibe  nener  ganz  allgemeiner  SStze  in  Bezng  anf 
die  Frage,  ob  die  Oicbtigkeit  der  elektriscben  Bcbicbt  anf  der  Oberfiäcbe 
eines  gegebenen  Conductors  fiberall  dasselbe  oder  an  verschied enen  Stel- 
len ein  verschiedenes  Vorseichen  hat,  von  denen  der  bekannte,  schon 
von  GansB  bewiesene  (AUgem.  Lehre.  Art.  2dflgg.),  dass  die  elektrische 
Vertheilung  auf  einem  gegebenen  Condnctor  (falle  keine  äusseren  Kräfte 
inflairen)  stets  eine  gleichartige  ist,  nur  das  erste  Glied  bildet.  Auch 
die  Beweise  dieser  Sätze  sind  sowohl  für  den  Baum,  als  ftlr  die  Ebene 
höchst  einfach:  es  werden  dabei  nur  die  Sätze  fiber  die  Extreme  des 
Potentials  und  der  von  uns  mitgetbeilte  zweite  Satz  der  Foisson'Bchen 
Theorie  angewandt. 

Der  Scblnss  des  dritten  Capitels  bat  es  mit  dem  Nachweis  zu  thnn, 
dasB  das  Theorem  {'i/^'),  welches  im  eraten  Capitel  nur  für  den  Baum 
bewiesen  ist ,  anch  fUr  die  Ebene  Giltigkeit  bat.  Dieser  Nachweis  beruht 
auf  dem  Begriffe  der  natürlichen  Belegnng,  die  der  Verfasser  in 
folgender  Weise  definirt:  • 

„Denkt  man  sieb  eine  leitende  „Denkt  man  sich  einen  leiten- 

ebene FlScbe,  die  von  der  ge-  den  Körper,  der  von  der  geschlos- 
scblossenen  Cnrve  O  begrenzt  wird,  senen  Fläche  a  begrenzt  wird ,  mit 
mit  einem  Quantum  Eins  des  fin-  einem  Quantum  Eins  des  etektri* 
giften  Fluidums  geladen,  so  kann  sehen  Flnidnms  geladen,  so  kann 
die  auf  der  Cnrve  e  entstehende  die  anf  der  Fläche  entstehende  Be- 
Belegung, falls  keine  änsseren  Kräfte  legnng,  falls  keine  änsseren  Kräfte 
inflniren,  lediglich  von  der  geome-  inäniren,  lediglich  von  der  geome- 
trischen Beschaffenheit  der  trischen  Beschaffenheit  der 
Curve  abhängen."  Fläche  abhängen." 

„Die  in  solcher  Weise  definirte  Belegung  soll  in  Znknnft  die  na< 
tUrlicbe  Belegung  der  gegebenen  Cnrve,  resp.  Fläche  heiasen.  Gleich- 
zeitig mag  ihre  Dichtigkeit  mit  y,  ihr  Potential  anf  einen  variablen  Pnnkt 
mit  II  und  der  constante  Werth  dieses  Potentials  ftlr.  innere  Punkte 
mit  r  bezeichnet  werden." 

Den  Fall,  wo  r=0  wird,  der  tibiigens  nur  in  der  Ebene  vorkom- 
men kann,  nennt  der  Verfasser  den  singnlären  Fall. 

Unter  Anwendung  der  Grfisse  y  wird  nun  ein  Satz  aufgestellt  und 
bewiesen,  der  als  eine  Verallgemeinemng  des  Gauss'schen  Satzes  des 
arithmetischen  Mittels  (AUgem.  Lehts.  Art.  20)  angesehen  weiden  kann 
nnd  «Iso  lautet: 

„Ist  0  eine  geschlossene  Ourve  oder  Fläche  nnd  P  das  logaritb- 
mische,  resp.  Newton'scbe  Potential  irgendwelcher  innerhalb  o  gelegener 
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Hassen,   so  besitzt  die  Snmme  dieser  MastieD  den  Wertb  (    /  Vydaj;  r, 
das  Integral  aasgedebnt  übet  alle  Blemeate  von  tf." 

Hieratis  resaltirt  ohne  Weiteres  der  Satz: 

„Sollen  sftmmtliche  Hassen  eines  Potentials  V  tbeils  auf,  theils 
inoerhalb  a  liegen  und  sind  ferner  die  Wertbo  von  F  anfa  gegeben, 
so  wird  bierdnrch  die  Samme  jener  Hassen  ToUständig  bestimmt  sein, 
aussor  im  singnUren  Fall." 

Hit  Hilfe  dieses  Satzes  lässt  sieb  nnn  das  Tbeorem  {■^.'^)  für  die 
Ebene  ebenso  beweisen,  wje  im  ersten  Capitel  fflr  den  Raum,  mit  Aus- 
nahme des  singnlftren  Falles.  Für  den  singalüren  Fall  ist  das 
Tbeorem  in  der  That  nicht  mehr  richtig,  wie  an  einem  Beispiel  ge- 
zeigt wird. 

Der  Verfasser  bebt  hervor  —  wir  führen  dies  an,  am  an  zeigen, 
wie  gründlich  und  gewissenhaft  derselbe  zu  Werke  geht  — -,  dass  diese 
Methode  allerdings  einem  gewissen  Bedenken  naterliege,  indem  dio 
Existenz  der  Fnnction  y  nTcht  darcb  mathematische  Conclosio- 
nen  verbärgt  sei,  sondern  im  Ranm  nur  auf  aneeren  physi Italischen  Vor- 
stellungen, in  der  Ebene  sogar  nur  auf  der  Vorstellung  bemhe,  dass  für 
das  fingirte  Flnidnm  in  der  Ebene  Analoges  gelten  mlisse,  wie  ftir  das 
elektrische  Fluidum  im  Räume.  Um  dieses  Bedenken  zu  heben,  giebt 
der  Verfasser  am  Schlüsse  des  dritten  Capitels  noch  den  Ganss'scben 
Beweis  (Allgem.  Lehrs.  Art.  29  —  32)  des  Satzes:  „Die  Hassen  ein  heit  des 
elektrischen  Flnidnms  lässt  sieb  auf  einer  geschlossenen  Fläche  «  steta 
so  ausbreiten,  dass  ihr  Potential  <r  überall  constant  ist",  indem  er  dabei 
bemerkt,  dass  der  Beweis  sich  offenbar  auf  das  logaritbmische  Potentisl 
ohne  Weiteres  Übertragen  lasse. 

Das  vierte  Capitel  handelt  von  den  sogenannten  Doppelbelegnngen. 
In  allen  Punkten  einer  gegebenen  Ourve  oder  FlSche  «  denke  man  sich 
die  Normalen  auf  o  errichtet,  und  zwar  in  allen  Punkten  nach  derselben 
Seite  hin;  diese  Seite  möge  die  positive  Seite  von  a  genannt  werden. 
Anf  allen  diesen  Normalen  denke  man  sich  dieselbe  unendlich  kleine 
Strecke  l  aufgetragen;  so  entsteht  eine  neoe  mit  a  parallel  lanfeade 
Curve,  resp.  FIBche  a.  Die  beiden  Curven,  resp.  Flächen  a  nnd  c  mö- 
gen nun  stetig  mit  Masse  belegt  sein  nnd  zwar  so,  dass  die  aaf  xwet 
correspondir enden  Elementen  da  und  da  (d.  h.  solchen,  die  zwischen 
donselbeo  Normalen  Hegen]  vorhandenen  Massen  —  ^rfo  nnd  £'do'  ein- 
ander entgegengesetzt  gleich  sind.  Das  in  solcher  Weise  mit  Masse 
belegte  Curven-  resp.  Flächenpaar  nennt  der  Verfasser  —  nach  Helm- 
holtz'  Vorgang  —  eine  Doppelbelegung  und  das  Product  A£  =  (*  das 
Moment  derselben.  Für  das  Potential  derselben  anf  einen  beliebigen 
Punkt  X  ergiebt  sich  die  Gleichung 
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Hier  bedeutet  E  die  Eotfeniiing  des  ElemoDtes  da  yon  x,  B  den  Winke), 
den  die  poeitive,  anf  dem  Elemente  da  errichtete  Normale  mit  £  bildet, 
und  A  ist  in  der  Ebene  =  1 ,  im  Baame  »  2.  Im  ersten  Theil  des  vier- 
ten CapiteU  werden  die  allgemeinen  Eigenac haften  der  Function  Wf  für 
den  Fall,  dass  a  geschlossen  ist,  aufgeetellt.  Bezeichnen  TTn,  nnd  W^i 
die  Grenzwerthe  von  Wg  und  Wi  für  den  Fall,  dass  die  Punkte  a,  resp. 
I  sich  a  nähern,  so  besitzt  die  Function  W,  vorausgesetzt,  daea  ft 
stetig  ist,  folgende  vier  allgemeine  Eigenschaften: 

1.  die  W,  sind  auf  a  überall  stetig; 

2.  es  Ut  W.,=  W.-<Sii,i 

3.  es  ist  Wi,=  W,+  äfL,; 

4.  der  Oifferentialqnotient  von  W«  ist  (Iberall  eine  stetige  Funeüon. 
Helmholtz,  dessen  betreffende  Untersnchnn gen  in  einem  beson dem 

Paragraphen  wortgetreu  mitgetheilt  werden,  hat  nnr  die  Wa,  mit  den 
Wi,  verglichen  und  gefunden,  dass  Wi,  —  Wai  =  iijii  ißir  dei\  Raum). 
Nenmann  geht  einen  Schritt  weiter,  indem  er  —  was  für,  die  Unter- 
suchungen des  folgenden  Capitels  von  der  grösstea  Wichtigkeit  ist  — 
auch  die  Beziehungen  der  Grenzwerthe  Wa,  nnd  Wt,  zu  den  directen 
Werthen  W,  darlegt.  Aach  werden  die  Modificationen  angegeben,  denen 
jene  Eigenschaften  nnterliegen  für  den  Fall,  dass  der  Punkt  s  in  einer 
Kante  oder  Ecke  liegt.  Für  die  genaunten  vier  Eigenschaften  giebt 
Nenmann  —  was  gewiss  den  vollen  Beifall  des  Lesers  finden  wird  — 
zunächst  einen  leicht  Übersehbaren,  wenn  auch  weniger  strengen  Beweis, 
und  darauf  —  für  die  drei  ersten  Eigenschaften  wenigstens  —  noch  einen 
zweiten  Beweis,  der  an  Strenge  Nichts  zu  wünschen  übrig  Usst.  Beim 
ersten  Beweis  geht  Neumann  ähnlich  zu  Werke,  wie  Green  bei  dem 
Beweis  der  La'place'schen  Gleichung.  Nachden)  er  nttmlich  &li  den 
speciellen  Fall  f»  =  l  die  Qaass'schen  Werthe 

1)  W^  =  Q,     Wi—2ä,     W,  =  (Ö 

entwickelt,  sagt  er,  man  könne  die  Function  ft,  die  ja  stetig  sein  solle, 
in  der  unmittelbaren  N8he  eines  bestimmten  Punktes  s  als  constant  an- 
sehen. Unter  dieser  Annahme  ergeben  sich  mit  Hilfe  der  Gleichungen 
1)  jene  allgemeinen  Eigenschaften  mit  der  grtjssten  Leichtigkeit. 

Der  zweite  Theil  des  vierten  Capitels  entwickelt  noch  einige  Sätze 
über  das  Moment  ^  einer  Doppel  belegnng,  wenn  das  Potential  W  der- 
selben eine  bestimmte  Bedingung  erfüllen  soll,  z.  B. : 

„Soll  W  auf  der  inneren  Seite  von  a  vorgeschriebene  Werthe  haben, 
so  ist  hierdurch  fx  vollständig  bestimmt." 

Im  fünften  Capitel  setzt  der  Verfasser  seine  schon  früher  (in  den 
Ber.  d.  königl.  sächs.  Ges.  d.  Wise.  1S70)  in  ihren  Hauptumrissen  von 
ihm   mitgetheilte  „Methode   des  arithmetischen  Mittels"   ausfHhrlich  «us- 
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einander.  Ee  ist  dies  eine  Methode  —  die  einzige,  die  wir  bis  jetzt 
besitzen  — ,  die  enr  LSsnng  der  Fundamental  aufgaben  der  Elektrostatik 
ftlhrt,  die  folgeudennaesen  laaten: 

„Das  ftuBHere  Problem.  —  Es  soll  ein  l'otential  auf  Autera 
Pnnkte  ermittelt  werden,  dessen  Hassen  anf  oder  imterltalb  a 
liegen  nnd  dessen  Werthe  anf  a  von  daselbst  vorgeschrie- 
benen Werthen  f  nnr  durch  eine  nnbestimmte  addit^ire  Con- 
etante  sich  unterscheiden. 

Das  lanere Problenu  —  Es  soll  ein  Potential  auf  innei»  Pnnkte 
gefunden  werden,  dessen  Massen  anf  oder  anuerhalb  a  liegen 
nnd  dessen  Wertbe  auf  «von  daselbst  vorgeschriebenen  Wer- 
tben /  nnr  durch  eine  unbestimmte  additive  Constante  sich 
unterscheiden." 

Auf  die  Metbode  selbst  und  deren  Begründung  kann  hier  nicht  nSher 
eingegangen  werden.     Es  sei  nur  Folgendes  bemerkt: 

I.  Die  Lösung  beruht  auf  den  im  vierten  Capitel  entwickelten  Eigen- 
schaften des  Potentials  einer  Doppelbelognng  und  liefert  das  gesuchte 
Potential  iji  Form  einer  unendlichen  Reihe,  zunSchst  als  Potential  einer 
Doppelbelegung ,  dessen  Gesammtmasae  mithin  gleich  Null  ist;  dasselbe 
wird  aber  mit  Hilfe  eines  Crreen'schen  Satzes  sehr  leicht  in  das  Poten- 
tial einer  einfachen  Belegung  nmgewandelL 

II.  Die  Methode  ist  nnr  anf  solche  geschlossene  Flächen,  resp.  Car* 
ven  anwendbar,  welche  Überall  convez  oder,  genauer  ansgedrtickt,  zwei- 
ten Ranges  und  keine  zweisternigen  sind,  nnd  setzt  ausserdem  voraus, 
dass  die  vorgeschriebenen  Werthe  f  auf  a  überall  stetig  sind. 

Unter  einer  FIKche  zweiten  Banges  versteht  der  Verfasser  eine 
Fläche,  die  mit  einer  unendlich  langen  Geraden,  welche  Lage  man  letz- 
terer auch  znertheilen  mag,  niemals  mehr  als  zwei  ^teilen  gemeinsam 
bat  (wo  das  Wort  '„Stelle"  ein  Continnam  von  Punkten  bezeichnet, 
einerlei,  ob  die  Zahl  der  darin  enthaltenen  Punkte  endlich  oder  unend- 
lich gross  ist),  und  unter  einer  zweisternigen  Fläche  eine  solche, 
welche  zwei  Pnnkte  von  solcher  Lage  besitzt,  dass  jede  Tangentialebene 
der  Fläche  durch  einen  dieser  Punkte  gebt. 

Der  Verfasser  legt  —  wie  schon  von  nns  erwähnt  —  mit  Recht  ein 
grosses  Gewicht  darauf,  dass  man  sich  des  Dmfanges  der  Giltigkeit  der 
Methode  und  damit  dessen,  was  noch  vermisst  wird,  klar  bewusst  sei. 
Er  sagt  in  der  Vorrede:  „Die  Wichtigkeit  des  vorliegenden  Werkes  be- 
steht —  falls  eine  solche  demselben  äberbaupt  beizumessen  ist  —  viel- 
leicht vorzugsweise  in  den  darin  zu  Tage  tretenden  Lticken,  resp.  in 
der  Anregung,  welche  durch  dasselbe  zur  Ansfflllung  dieser  Lücken  ge- 
geben sein  möchte.  Bo  z.  B.  ist  die  im  5.  Capitel  exponirte  Methode 
des  arithmetischen  Mittels  nur  anf  solche  geschlossene  Flächen  anwendbar, 
welche  Überall  convex  sind.     Sollte  es  in  Zukunft  gelingen  (was  ich  lange 
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Jalue  rergsbliob  angestrebt  habe),  diese  hficbst  aiumgeoehnte  Bineohrän- 
knng  duich  eine  geeignete  Hodification  jener  Methode,  resp.  dnrcb  die 
Sabstitation  einer  neneo  Methode  sn  beseitigen ,  so  «flrde  dadttrob  uicbt 
allein  ein  befriedigender  Beweis  des  Oiriohlet'sebeit  Principe,  sondern 
zngleicb  eine  Position  gewonnen  sein,  welche  iüi  die  ganze  Theorie  des 
Potentiale  von  grösatei  Wichtigkeit  wäre." 

Aber  uns  scheint,  dass  die  Wicbtigkeit  des  varliegenden  Werkes 
doch  anch  ebenso  sehr  in  den  grossen  and  herrlieben  positiTea  Resultaten 
besteht,  die  der  Theorie  des  Potentials  daraus  erwachsen,  cn  denen  wir 
in  erster  Linie  des  Verfassers  Methode  des  arithmetischen  Mittels  rechnen, 
wenn  ihre  Brancbbatkeit  auch  nur  fttr  eine  gewisse  Glaase  von  Flüchen 
erwiesen  ist. 

III.  Die  Exposition  der  Methode  ist  ein  Hnster  einer  klaren  und 
dnicbsichtigen  Darstellnng  schwieriger  und  verwickelter  Untersachnngen, 
wShrend  andererseits  die  Beweisführung  in  Besag  auf  Strenge  Nichte  in 
wünschen  tibrig  lässt. 

Den  Schlnss  des  Capitels  bildet  die  Anwendung  der  Methode  des 
arithmetischen  Mittels  und  zwar  zunKcbst  auf  das  Problem  der  elektri- 
schen Indnetion,  indem  folgende  Aufgaben,  anter  der  Voranssetzung, 
dass  die  Oberfläche  des  zu  betrachtenden  Conductors  zweiten  Banges  und 
keine  sweisternige  sei,  mit  Hilfe  jener  Methode  sowohl  fflr  den  Baum, 
als  für  die  Ebene  ihre  vollständige  Lfisnng  finden: 

1.  die  natürliche  Belegnng  eines  gegdienen  Condnctors  an  ermitteln; 

2.  es  soll  die  VertheiluDg  der  Elektricitfttsmenge  Null, 

3.  der  Elektricitätsmenge  M  auf  einem  isolirten  Condnctor  berechnet 
werden,  falls  von  aussen  her  unverSnderlicbe  Kräfte  wirken, 
deren  Potential  F  gegeben  ist; 

4.  ee  soll  die  elektrische  VerÜieilnng  auf  einem  aar  Erde  abglei- 
teten Condnctor  ermittelt  werden,  falls  auf  denselben  von  aussen 
ber  nnveränderliche  Kräfte  einwirken,  deren  Potential  F  ge- 
geben ist. 

Zur  Lösung  der  drei  letzten  Probleme  nach  des  Verfasser*  Methode 
ist  nur  die  Eenntnisa  des  Potentials  F  auf  der  Oberfläche  des  gegebenen 
Conductors  erforderlich,  während  die  im  folgenden  Capitel  ezplicirte 
Beer'sche  Methode  auch  die  Kenntniss  des/*  wenigstens  in  der  nnmit*  ■ 
tetbaren  Umgebung  jener  Oberfläche  erheischt.  In  Bezog  anf  die  viert« 
Aufgabe  sei  noch  folgende  Bemerkung  gestattet.  Ist  V  das  Potential  der 
gesuchten  Belegung,  so  muss  dasselbe  für  alle  Paukte  «  der  Oberfläche 
des  Condnctors  oS'enbBr  der  Qleiobung  F„-f  ^v  =  0  genflgen,  so  dass  sich 
fDr  y  die  Bedingung  eigiebt:  Vf  =  —  F„  [wodurch  V,  nach  Theorem 
(^.''')  und  somit  auch  die  Dichtigkeit  der  sieb  bildenden  elektrischen 
Schiebt  allerdings  vollständig  bestimmt  ist].  Die  LSsnng  der  vierten  Anf- 
gäbe  kommt  also  auf  das  dnrcb  Gaues'  nnd  Dirichlet's  üntersnch- 
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ungen  bekannte  Problem  zurück:  Die  OberflScbe  eines  geschlossenen 
Raumes  soll  derart  mit  Masse  bitlegt  werden ,  dass  das  Potential  der  Bn- 
legnng  in  jedem  Paukte  der  Oberfläche  vorgeschriebene  Werthe  annimmt. 
Und  darin  besteht  der  grosse  Forlachritt,  den  die  Potentialtheorie  Nen- 
mann  verdankt:  während  Gaues  nnd  Dirichlet  nur  bewiesen  haben, 
dasB  eine  solche  Belegung  immer  möglich  sei,  und  zwar  nur  eine,  hat 
Neumann  zuerst  —  auch  die  schon  erwXhnte  Uethode  Beer's  würde 
die  Aufgabe  nicht  lösen  — -  ihre  Dichtigkeit  wirklich  su  berechnen 
gelehrt  (falls  die  Oberfläche  zweiten  Ranges  nnd  keine  zweisternige  ist], 

Ea  folgen  weitere  Anwendungen  der  Methode  des  arithmetischen 
Mittels,  nnd  zwar  auf  elektrodynamische  Aufgaben ,  unter  denen  beispiels- 
weise die  folgende  erwHhnt  werden  möge: 

„Auf  oder  ausserhalb  a  sollen  irgendwelche  Massen  ausgebreitet 
werden,    deren  Potential  ü  auf  der  innern  Seite  von  ff  der  Bedingung 

entspricht:  t-  =f,  wo  v  die  innere  Normale  und  die  f  vorgeschriebene 
Werthe  bezeichnen"  — 

eine  Anfgabe,  die  sieb  anch  so  aussprechen  Ifisst: 

„Es  soll  die  Verthellnng  des   elektrischen  Stromes  in  einem  homo-  . 
genen  Condnctor  bestimmt  werden,  falls  die  Einstiömungea  an  der  Obei- 
fläche  des  Conductors  allenthalben  gegeben  sind." 

Das  sechste  Capitel  zerfXllt  in  zwei  Theile.  Der  erste  Thei!  behan- 
delt nach  der  Beer'schen  Methode  (Poggendorff's  Annalen  Bd- 98: 
Allgemeine  Methode  zu  Bestimmung  der  elektrischen  und  magnetischen 
Induction),  die  der  Verfasser  in  der  Einleitung  wörtlich  mittbeilt,  das 
Problem  der  elektrischen  Induction.  Hier  besteht  das  grosse  Verdienst 
des  Verfassers  darin,  dass  nr,  nachdem  die  Unsicherheit  der  Beer'schnn 
Argumentation  von  ihm  hervorgehoben,  zeigt,  dass  die  von  Beer  ge- 
gebenen Entwickelangen  in  der  That  convergent  and  branohbar  sind  für 
den  Fall,  dass  die  Oberfläche  des  indncirten  Körpers  awei- 
ten Ranges  und  keine  zweisternige  ist.  Znm  Schluss  wird  noch 
nachgewiesen,  dass  die  Beer'ache  Methode,  auf  jene  beiden  Fundamen- 
talprobieme  der  Elektrostatik,  das  Süssere  und  innere  Problem,  angewandt, 
keines  dieser  beiden  Probleme  wirklich  zu  lösen  vermag,  sondern  nai 
das  eine  auf  das  andere  reducirt.  Der  zweite  Theil  behandelt  das  Pro- 
blem der  magnetischen  Induction  nach  der  Beer'schen  Methode, 
Nachdem  der  Verfasser  auch  hier  nachgewiesen,  dass  die  Resultate  der 
Beer'schen  Methode  keinem  Zweifel  anterliegen,  sobald  die  OberflHchc 
des  indncirten  KörperB''zweiten  Ranges  nnd  keine  zweistemige  ist,  geht 
er  noch  einen  bedeutenden  Schritt  weiter,  indem  er  auf  eine  äusserst 
scharfsinnige  Weise  zeigt,  dass  jene  Resultate  anch.fUr  jede  beliebige 
Fliehe  gelten,  falb  nur  «ne  dem  indncirten  Körper  eigen thttmlieh^Con- 
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Staate  eine  gewisse,  durch  die  Nfttur  der  Fläche  bedingte  Gbüsse  Dicht 
UlwrBchreitet. 

Anch  in  diesem  Cupitel  manifestirt  sich  die  dem  Verfasser  eigene 
Klaiheit  and  Qrflndlichkeit. 

Das  siehente  Capitel  enthält  eine  weitere  Bntvickelnng  der  Theorie 
der  Doppelbelegnngen :  während  das  vierte  Cqpitel  sich  banptsScblicb  auf 
den  Fall  beschränkte,  dass  die  Curve  oder  Fläche  d,  anf  welcher  eine 
Doppel  bei  egnng  ansgebreitet  sein  soll,  geschlossen  ist,  wird  nunmehr 
auch  der  Fall,  dass  e  nicht  geschlossen  ist,  einer  gründlichen  Dntersncb- 
ung  nnterzogcn.  Der  Verfasser  beschränkt  sich  hier  allerdings  anf  Be- 
trachtungen in  der  Ebene,  indem  er  bemerkt,  daes  die  Untersacbnngen 
im  Banme  im'  Ganzen  in  ähnlicher  Weise  verlaufen  würden. 

Diese  Uotersuchnngen  finden  ihre  Verwerthung  im  achten  Capitel, 
welches  die  Theorie  „der  kanoDiscben  Poteutialfnnctionen"  behandelt. 

1.  Der  Verfasser  stellt  die  Frage  auf,  ob  die  im  ersten  Capitel  auf- 
gestellten Theoreme  (<4.*")  nnd  (-^''''')i  bei  denen  die  auf  a  vorgeschrie- 
benen Werthe  r„ ^ ^  stillschweigend  als  stelig  voransgesetzt  sind,  anch 
noch  für  unstetige/* gelten.  Zunächst  wird  bemerkt,  dass,  wenn  in  einem 
Punkte  g  der  Linie  o  —  der  Verfasser  beschränkt  sich  anch  hier  anf  die 
Ebene  —  TOD  beiden  Seiten  verschiedene  Werthe  /j  und  f^  zueammen- 
stoBseD,  durch  diese  Werthe  von  f  die  Orenzwerthe  von  F  nur  unvoll- 
kommen gegeben  seien,  indem  man  nicht  wisse,  ob  in  g  das  /',  oder  das 
ff,  oder  vielleicht  irgend  eine  dritte  Grösse  als  Grenzwerth  ansuseben 
sei;  die  an  V  gestellten  Anforderungen  seien  daher  irgend  einer  Kadi- 
fication  bedärftig.  Zn  dem  Ende  werde  um  jeden  einzelnen  Differenz- 
puukt  g  eine  kleine  Kretsperipberie  x-fl  beschrieben,  wo  x  den  anf  91, 
X  den  auf  ;3  gelegenen  Kreisbogen  vorstellen  soll;  der  ausserhalb  aller 
dieser  Ereisperipherieo  befindliche  Theil  von  a  werde  mit  t  bezeichnet. 
Der  Verfasser  zeigt  nun ,  'dass  diejenige  Function  Wg  eindeutig  bestimmt 
sei,  welche  folgenden  drei  BedinguDgen  gentigt; 

I.  Die  Function  W  soll,  abgesehen  von  einer  additiven 
Constanten,  das  Potential  irgendwelcher  ausserhalb  9,  resp. 
auf  der  Grenie  von  9t  ausgebreiteter  Hassen  von  der  Summe 
Hnll  sein. 

II.  Die  Function  W  boH  auf  r  die  vorgeschriebenen 
Werthe  /  besitzen:  Wf^fj,  wie  weit  man  die  Radien  der  x 
auch  verkleinern  mag. 

III.  Sind  /,</■,  die  Werthe  der  /"  in  irgend  einem  Punkte 
g,  so  sollen  die  Werthe,  welche  W  anf  dem  zugehörigen 
Kreisbogen  x  besitzt,  der  Formel  entsprechen; 
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wo  >{»)  eine  positive  GrÖase  Torstellt,  welch«  dnrch  Verklei- 
neruDg  des  Radias  von  x  beliebig  klein  gemacbt  werden 
kann.     Dioae  Badingnag  eoU  erfüllt  sein  fflr  jeden  der  Pnnkte  g.. 

Diese  Fanction  W  nennt  der  VerfasBer  die  den  Wertben  f  ent- 
sprecbende  kanoniBcfae  Potentialfnnction  des  Gebietes  S. 
Liest  man  in  jenen  drei  Bedingungen  statt  9(,  a,  k  resp.  Überall  2i>  'i  ^ 
so  erbHit  man  die  Definition  der  (gleichfalls  eindeatig  bestimmten)  den 
Werthen  /'entsprechenden  kanonischen  Potentialfnnction  W 
oder  Wt  des  Ofbietes  ^. 

%  Es  werden  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  kanonischen  Poten- 
tlalfnnctioDen  anfgestellt,  von  denen  die  erste  eben  die  ist,  dass  sie, 
wenn  die  f  gegeben  sind ,  eindentig  bestimmt  sind. 

3.  Was  die  wirkliche  Berechnung  der  kanonischen  Potential- 
fnnction fitr  Torgeecbriebene  Grenawerthe  /'betrifft,  so  wird  hervorgehoben, 
dass  dieselbe  für  stetige  (  offenbar  gleichbedentend  sei  mit  der  LSsnng 
des  im  fünften  Capitel  behandelten  Süsseren  nnd  inneren  Problems. 
Darauf  zeigt  der  Verfasser  aber  noch,  dass,  wenn  irgend  eine  Me- 
thode bekannt  ist  zur  Bildung  der  kanoniaeben  Potential- 
funetionen  für  stetige  Grenswertbe,  man  dieselben  auch  für 
solche  Grenzwerthe  zn  bilden  vermag,  die  mit  beliebig  vie- 
len Differenzpunkten  behaftet  sind. 

In  der  Einleitung  zum  nennten  Capitel  setzt  der  Verfasser  an  einer 
bestimmten  Aufgabe  die  Mnrphy'scbe  Methode  anseinander,  die  Pro- 
bleme der  Elektrostatik  fUr  ein  System  von  beliebig  vielen  ConductorMi 
auf  die  entsprechenden  Probleme  za  rednciren,  bei  denen  nur  Ein  Con- 
dnctor  anftritt,  nnd  bemeikt  dazu,  dass  diese  Methode  auf  zwei  Sitzen 
beruhe,  welche  nnr  fUt  den  Raom,  nicht  fttr  die  Ebene  gelten,  dass  mit- 
bin die  Mnrpby'sche  Methode  anf  die  Probleme  der  Ebene  nicht  an- 
wendbar sei.  Darauf  tbeilt  der  Verfasser  eine  etwas  andere  Methode  mit, 
welche  ebenso  auf  die  Probleme  der  Ebene,  w'e  des-Baumes  anwendbar 
ist  (weshalb  er  sich  auf  die  Ebene  beschränkt),  indem  er  —  woraaf  es 
hier  offenbar  nur  ankommt  —  folgende  Aufgabe  lOst: 

Es  seien  a  und  ß  zwei  geschlossene  C.urven  und  anf  den- 
selben irgendwelcbeGrenzwe'rtbe  vorgeschrieben:  diejenige 
kanonische  Potentialfnnction  der  von  a  nnd  ß  begrenzten 
Fläche  KU  finden,  welche  auf  a  und  ^  jene  vorgeschriebenen 
Werthe  besitzt 

Diese  Aufgabe  wird  znuBcbst  ftlr  den  Fall  gelöst,  dass  jede  dieser 
beiden  Curven  ganz  ansserbalb  der  andern  liegt,  nnd  darauf  —  nach 
zwei  verschiedenen  Methoden  sogar  —  anch  ftlr  den  Fall,  dass  n  nnd  ß 
sich  schneiden.  Es  sei  über  diese  Metboden  nur  bemerkt,  dass  sie 
anf  der  im  vorhergehenden  Capitel  vorgetragenen  Theorie  der  kanoni- 
schen FotentialAinctionen    bemhen   und  dass   dabei  vorausgesetzt  wiiä, 
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dwB  irgend  eine  Methode  bekannt  sei  snr  Bildnng  der  kaDonischen  Po- 
tenti&lfanction  einer  anr  von  Einer  Cnrve  begrenzten  Fläche  ftlr  be- 
liebig voi^schri ebene  Grenzwerthe.  Anwandnngnn  anfbestimmte  Probleme 
der  Elektrostatik  gtebt  der  Verfasser  nicht,  was  anch  nicht  so  sehr  vttn- 
BcheoBweith  zn  sein  scheint,  naohden)  im  fttnften  Capitel  mit  Hilfe  der 
Methode  des  arithmetiBcben  Mittels  die  auf  Einen  Condactor  bezüglichen 
Probleme  ansfUhrlich  behandelt  sind. 

Der  „Anhang"  enthält  eine  Keprodnction  and  Enreitemng  einiger 
Untersnchnngfln  von  G-reen  und  Thomson. 

Green  {An  Estay  etc.,  Art.  5  n.  6)  stellt  über  die  a&f  einer  leiten- 
den, zni  Erde  abgeleiteten  Oberfläche  a  dnrch  einen  im  Innern  derselben 
befindlichen  Massenpnnkt  von  der  Masse  Eins  indncirte  Belegnng  fol- 
gende beiden  Sätze  anf: 

1.  Das  Potential  irgendwelcher  ausserhalb,  lesp.  anf  o  ansgebreiteter 
Massen,  welches  anf  a  die  Werthe  fa  besitzt,  hat  in  irgend  einem  inner- 
halb  der  Oberfläche  befindlichen  Punkte  t  den  Wertb 


V,  =  -Jdo{fi)f„, 


wo  (()  die  Dichtigkeit  jener  Belegnng  bezeichnet. 

2.  Der  Werth  des  Potentials  jener  indncirten  Belegung  in  irgend 
einem  innerhalb  der  Oberfläche  befindlichen  Punkte  j  ist  gleich  dem 
Werthe  des  Potentials  der  dnrch  einen  in  >  befindlichen  Massenpnnkt  von 
dqr  Masse  Eins  auf  a  indncirten  Belegnng  in  dem  Pnnkte  i- 

Green  bemerkt,  dass  analoge  Sätze  für  den  Fall  gelten,  dose  der 
indncirende  Massenpnnkt  ansserhalb  der  Oberfläche  liegt. 

Die  Nenmann'scben  Erweiterungen  dieser  Green'schen  ünter- 
snchnngen  bestehen  im  Wesentlichen  in  Folgendem:  Es  wird  anch  die 
einem  äusseren  Punkte  b  entsprechende  Nnllhelegung  in  Betracht 
gezogen,  d.  i.  diejenige  Belegung,  welche  die  Gesaromtmasse  Null  hat 
und  filr  alle  inneren  Punkte,  abgesehen  von  einer  additiven  Constanten, 
äquipotential  ist  mit  einer  in  «  concentrirten  Masse  Eins,  und  in  Bezug 
anf  dieselbe  gezeigt:  I.  wie  man  ibre  Dichtigkeit  aus  den  Dichtigkeiten 
der  dem  äusseren  Punkte  a  entsprechenden  Green'schen  Belegung  und 
der  natHrlichen  Belegnng  finden  kann;  2.  dass  anch  das  Potential  der 
Nnllbelegnng  in  Bezug  auf  zwei  änssere  Punkte  a,  a  symmetrisch  ist. 
Analoge  Sätze  gelten  fUr  die  einem  innem  Punkte  entsprechende  Nnll- 
belegnng.  Femer  zeigt  der  Verfasser,  wie  sich  folgende  Aufgaben,  unter 
der  Voranssetsung ,  dass  die  den  Green'schen  Belegungen  fUr  einen 
äussern ,  resp.  innem  Pnnkt  entsprechenden  Dichtigkeiten  bekannt  seien, 
ISsen  lassen : 

1.  Es  soll  das  Potential  V,  irgendwelcher  innerhalb  oder  auf  ff 
aasgebreitet«  Hassen  von  der  gegebenen  Summe  M  ermittelt  werden. 
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welches  auf  a  Ton  daseibat  Torgeschri ebenen  Wertben  nnr  dnrcb  eine  un- 
bestimmte additive  Coustante  sich  nnterscbeidet, 

2.  Eine  gegebene  Masse  M  soll  auf  der  Corvo  oder  Fliehe  0  in 
solcher  Weise  ansgebreitet  weiden,  dass  das  Potential  dieser  Belegnni 
anf  a  selber  von  gewissen  daselbst  vorgeschriebenen  Wertben  nnr  dnrch 
eine  unbestimmte  additive  Constante  differirt. 

Endlich  sei  hier  noch  folgender  Satz  genannt,  der  insofern  ein  b^ 
sond eres  Interesse  darbietet,  als  er  einer  der  wenigen  SStse  ist,  die  ddt 
für  das  Newton'sche  Potential  im  Baum,  nicht, ffii  das  logarithmiache 
Potential  in  der  Ebene  gelten:  „Die  auf  einem  znr  Erde  abgeleiteten 
Conductor  durch  einen  elektrischen  Hassenpunkt  «  von  der  Masse  (—1) 
indncirte  Belegung  ist  ihrer  Gesammtmasse  nach  stets  kleiner  als  1." 

Zum  Scbluss  giebt  der  Verfasser  eine  ungemein  klare  Auaeinandet- 
Setzung  der  Thomson'schen  Methode  der  sphärischen  Spiege- 
lang und  entwickelt  die  damit  zusammen  hängen  den  bekannten  Silie 
tiber  das  Newton'sche  Potential  im  Ranme,  um  dann  zu  zeigen,  «ie 
mit  Hilfe  jener  Methode  auch  für  das  lo  garitbmische  Potential 
in  der  Ebene  die  analogen  SStze  sich  aufstellen  lassen. 

Nach  dieser  Skizzirnng  des  Überaus  r^eichen  und  interessanten  In- 
halts führen  wir  die  wenigen  Stellen  an ,  die  wir  entweder  etwas  anden 
gewünscht  h&tten  oder  denen  ein  offenbarer  Irrtbam  zu  Grunde  li^ 

Wir  haben  im  Eingang  als  einen  grossen  Vorzug  des  Nenmaon- 
*  sehen  Werkes  hervorgehoben ,  dass  überall  die  Voraussetzungen  und  Ein- 
BcbrHnkungen  genau  angegeben  werden,  denen  die  aufgestellten  Sitxt 
und  Formeln  unterliegen.  Allein  wenn  wir  nicht  irren ,  so  hat  der  Ver- 
fasser die  Qiltigkeit  einiger  Bfitze  abhängig  gemacht  von  Voraussetzungen, 
die  in  der  That  nicht  erfüllt  zu  sein  brauchen.  Auf  diesen  Funkt  nnd 
die  folgenden  Ausstellungen  hauptsächlich  zurückzuführen. 

S.  79.  Der  „zweite  Bewein"  scheint  nicht  ganz  correct  zu  sei». 
Derselbe  mUsste  von  der  letzten  Zeile  anf  S.  79  incl.  an  etwa  so  lauten: 

Zerlegen  wir  das  elektrische  Gesammtpotential  V  in  zwei  Tbeite: 
V  =  W-\'Sl,  indem  wir  unter  Sl  den  von  den  Belegungen  der  beiden 
Grenzflächen  des  Raumes  ®  heirührenden  Theil  verstehen,  so  ist  nub 
8)  W+  Sl  constant  in  allen  Punkten  des  schalenförmigen  Conducton. 
Hieraus  folgt  (nach  einem  früheren  Satze,  8.  47),  dass  TT  und  52  in  jenen 
Gebiet  einzeln  constant  sind.  Femer  ist  nach  einem  Oreen'schen  Satie 
[(42«),  S.  21]: 


wo  N  die  Süssere  Normale  der  Fläche  x  uud  M  die  Summe  der  Maasm 
jener  beiden  Bel^^ngen  der  Grenzfläche  @  bezeichnet.  In  dieser  Fai- 
rael  ist  nun  aber  die  linke  Seite  =0,  weil  Si  in  allen  Theilen  den  sebf 
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folgt  M^Q. 

8.  130  Z.  9  links  ist  -^  statt  -s-  zn  lesen. 

8.  157.  Zweiter  Satz.  Wir  wUrden  bei  diesem  Satse  die  Vor- 
ansfietzang,  dass  das  Potential  W  einer  auf  a  ans  gebreiteten  Doppel- 
belegnng  für  alle  Punkte  a  constant  sein  soll,  dahin  einschränken, 
dass  Wimf  der  äussern  Seite  von  a  constant  sein  soll.  Dean  bisTans 
folgt  [vergl.  22),  S.  3S  und  4),  S.  157],  dass  W  für  alle  Pnukte  o  con- 
stant nod  zwar  ^0  ist.  Der  Anfang  des  Beweises  mUsste  dann  so  lanlen: 
Ana  der  Voransaetsnng  Wa,=  ConU.  folgt  [vergl.  22),  S.  38  und  4),  S.  157] 
W.,=  W.  =  0  u.  8.  w. 

S.  158.  Dritter  Sats.  Es  genügt  ancb  hier,  voranszosetzen ,  dass 
W  auf  der  innern  Seite  Ton  a  constnut  sei.  Der  Beweis  würde  dann 
80  anfangen;  Aus  der  Voranssetanng  W,,  =  Consl.  =  K  folgt  [30),  6.  41] 

Wi=Const.  =  IC,  und  daraus  -—=0  n.  s.  w. 
dv 

8.  159.  Die  dem  vierten  Satz  beigefügte  Reetriction  „ausser  im 
singuli^en  Falle"  kann  wegfallen.  Dies  ergiebt  sieb  leicht,  wenn 
man  bedenkt,  dass  ja  die  Gesammtmasse  einer  Doppelbelegung  stfts  =0 
ist  [vergl.  4),  S.  157].  Dem  Schlüsse  des  Beweises,  von  den  Worten: 
„Hieraus  aber  folgt"  an ,  wUrden  wir  dann  folgende  Fassung  geben : 
„Hieraus  aber  folgt,  dass  dieses  Potential  fflr  sSmmtlicbfl  Pnnkte  a 
Nail  ist  [22),  S.  38  und  4),  S.  l&7]j  and  hieraus  folgt  weiter  [mit  Rück- 
sicht auf  5)]  fi  — f*'=(?onj(.     W:  z.  b.  w." 

Hat  aber  der  zweite  Satz  5)  tlie  von  uns  vorgeschlagene  Fassung 
bekommen,  so  können  wir  im  Beweise  des  vierten  8atzes  nach  dem  ersten 
Funkte  einfach  so  fortfahren:  „Hieraus  folgt  aber  [mit  Rücksicht  auf  5)] 
It —■  fi  =  Contt.    W.  z.  b.  w." 

Die  Restriction  S.  117  Z.  21:  „abgesehen  von  dem  schon  früher  er- 
wähnten singulKren  Falle"  ist  somit  auch  hinfSlIig. 

S.  159.  Im  Beweis  des  fünften  Satzes  können  die  Worte:  „Hier- 
aus aber  folgt,  dass  dieses  Potential  Null  ist  ffir  sSmmtlicbe  Pnnkte  i 
[Theorem  (J."*")  S.  105]"  in  Hinsiebt  anf  die  von  nns  vorgescblsgene 
Fassung  des  dritten  Satzes  wegfallen.  Abgesehen  tiiervon,  würden  wir 
an  dieser  Stelle  statt  Theorem  (/."*')  lieber  citireo  30),  S.  41. 

S.  I70Z.  13  ist  die  Stelle:  „oder,  was  dasselbe,  £,=  m--ä,=pos." 
KU  streichen;  denn  w,  ist  der  Definition  nach  stets  positiv,  aacfa 
wenn  einige  Elemente  (dv),  negativ  wären ,  0  also  nicht  sweiten  Ranges' 
wäre.  In  dem  folgenden  Satze:  „Denn  nach  einer  bekannten  Formel" 
Q.  8.  w,  mnsB  demnach  das  Wort  „denn"  gestrichen  werden.  In  dem 
darauf    folgenden   Satze    würden    wir   zwischen    „dass"  und   „fllr  jede 

mMMli-Abthlg.  d.ZtflHilu.t.  II*tb-a.PliT>.XXIII,&.  IS  ^' 
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Lage"  die  Worte:  „ftir  eine  Curre,  resp*.  FISche  zweiten  Banges"  ein- 
schalten.' 

8.  183.  Die  anter  22)  aufgestellten  vier  Kelatiouen  gelten  anch, 
wenn  die  nnmittelbar  vorher  geraachte  Voraussetzung ,  dass  die  Fliehe  « 
keine  zweisternige  sei,  nicht  erftillt  ist.  Die  zweite  dieser  vier  Relatio- 
nen ist  sogar  anch  von  der  Voranssetznog,  dass  c  zweiten  Ranges  sdo 
soll,  unabhHngig.  Es  wäre  zweckmBssig,  die  VoranssetziiDg  der  Zwei- 
Bternigkeit  erst  von  S.  115  Z.  16  an  eintreten  eu  lassen,  da  alle  bia 
dahin  gemachten  Entvickelongen  auch  anabhfingig  von  dieser  Vorans- 
eetzung  gelten. 

S.  191.  Vorfolgt  man  die  Ableitung  des  Satzes  59)  genau,  so  wird 
man  finden,  dass  von  der  Voranssetznng,  dass  die  Fläche  ff  keine  awei- 
sternige  sei,  nirgends  Gebranch  gemacht  ist.  In  dem  Satze  (Z.  l8fig.): 
„Bei  Ableitung  dieses  Satzes  ist  indessen  vorausgesetzt,  daas  die  Fläche  9 
zweiten  Ranges  und  keine  Kweisternige  sei"  sind  demnach  die 
Worte  „nnd  keine  zweisternige"  zu  streichen,  Uebrigens  ist  dies  für  die 
Folge  von  keinem  Belang. 

8.  242  Z,  12  ist  zu  lesen   dJ*'  sUtt  p/"'. 

S.  260  ist  22)  zn  citiren  statt  21). 

8.  289  ist  23)  zn  citiren  sUtt  24).  * 

In*  der  Note  auf  S.  299  ist  der  Bachverbalt  offenbar  vertanscbt,  denn 
einen  solchen  Fall,  wo  ein  Theil  von  "&,  über  die  Schenkel  de«  Winkels  y 
hinübergreift,  haben  wir  offenbar  in  der  Figur  auf  S.  296. 

In  der  Aufgabe  auf  S.  343  vermissen  wir  die  in  Khnllchen  Füllen 
überall  hinzngeftlgte  Bemerkung,  dass  die  gesuchte  Belegung  eindeutig 
bestimmt  sei;  dies  ei^iebt  sich  aus  {S.*^),  S.  43. 

In  der  Note  S.  346  ist  irrthamlich  citirt  (J."*')  aUtt  (S.-"). 

In  der  ersten  und  zweiten  Aufgabe  8.352  wttrden  wir  lieber 
sagen:  „Es  soll  das  Potential"  n.  s.  w.  anstatt:  „Es  soll  ein  Potential". 
(Ve^l.  den  vortrefflichen  Aufsatz  von  8turm;  „lieber  mathematische 
Incorrectheitea"  in  Hoffmann's  Zeitschrift  1.  Jahrg.,  Heft  4.)  DeDn 
wie  der  Verfasser  selbst  bemerkt,  ist  das  gesuchte  Potential  eindeutig 
bestimmt.     Dasselbe  gilt  von  der  ersten  Aufgabe  8.  354. 

In  der  zweiten  Note  auf  S.  354  würden  wir  statt  {A."^  lieber  (S.*") 
citiren. 

Im  historischen  Interesse  endlich  hätten  wir  gewünscht,  dass  der 
Verfasser  im  Anhang  in  Bezug  anf  die  „Erweiterung  einiger  Green^ 
sehen  Untersuchungen"  angegeben  hätte,  was  von  Green  herrührt  und 
worin  die  von  ihm  gegebene  Erweiterung  besteht,  wie  er  es  sonst  Überall 
ausführlich  gethaa  hat,  so  namentlich  im  vierten,  sechsten  nnd  achten 
Capitel  in  Bezug  auf  die  betreffenden  Untersnchuagen  von  Heimholte, 
Beer  und  Mnrphj. 
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Znm  ScblusB  sei  Allen,  die  sich  für  diis  Potent! kltheorie  iutetessiren, 
sovie  allen  Freunden  einer  scb&nen,  lichtvollen  and  prScisen  Darstellung 
schwieriger  tbeoretiscber  üntersacbnngen  nnd  einer  strengen  Beweis- 
fOhrnDg  du  Neumann'sche  Werk  auf  das  Au  gelegentlichste  empfohlen. 
Der  Verfasser  hat  es  uns  leicht  gemacht,  ihm  za  folgen. 

Schleswig,  im  December  1877.  F.  Grobr. 


Anfangsgründe  der  Physik  für  den  Unterriebt  in  den  oberen  Claasen  der 
Gymnasien  nnd  ßealscbaleD,  sonie  zur  Selbst  bei  eh  ruDg.  Von 
Karl  Koppe,  Professor.  14.  Aufl.  Bearbeitet  von  Dr.  W.  Dahl, 
Oberlehrer  am  Realgjmnasinm  zu  BrauuBchweig.  Essen,  Bädeckei. 
1876. 

Der  Gesammteindtuck ,  welchen  man  bei  Durchlesung  dieses  Buches 
erhält,  ist  insofern  ein  ungünstiger,  als  man  durchaus  die  Präcision  und 
Klarheit  der  Darstellnng  vermisst,  welche  wir  für  anerlässHcbe  Eigen- 
schaften jedes  Schulbuches  halten.  Auch  fehlt  es  nicht  an  Ungenanig- 
keiten  und  Ungeschicklichkeiten,  welche  in  Verbindung  mit  der  groben 
Vernachlässigung  der  Anfordemngen  eines  guten  Styls  zu  dem  Urtheil 
ftibreu,  dass  dieses  Buch  seinem  Zwecke,  ein  Bildangsmittel  für  Schäl  er 
höherer  Lehranstalten  zu  sein,  keineswegs  entspricht. 

Schon  die  Einleitung  ist  bedenklich.  Nachdem  wir  in  §  1  erfahren 
haben,  dass  ein  Naturgesetz  ein  Satz  sei,  „welcher  aussagt,  dsss  ein 
N&turkörper  unter  gewissen  Bedingungen  bestimmte  Veränderungen  er- 
fährt", und  die  Physik  die  Lehre  von  den  Naturgesetzen  genannt  ist, 
beiüBt  es  in  §  2:  Wenn  wir  auch  annehmen,  dass  der  Schöpfer  die  Natur 
uucb  unwandelbaren  Gesetzen  geordnet  hat,  so  sind  wir  doch  un- 
endlich davon  eutfernt,  aach  nur  eines  dieser  Gesetze  er- 
kannt zu  haben.  Was  heute  noch  für  uns  als  Naturgesetz 
gilt,  kann  morgen  schon  durch  neuere  Erfahrungen  seine 
Giltigkeit  verloren  haben. 

Wer  Naturgesetz  so  allgemein  definirt  hat,  dem  giebt  selbst  Dem uth 
und  Bescheidenheit  nicht  das  Recht  zu  solchen  Phrasen,  wenn  er  anders 
im  Sinne  hat,  unter  dem  vertraulichen  „wir"  mehr  als  die  eigene  Per- 
son zu  verstehen. 

Ferner:  Viele  unserer  sogenannten  Naturgesetze  sind  ein 
höchst  unvollkommener  Ausdruck  der  wirklich  stattfinden- 
den Erscheinungen. 

Als  Beispiel  kommt  nnn  Das,  was  der  Verfasser  die  Gesetze  vom 
freien  Fall  zu  nennen  sich  erlaubt,  die  er  als  höchst  unvollkom- 
mene   Ausdrücke   bezeichnet,    weil  sie   nicht   den    Fall    im    luftetfttllten 
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Banmo  dftrelellen  und  weil  sie  der  Znn&bme  der  Fftllbeschleanigung  niclTt 
Recfapnog  tragen! 

Den  allgemeinen  Ansdrack  für  die  Bewegung,  welche  mit  constaater 
Bescblennignog  vor  sich  geht,  ein  nnTollkommenes  Natnrgesets  za  nennen, 
weil  es  FHIIe  giebt,  aaf  die  er  nicht  passt,  das  nenne  ich  denn  doch  die 
Begriffe  völlig  verwirren  und  eine  WisBenscbaft ,  welche  gerade  dnrcb 
die  Umsicht  ihrer  Methode  and  die  Sicherheit  ihrer  Forsch  an  geresnlUite 
sich  Tor  anderen  den  Namen  der  exacten  erworben  bat ,  in  heilloser 
Weise  discreditiren. 

Bezüglich  des  übrigen  Inhalts  mnss  ich  mich  aaf  Erwfthnnng  einiger 
der  hauptsächlichsten  und  gefSbrIicbsten  Veretösse  beschtSnkeD. 

S.  9,  §  12  wird  definirt;  „Flasticität  ist  die  Eigenschaft  eines  Kör- 
pers, dass  er  bei  Binwirkang  Xnsserec  Kräfte  eine  VerKndemng  in  der 
Lage  seiner  Tbeile  erfährt,  bei  nachlassendem  Dmcke  oder  Zage  aber 
seine  Qestalt  wieder  herstellt."  Nachdem  dann  erwähnt  ist,  dass  es  voll- 
kommen elastische  Körper  nicht  giebt,  heisst  es  weiter:  „Die  voll- 
kommenste ElasticitSt  zeigen  die  InftfSrmigen  KSipet." 

Diese  Körper  stellen  aho  am  vollkommensten  ihre  Gestalt  wie- 
der her? 

Im  Sinne  der  Definition  (die  nnr  anf  feste  Körper  pnset)  sind  di« 
Gase  und  Fltissigkeiten  gar  nicht  elastisch.  Wird  ihnen  aber  Elasticität 
zngeschrieben ,  insofern  sie  ihr  Volumen  wieder  herstellen,  dann  sind 
sie  offenbar  beide  gleich  und  zwar  vollkommen  elastisch. 

S.  17,  §  18  beisst  es:  Die  Kräfte,  welche  Bewegung  hervor- 
bringen, können  momentan  oder  coatianirUcb  wirken.  Ale  eine 
momentan  wirkende  Kraft  können  wir  den  Stoss  ansehen. 

Eine  momentan,  d.  h.  eine  nnendlich  kleine  Zeit  hindurch  wirkende 
Kraft  kann  einem  Körper  eine  endliche  Geschwindigkeit  weder  vecleiben, 
noch  entziehen,  was  doch  beim  Stoss  geschieht.  Die  Homentankräfte 
haben  lediglich  die  Bedeutung  von  Fictionen,  welche  man  nach  der  von 
Galilei  gegebenen  Anleitnng  zum  Zwecke  theoretischer  Specnlation 
macht,  um  sie  scblieesHch  (durch  den  Uebergang  znr  Grenze)  wieder  auf- 
zageben.  Eine  reelle  Bedeutung  kommt  ihnen  nicht  zu;  vielmehr  ist  es 
von  höchster  Wichtigkeit,  den  Schüler  zu  belehren,  dass  jede  endliche 
Wirkung  nur  in  endlicher  Zeit  zu  Stande  kommt. 

8.30,  §24  versteigt  sich  der  Verfasser  zu  einer  Berechnang  des 
Winddrncke  anf  schief  entgegenstehende  Flächen,  welche  er  nach  zwei 
anderen  unglücklich  gewählten  als  Beispiel  znr  Erläntemng  der  Kräfte- 
zerlegung anführt. 

Dabei  übersieht  er,,  dass  mit  dem  Neigungswinkel  (n)  der  Flügel- 
ebene  gegen  die  Axe  sich  zugleich  auch  die  auf  die  Flügel  treffende 
Luftmasse  ändert  und  in  seinem  Sinne  die  betreffende  trigonometrische 
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Fanedon  nicht  coftt  sinn,  sondern  coHirCÜia  weiden  moBS,  welche  letztere 
ihr  Maximam  nicht  bei  45"  hat. 

Da  Ubrigene  dos  Problem  selbst  noch  seiner  endgiltigen  Löanng  ent- 
gegenharrt, so  ist  es  mindestens  nngescbickt,  dasselbe  mit  falscher  Lö- 
sung in  ein  Schnlbnch  zu  setzen. 

S.  59,  §  39  steht  der  merkwürdige  Satz;  „Wir  haben  im  Vorher- 
gebenden gesehen,  dass  eine  momentane  Kraft  eine  gleich- 
förmige Bewegung  herTorbringt." 

8.  92,  §  53  steht  die  geistreiche  Anmerkung:  Arfiometer  „tou  afaiösf 
leicht,  weil  man  gewöhnlich  bei  der  Bestimmung  des  specifi- 
schen  Gewichts  nnr  kleine  Massen  verwendet". 

5.  102, §61  wird  die  Ansicht  vorgetragen ,  dass  das  Oeßtssbarometer 
weniger  genaue  Resultate  gebe,  als  das  Heberbarometer,  w&brend  doch 
die  Normalinstromente  der  Physiker  und  Meteorologen  GefSssbaro- 
meter  sind.  Dem  Verfasser  ist  die  Foitin'sche  Gonstmction  wohl  ebenso 
anbekannt,  wie  die  Fehlerquellen  des  Heberbarometers? 

ß.  120,  §  77  erhalten  wir  ein  Beispiel  von  der  das  Werk  auszeich- 
nenden PrKcision:  „Am  voll  ständigsten  wird  eine  Flaaaigkeit  durch  an- 
haltendes Bieden  von  den  in  ihr  enthaltenen  Gasen  befreit.  Aehu- 
liches  findet  beim  Frieren  statt" 

6.  122,  §  77.  Nach  Erwähnung  des  Versnchs,  bei  welchem  ein  Blatt 
Papier  durch  den  äusseren  Lnftdmck  gegen  eine  dnrch  Blasen  verdünnte 
Luftschicht  gedrückt  wird  (wobei  gelegentlich  die  beiden  Physiker  Cle- 
ment und  IJesormes  in  einen  einzigen  Clement  Desormes  ver- 
schmolzen werden),  folgt  ein  neaer  Absatz  dieses  Inhalts: 

„Vielleicht  beruht  das  Fallen  des  Barometers  bei  Stürmen  auf 
einem  Shnlichen  Grande." 

Welche  wissenschaftliche,  didaktische  oder  pädagogische  Bedentang 
hat  dieser  Satz? 

S.  212  lesen  wir:  „Bin  minder  hoher  Gegenstand  kann  jedoch  einer 
schief  stehenden  Gewitterwolke  nSber  sein,  als  ein  höherer," 

S.  230:  „LSsst  man  den  Strom  einer  wirksamen  Batterie  durch 
einen  dünnen  Draht  gehen,  so  erhitzt  sich  derselbe.  Diese  Erhitzung 
ist  (anter  übrigens  gleichen  Umständen)  um  so  grösser,  je  kurzer  und 
dünner  der  Draht  ist." 

Der  zweite  Satz  ist  falsch,  ob  man  unter  „Erhitzung"  Zunahme  der 
Wärmemenge  oder  Temperaturerhöhung  versteht;  der  erste  bietet  ein 
Beispiel  der  allenthalben  hervortretenden  Nachlässigkeit  und  Unbestimmt- 
heit der  Fassung.  Ihr  gemäss  bedarf  es  einer  hesondern  Batterie,  nHm- 
lieh  einer  „wirksamen",  und  eines  besonderu  Drahtes,  nSmlicb  eines 
dünnen,  damit  letzterer  dnrch  den  Strom  erwärmt  weidel  Das  soll  wohl 
populär  sein?  <.' 
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8.  231  wird  tu  einer  AnmerkuDg  versprocheo ,  die  Abmesaang  des 
LeitangBwiderstandea  in  §§  152  und  153  zu  lehren ,  diesee  Versprechea 
aber  nicbt  gehalten. 

S.  245  steht  dnrchschoSBen  der  Lebraatz:  „Die  StSike  eweier 
Ströme  ist  der  Tangente  des  Ablenkungswinkela  pruportional." 

S.  248  steht  der  darchachoasene  Satz:  „Man  erhält  daher  die  gr&sste 
Wirknng,  wenn  der  Lei tnngs widerstand  in  der  Batterie  gleich  dem  Lei- 
tnngs  widerstau  de  im  Schlieasnnggbugen  iat." 

In  dieser  Allgemeinheit  ansgeaprochen  ist  der  Satz  falsch,  wul  er 
dem  Ohm'scbea  Gesetze  widerspricht. 

S.  257  meint  der  Verfasser,  daas  über  die  praktische  Anwendung 
des  Hnghea'schen  Drncktelegraphen  erst  fortgesetzter Gebranch  ent- 
scheiden werde.     Im  Jahre  187S? 

S.  281  wird  noch  immer  gelehrt,  dasa  durch  16  Schwingangen  in 
der  Secnnde  ein  Ton  zn  Stande  komme. 

.  8'  284  wird  als  Grundton  eines  Klanges  nicht  der  tiefste,  sondern 
der  stärkste  definirt;  die  Übrigen  Töne  werden  Nebentöne  genannt. 

Anf  welche  Autorität  stützt  sich  hier  der  Verfasser?  Ich  dächte, 
dass  hier  Helmholtz  masegehend  sein  sollte  nnd  nicht  Koppe-Dahl. 

S.  321  findet  sich  der  Heliostat  erwähnt  als  Planspiegel,  dem  durch 
ein  Uhrwerk  oder  die  Hand  eine  solche  Bewegung  ertheilt  wird,  dass  er 
die  Strahlen  der  Sonne  immer  in  der  nämlichen  Bichtung  reflectirt. 

Der  Handhelioatat  dürfte  dieaes  wohl  nie  leisten,  bei  dem  atitomaüsch 
wirkenden  ist  die  Stellnng  des  Spiegels  das  Interessante  und  zu  Er- 
klärende. 

S.  366  ist  abi  Anmerkung  zn  dem  Titel  „Polarisation  nnd  doppelte 
Brechnug"  Folgendes  zn  lesen:  „Wir  handeln  hiervon  nur  kntz,  da  kaum 
irgend  eine  Erscheinung  im  grossen  Haushalte  der  Natnr 
oder  im  gewöhnlichen  bürgerlichen  Lehen  bekannt  ist,  welche 
auf  der  Polarisation  oder  der  doppelten  Brechung  des  Lichtes  beruhte." 

Ea  geht  wahrhaftig  Nichts  Über  diese  Gemüthlichkeit  „im  gewöhn- 
lichen bürgerlichen  Leben". 

Wir  verlangen  in  Anfangsgründen  der  Physik  keine  weitläufige  Be- 
handlung der  Polarisation  und  doppelten  Brechung,  aber  ein  solches 
„Weil"  weisen  wir  zurück,  weil  es  unwahr  ist.  In  nnser  gewöhnlichea 
bürgerliches  Leben  gehört  beispielsweise  das  Saccbarimeter. 

8.  379  steht  die  (dnrch  ihre  PrKcision  ausgezeichnete)  durchachoaaene 
Erklärung:  „Ist  der  Gegenstand  von  der  Linse  sehr  weit  entfernt,  so 
kommt  das  Bild  nahe  an  den  Brennpunkt  zu  liegen  nnd  iat  verkleinert. 
—  Befindet  sich  dagegen  der  Gegenstand  nahe  am  Brennpunkte  (jedoch 


Recensionen.  163 

aoBBerhalb  der  Brennweite),  so  fXllt  das  Bild  in  eine  sehr  weite  Ent- 
fernang  hiaans  nnd  ist  vergrüsBert." 

Was  ist  „nahe",  was  „sehr  weit"? 

Der  Verfasser  scheint  die  Bedentang  der  doppelten  Brennweite  nicht 
EQ  kennen,  sonst  würde  er  nicht  aacb  auf  8.  398  nnd  399  vom  zusam- 
mengesetzten Mikroskop  eine  nnzuxeichende  ErklHrnng  geben,  welche 
ebensowohl  auf  das  MtroKomische  Fernrohr  paast.  Das  unterscheidende 
Uerkmal  ist,  dass  im  Mikroskop  befreite  durch  das  Objectiv  ein  vergrOs- 
sertes  Bild  gewonnen  wird.  Dazu  ist  ab^  erffn-derlich,  dass  der  Gegen- 
etand  zwischen  dem  Brennpunkte  und  dem  Orenzpunkte  der  doppelten 
Brennweite  liege,  während  es  nicht  genügt,  daes  er  sich  ttberbanpt  ausser- 
halb der  Brennweite  befinde. 

8.  391  findet  man  eine  origiaelle  ErkUning  der  deutlichen  Seh 
weite  als  kleinste  Eutfernnng,  in  welcher  noch  deutlich  gesehen  wird, 

S.  392  ist  der  Scheiner'scbe  Versuch  zur  HKlfte  beschrieben  und 
schliesst  mit  den  Worten;  „man  siebt  dagegen  die  Spitse  einfach,  wenn 
dieselbe  hinreichend  vom  Ange  entfernt  wird". 

Der  Fuchs  erreicht  die  Trauben,  wenn  er  hinreichend  hoch  springt, 
and  man  sieht  die  Sjrätze  aucHbwieder  doppelt,  wenn  sie  hinreichend 
entfernt  ist. 

Ich  fibei^he  -die  Einleitung  zur  Wärmelehre  §§229  —  235,  welche 
eine  Definition  Toit  Temperatur  giebt,  eine  Fabel  von  Fabrenheit 
erzHhU  nnd  die  Aanahme  erklärt,  „dass  die  Ausdebnang  der  Gase  dem 
wahren  Gange  der  Wärme  proportional  erfolge",  weil  diese  Sachen  in 
-rielen  anderen  LekrhUchein  auch  nicht  viel  besser  sind;  aber  der  §  236 
kann  nicht  nngertlg  t  bleiben. 

8.  421  wird  nf  imlicb  durch  eine  Reihe  von  Aussprüchen  der  Glanbe 
erregt,  dass  WassfT,  so  tauge  noch  Eis  in  demselben  schwimmt,  seine 
Temperatur  nicht  erhöhen  fcfinne.     Man  urtbeile  selbst: 

„So  wie  das  £iB  die  Temperatur  von  0**  erreicht  hat,  fSngt  es  an 
SU  schmelzen,  und  das  Thermometer  steigt  nun  nicht  mehr,  sondern  bleibt 
eine  längere  Zelt  unveränderlich  anf  0"  stehen,  so  lange  nämlich,  bis 
klier  Schnee  geschmolzen  ist."  Selbst  wenn  man  Feuer  unter  das 
Oe^üBst  macht,  „bleibt  doch  das  Thermometer  so  lange  auf  0"  stehen, 
ala  noch  nngeachmolzenes  Eis  vorhanden  ist",  und  vorher:  „Da 
hiemach  die  Wärme,  welche  dem  Waiier  während  des  Schmel- 
zens  oder  Sieden B  zugeführt  wird,  keine  Erhöhung  der  Tempera- 
tnr  bewirkt."  Demgemäss  kann  wohl  kein  Zweifel  sein,  dass  der  Ver- 
fasser dem  Eia  die  flbernatärliche  Wirksamkeit  zuschreibt ,  das  Wasser, 
in  welchem  ea  schwimmt,  anf  0"  zn  erbalten  1 

Ich  bXtt&  nteh  in  der  That  sehr  verwundert,  wenn  in  einem  Buche 
von  solcher  Einleitung  nicht  hier  nnd  da  etwas  Aberglauben  mit  unter- 
gelaufen  wäre. 
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i^.  429  steht:  „weshalb  Buch  zwei  Thermometer  nnr  dftnn 
in  ihren  Angahea  nnmittelbar  fibeieinstimmen  kSnnen,  v«nii 
ihre  Siedepunkte  bei  gleichem  Luftdrücke  bestimmt  worden 
sind." 

Wenn  nicht  glücklicherweise  andere  Leute  besser  als  der  Terf«86«r 
wtissten,  wie  Thermometer  gemacht  werden,  könnten  demnach  in  Man- 
chen und  Bonn  fibereio  stimmen  de  Thermometer  nicht  hergestellt  werden, 
da  diese  Städte  das  Unglück  haben,  nie  auf  gleichen  Barometerstand  m 
kommen  I  ^       ^ 

S,  437  lesen  wir:  „Die  Verdunstung  des  Wassers,  dos  WachBthns 
der  Pflansen,  das  Wohlsein  der  Tbiere  und  Uenschen  hängt  weder 
.von  der  absoluten,  noch  von  der  relatiTen  Fenohtigkeitt  sftn- 
decD  Ton  d e T  TrookeDheit  der  Luft  ab,  wenn  wir  unter  Trockenheit 
der  Luft  die  Menge  der  DSmpfe  verstehen,  welche  derselben  sur  Sätti- 
gung noch  fehlen."  Dazu  eine  Anmerkung:  „Auf  die  Trockenhät  der 
Lnft  in  dem  angegebenen  Sinne  wird  sicherlich  in  der  angewandten  Me- 
teorologie zu  wenig  Bedacht  genommen." 

Also  wohl  eine  neue  Entdeckung  des  Verfassers,  diese  Trockenheit! 
Leider  fehlt  jedoch  anch  hier  die  AnerkaVinng.  Der  Becenaent  verweist 
den  Verfasser  anf  die  demselben  noch  unbekannten  Dalton'schen  Oe- 
setae,  aus  denen  er  erfahren  wird,  inwiefern  die  „Trockenheit"  auf  die 
Verdunstung  des  Wassers  und   das  damit  Zosammenh&Bgende  einwirkt. 

Die  Unkenntniss  dieser  Gesetze  veranlasst  noch  dne  weitere 
Schwäche  anf 

B.  439,  wo  nach  einer  sehr  eingehenden  Beschreibung  des  Angnst- 
schen  Psychrometers  das  Daniell'scbe  Hygrometer  ledi^iah  mit  fol- 
genden Worten  abgehandelt  wird: 

„Die  Angaben  des  Psychrometers  können  jedoch  keine  volle  Sicher- 
heit genähren.  Dies  Letztere  gilt  auch  von  dem  früher  als  das  Psychro> 
meter  erfundenen  Hygrometer  von  Daniel],  welches  zur  Ermittelnng 
des  Thanponktes  dient,  aber  umständlicher  im  Gebrauche,  als  das  Psy- 
chrometer ist,  da  jeder  Beobachtung  erst  ein  besonders  anta- 
stellender  Versuch  vorangehen  muss." 

Das  fnndamentale  Instrument  DanielTs  wird  demnach  nicht  be- 
schrieben, sondern  nnr  erwähnt,  nm  es  zn-bemäkeln,  während  doch  der 
Gebranch  des  Angust'scben  Psychrometers  dadurch  bedingt  ist,  daas 
die  Coastante  der  Formel  durch  eine  Thauponktsbestimmung  ermittelt  ist, 

Schliesslich  muss  ich  noch  erwähnen,  dass  die  3. 74  bei  dem  Namen. 
Keppler  (Keplems)  bezüglich  der  Personalien  zur  Schau  getri^ne 
Sorgfalt  vereinzelt  ist.  Denn  der  Verfasser  schreibt  Poggendorf  statt 
Poggendorff,  Fraaenhofer  statt  Frannhofer,  nnd  läast  Ohm  in 
Briangen  statt  in  Nürnberg  seine  Entdeckungen  machen.  Von  Monsieur 
Clement  Desormee  ist  schon  oben  die  Bede  gewesen. 
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Das  Angeftthrt«  wiid  genflgen  znr  £egrän<]aug  des  eingaogs  abge- 
gebeaen  Urtheils.  Wir  sind  es  ebensowobl  der  von  uns  Tertrcttenen 
WisseiiBcbaft,  ab  der  stadlrendea  Jagend  scbnidig,  Buchet,  wie  dio 
14.  Auflage  von  Koppe's  PbTSik,  welche  nach  Fonn'  und  Inhalt  den 
AnfordeniDgen  der  Zeit  nicht  genitgen,  ans  der  Schale  zn  entfernen.  Es 
dürfte  dieaes  nm  so  leichter  gelingen,  als  an  guten,  ganz  elementar  gehal- 
tenen Lehrbüchern  der  Physik  kein  Mangel  ist.  Ich  erinnere  nnr  an 
diejenigen  toq  Jochmann  and  von  Weinhold,  welche  dnrch  Umfang 
und  Preis  keine  grCsseren  Ansprüche  an  Lehrer  nnd  Schüler  machen. 

O.  Bbcknagel. 


Leit&den  der  Elementarmathematik  von  Dr.  Liebbr  nnd  t.  Lühmakn. 
II.  Tbl.:  Arithmetik.     Berlin,  Simion.    1S77.     Preis  IMk.  25  Pf. 

Die  Anlage  dieses  Lehrbuches  weicht  von  der  meist  beliebten  so 
sehr  En  ihrem  Vortheil  ab,  dass  wir  dasselbe  neben  einem  entsprechen- 
den Uehangshnche  Allen  empfehlen  zu  köunen  glauben ,  welche  bei  ihren 
Schülern  Liebe  zur  Bache  erzielen  und  erhalten  wollen.  Dem  wohl  viel- 
seitB  gehegten  nnd  sicher  auch  im  mündlichen  Tbeile  des  Unterrichts 
Bechnnng  getragenen  Bedürfnisse,  Verstfindniss  für  die  Gesetze  der 
Oruad Operationen  aus  dem  einfachen,  auf  der  Zahlenreihe  basirenden 
Schlnssvermfigen  zn  erzielen  nnd  darauf  banend  die  übrigen  Aufgaben 
der  allgemeinen  Arithmetik  mit  entsprechender  Leichtigkeit  erledigen  zu 
fcSnnen,  ist  hier  ohne  Zweifel  entgegengekommen. 

Wenn  wir  trotzdem  noch  einige  Wünsche  haben  nnd  diese  hier  zum 
Ansdrock  bringen,  geschieht  es  nar,  nm  —  das  BinverstSudniss  des  Herrn 
Verfassers  voranssetzeud  —  den  hier  angebahnten  Weg  in  einer  zweiten 
Auflage  noch  mehr  berücksichtigt  zu  sehen.  Wir  meinen  hier  die  grössere 
Betonung  des  dnrch  die  erste  Rechenstafe  (Addition  und  Suhtraction) 
gebildeten  Ausdrucks,  wie  auch  der  durch  sSmmtliche  drei  Rechenstufen 
■ich  hindurchziehenden  Analogie,  ausgedehnt  selbst  bis  zur  Gegenüber- 
stellung der  LehTSlttze  in  diesen  Stufen.  In  §  79,  der  von  der  Auf- 
IfiBung  der  Gleichungen  im  Allgemeinen  bandelt,  hStte  auch  der  Satz 
Erwähnung  finden  können,  dass  die  mit  der  Unbekannten  verbundenen 
Constanten  in  umgekehrter  Folge  ihres  mehr  oder  weniger  engen  Zusam- 
menhanges mit  ersterer  von  dieser  nach  §  6d,  1)  getrennt  werden.  Was 
die  unreinen  Gleichungen  des  zweiten  Grades  mit  einer  unbekannten 
betrifft,  so  wBre  die  leducirte  Gleichung  nicht  ohne  Vortheil  anzuführen 
gewesen ,  zumal  ja  dieser  Fall  bei  den  Gleichungen  des  dritten  und  vier- 
ten Grades  wiederkehrt.  Von  praktischer  Bedentang  erscheint  es  end- 
lich, solche  Gleichungen,  hei  denen  das  Quadrat  der  Unbekannten  mit 
einem  nicht  quadratischen  Factor  behaftet  ist,  dnrch  Multiplication  der 
Gleichung  mit  einem  geeigneten  Berthe  quadratisch  zu  machen  und  so 
mM.-ut.  Abthig.  d.  Zatuoiu'.  f.  luth.  B.  Phr«.  XZIU,  6.  19 
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statt  dei  VöbekaiiDteti  selbst  erst  eine  einfache  FnnctioD  derselben  — 
wie  das  ja  in  vielen  Fällen  sogar  notbwendig  ist  —  zn  bestimmen. 

Hit  grossem  Geschick  behandelt  erscheinen  weiter  die  §§  91  flgg., 
welche  von  den  arithmetischen  Reiben  hSherer  Ordnung  nnd  den  Com- 
plexionen  handeln. 

Inwieweit  der  die  nnendlicben  Reihen  behandelnde  Anbaog  sich  dem 
bis  dahin  erledigten  Pensum  anzascbliessen  berechtigt  ist,  haben  die 
Herren  Verfasser  in  der  kurzen  Einleitung  zu  diesem  Anhange  selbst 
ausgesprochen. 

Es  ist  nicht  zn  zweifeln,  dass  sich  dieser  Leitfaden,  einmal  bekannt, 
ausgedehnter  Würdigung  zn  erfreuen  haben  wird. 

Kaiserslautern.  Hdoel. 
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Historisch- literarische  Abtheilung. 


Recensionen. 


Di«  Kattieiiiatik  zn  FUtoB'i  Zeiten  and  eeiue  Benehun^en  n  ihr,  nnch 
Platon's  eigenen  Werken  und  den  Zengniaeen  KlterBr  Schriftfitellet 
Ton  Dr.  Benedikt  Rothladp,  Lebrcr  der  Mathematik  und  Physik 
an  der  königl.  KreisreaUchnle  in  München.  München  1878.  74  S. 
Nachdem  Herausgeber  und  üehersetzer  Platonischer  '^erke  in  viel- 
fachen Anmerkangen  über  die  Bedentnng  einzelner  mathematisch  klingen- 
der Stellen  fiich  verbreiteten,  nachdem  insbesondere  zwei  Stellen  in  dem 
„Staate"  und  dem  .Jlenon"  eine  gaive  Literatur  hervorgerufen  haben, 
ohne  dass  allseitige  Einignng  Über  deren  Meinung  hat  erzielt  werden 
kennen,  wShlte  1861  C.  Blass  fQr  seine  Doctordiesertation  die  gemein- 
Bcbaflliche  Erßrteinng  aller  Stellen,  nicht  etwa  in  dem  Sinne,  daas  jede 
einzelne  benrtheilt  nnd  commentirt  würde,  sondern  in  der  Absicht,  ihnen 
'allen  die  Bedentnng  ihres  VerfaaeerB  für  die  Geschichte  der  Mathemalft 
zn  entnehmen.  Was  vor  17  Jahren  Blass  in  der  Schrift  „De  Piafont 
malhematico"  sich  als  Ziel  setzte,  hat  nun  wieder  der  Verfasser  der  nns 
vorliegenden  Monographie  sich  zur  Aufgabe  gestellt.  Herr  Rothlanf  ist 
in  einiger  Beziehung  nicht  genügend  vorbereitet  an  die  Ansarbeitang  des 
interessanten  Gegenstandes  gegangen.  Die  elnschlKgige  Literatur  beherrscht 
er  nicht  in  dem  Haasse,  wie  man  e» wünschen  müsste.  Er  kennt  z.B. 
die  ebengenannte  Blass'sche  Dissertation,  wie  es  scheint,  ebensowenig, 
wie  eine  Abhandlnng  von  Tb.  Henri  Martin,  die  Platonische  Zahl 
betreffend  {Revue  archdologique  1857),  ebenso  wenig,  wie  das  vortreffliche 
Bnch  Bretschneider's  über  die  vorenklidische  Geometrie,  ebenso  wenig, 
wie  das  Programm  für  1873  der  Studien anstalt  Hof  von  0.  Friedlein, 
Beiträge  znr  Geschichte  der  Mathematik  III,  ebensowenig,  wie  die  histo- 
risch -  mathematischen  Arbeiten  des  Referenten.  Von  allen  diesen  Schrif- 
ten ist  wenigstens  in  den  Anmerkangen,  wie  im  Texte  nirgends  die  Rede. 
Nur  Hankel  hat  der  Verfasser  gründlich  stndJrt  nnd  benutzt,  nnd  neben 
Hankel  die  Werke  Flato's  selbst.  Unsere  bisherigen  Aeussernngen 
enthalten  das,  was  znm  Tadel,   aber  auch  das,  was  zum  Lobe  der  Ab- 

Bltt^bAbthlg.  d.ZtflHlir.f;lUtli.  B.P1VS.XXIII,  t.  14 
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hftndlnng  gereicht.  Herr  Botblaaf  ist  seiner  Anfgabe  weit  nnbef&iige- 
^^'  gegen Bbergetreten ,  e,\a  venu  er  die  Gesammtheit  der  Vorarbeiten 
gekannt  hXtte,  welche  in  fihnlicber  Richtung  Torgenonunen  worden  sind, 
und  dieser  Unbefangenheit  verdanken  wir  vielleicht  manche  richtigere 
Erklämng.  Wir  erwäbnen  beUpi  eis  weise  die  Uebersetznng  (S.  29)  der 
bertlcbtigten  Stelle  von  der  Tollkommenen  Zahl.  Sie  weicht  Tollitflndig 
von  der  durch  Martin  gegebenen  Uebersetznng  ab  nnd  ftthrt  zn  einer 
duTchans  verschiedenen  Zahl.  Wir  sind  versncbt,  in  der  R.'sch«n  Ueber- 
setsnng  den  richtigeren  Sinn  zn  erkennen ,  wenn  auch  die  Schwierigk«t 
der  Frage  eine  rasche  Entscheidung  ohne  grflndliche  eigene  Untersnchnng, 
zn  welcher  nns  gegenwKrtig  die  Zeit  fehlt,  nicht  enlitsst.  In  der  ErklS- 
rnng  eines  Satzes  stimmen  Übrigens  Martin  und  B.  ttberein,  die  dadurch 
wohl  als  gesichert  erscheinen  dürfte.  „Die  Diagonale  eines  Qnadratea 
mit  der  Seite  5",  beiest  es,  „die  rational  ist  wenn  1,  irrational  wenn  2 
abgebt."  Die  Meinnng  sei  die,  dass  2.5'  — 1  =  49  eine  Qnadratzahl, 
2.5*— 2^48  keine  Quadratzabl  ist.  Ans  dieser  Stelle  geht  aber  her- 
vor, dass  Plato  den  NXheningswertb  }/2=:^,  über  welchen  wir  nns  S.  89 
der  bist. -lit.  Abthlg.  dieses  Bandes  ansgesprochen  haben,  gekannt  haben 
kann,  dass  jedenfalls  zwischen  der  dort  angeführten  Proklnsstelle  und 
pag.  546  des  Staates  ein  ZaBammenhang  anzunehmen  ist.  Oh  Herr  Both  - 
laaf  (B.  25)  in  der  ErlKntemng  einer  Stelle  des  Theaetet  pag.lA7, 
wo  er  irrationale  Enbikwnrieln  erkennen  will,  ebenso  glücklich  getroffen 
bat,  ist  nns  nicht  ganz  wahrscheinlich,  nnd  anch  gegen  einige  andere 
ErkUmngen  (S.  51 ,  8.  52  CiUt  6,  S.  64)  ist  nns  eine  Polemik  denkbar, 
auf  welche  wir  nns  aber  hier  nicht  einUseen  möchten.  Wir  wollen  viel-, 
mehr  durch  diese  Aeussernngen  nur  einestheils  zeigen,  dass  wir  die  Schrift 
mehr  als  nur  einmal ,  oder  gar  als  nur  flüchtig  durchlesen  haben ,  nnd 
anderntbeils  dass  wir  die  Schwierigkeit  mancher  behandelten  Gegenstände 
vollaaf  anerkennen.  Im  Allgemeinen  dürfte  der  Leser  durch  die  mund- 
gerechten deutschen  üehersetznngen  des  Verfassers  sehr  angenehm  berUhrt 
werden  und  der  ganzen  Schrift  den  doppelten  Eindruck  entnehmen,  dass 
Plato  in  der  That,  anch  wenn  nftht  ÜbermHssig  viele  Erfindungen  ihm 
unmittelbar  zugescHrieben  werden,  eine  hohe  Bolle  in  der  Geschiebte  der 
griechischen  Mathematik  gespielt  hat  und  dass  Herr  Rotblanf  mit  den 
platonischen  Schriften  so  wohl  vertraut  ist,  dass  man.  Ihm  nur  dafür  dan- 
ken kann,  die  mühselige  Arbeit  dieser  Zasammenstellang  auf  sich  ge- 
nommen zn  haben,  welche  den  meisten  mathematischen  Benutzern  schon 
darch  den  Umstand  sympathischer  als  die  von  Blass  sein  wird,  dass 
Letzterer  sich  allenthalben  mit  dem  Abdrucke  des  griechischen  Textes 
begnügt  und  dadurch  ebenso,  wie  durch  die  lateinische  Sprache  der  gan- 
zen Abhandlung  sich  mehr  an  Philologen  gewandt  zu  haben  scheint. 

Cahtob. 
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Bi«  Zahlieiohea  und  Zihleniyiteme  der  QriaoJt«ii  und  Ihre  Logiitlk,  von 
Cakl    Kieseritzkf.      Beilage    zum    Jahresbericht   der  St.  Annen- 
Schule  zu  8t.  Petenbnrg  fUr  1877.     8«.     43  3. 
Wir  baben  e§  hier  mit  einer  ans  pmcbs  losen  Znsammen  Stellung  der 
IsndlSnfigen  Kenntnisse  von   dem  Rechnen   der  Griechen  za  thnn,  wie 
der  Verfasser  sie  a,tiB  den  von  ihm  benntzten  Schriften  von  Pott,  Nessel- 
mann  nnd  Friedlein   entnabm.     Eigenes  Qaellenstadinm  liegt  wohl 
nicht  vor.     Wesentliche  Irrthümer  sind  uns  mit  Ananahme  der  Behanp- 
tung,  Ptolemaens   erst  habe  das  babylonische  Sexageaimalsystem  bei 
den  Griechen  eingeführt,  nicht  anfgestoBBen.  Cantok 


Bella   Sita   e  delle  opere    di  Antonio    Vrceo   detto    Codro,    3tudi  t 
rictrthe  di  Carlo  Malagola.     Bologna  1878.     XX,  597  8.  8". 

£!s  könnte  fast  sonderbar  erscheinen ,  eine  Besprechung  dieses  Wer- 
kes gerade  in  dieser  Zeitschrift  vorznaehmen.  Der  Mathematiker,  anch 
derjenige,  welcher  nebenbei  oder  sogar  mit  Vorliebe  geschichtlichen  Fe r* 
schnngen  sich  hingiebt,  hat  das  Becht,  von  jenem  berühmten  Philologen 
der  zweiten  HSlfte  des  XV.  Jahrhunderts,  der  sich  nach  dem  Vorbilde 
eines  armen  Dichters  ans  der  Zeit  des  Kaisers  Domittan  den  Namen 
Codrus  gab,  nicht  mehr  als  den  Namen  zn  kennen,  venn  ihm  nicht 
«nch  dieser  schon  fremd  ist.  Wir  dtirften  daher  den  ohnedies  ziemlich 
knapp  zugemessenen  Raum  dieser  hiBtoriscb-literariscben  Abtheilnng,  wir 
dürften  die  Nachsicht  unserer  Leser  nicht  missbranchen,  selbst  wenn  wir 
nns  competent  fehlten,  in  der  Geschichte  des  Üumanimns,  zd  deren  glKn- 
zenden  Namen  Antonio  Urceo'  gehörte,  ein  kritisches  Wort  zu  sprechen. 
Wenn  wir  trotz  diese«  uns  mannigfach  auferlegten  Verbotes  das  Werk 
des  Herrn  Ualagola  dennoch  als  Ueberscbrift  eines  Referates  wSblen, 
so  gilt  unser  Bericht  nicht  dem  ganzen  umfangreichen  Werke,  sondern 
nnr  einem,  dem  8.  Capitel,  dessen  Ueberscbrift  nneere  Entschuldigung 
in  sich  trHgt:  „Von  dem  Aufenthalte  des  Nicolans  Copernicns 
in  Bologna."  Herr  Malagola  hat,  wie  sich  manche  nnserer  Leser 
hei  diesen  Worten  erinnern  werden,  in  einem  Familienarchiv  in  Bologna 
vor  einigen  Jahren  die  Acten  der  deutschen  Nation  der  dortigen  Uni* 
versität  Rufgefunden  nnd  in  denselben  den  Namen  des  grossen  Tborner 
Astronomen,  eine  Entdeckung,  welche  damals  bereits  viel  von  sich  reden 
machte,  weil  sie  dem  Streit  Über  die  Nationalität,  welcher  die  Familie 
Koppernigk  angehörte,  mit  einem  Schlnge  ein  Ende  machte.  Herr  . 
Malagola  hat  nun  gegenwärtig  seine  Acten  Untersuchungen  abgeschlos- 
sen ,  ans  welchen  folgende  Punkte  mit  Bestimmtheit  hervorgehen : 

NicolauB  Kopperlingk  ans  Thorn  (das  ist  die  in  die  Bologneser 
Acten    fibergegangene  Schreibart   des    Namens)   wurde   in  Bologna    1496 


17S  HUtorüoh  -  litenrische  Abtheiinng. 

eiogsseicbnet ,  mutbmMelich  gegen  Anfang  October,  da  in  diesem  Mouat 
das  UniversitKUjahr  eeineu  Anfang  nahm.  Oenan  swei  Jabre  BpSter 
wnrde  ancb  Andreas  Eopperlingk  der  deutschen  NaUon  von  Bologna 
eingereiht.  Daraus  folgt,  dass  beide  Brtider  sich  in  Bologna  dem  Stn- 
dinm  des  Eirchenrechts  widmeten ,  da  Stnditende  anderer  Wissenschaften 
der  Nation  nicbt  angebSren  konnten.  Den  Doctorgrad  der  Rechte  bat 
zwar  Nicolane  erworben,  aber  nicbt  in  Bologna,  wabracbeinlich  am 
dem  Gmnde  eine  andere  Hochschule  zur  Erlangung  der  akademiscfaen 
WUrde  wkhlend,  weil  die  Kosten  in  Bologna  für  seine  VerbKltnisse  an- 
erschwinglich  hoch  waren.  Ana  seinem  Gebsite  als  Canonicns  von  Frauen- 
hnrg,  welchen  er  frübestens  seit  1498  bezog,  scheint  er  ancb  die  Stadien 
seines  Bmders  Andreas  bestritten  an  haben,  und  so  begreift  es  sich, 
wenn  ein  Brief  des  Bernhard  Scnltetns  an  Bischof  Lucas  Watzel- 
rode,  den  Oheim  der  beiden  Brtlder,  vom  21.  October  1499  die  jnngen 
I^nte  als  in  grossec  Qeldnoth  befindlich  nnd  von  Schulden  gedrückt 
„Kolarium  mor^^  schildert.  Wo  Nicolans  sich  den  Doctorhat  erwarb, 
wnsste  Herr  Malagola  noch  nicbt.  Er  schlugt  nnr  vor,  in  Born  nnd  in 
Ferrara  weitere  Nach forscbnn gen  ananstellen,  ein  Vorschlag,  der,  wenn 
wir  gut  nnterrichtet  sind,  inzwischen  zn  wichtigen  Ergebnissen  gefdhrt 
hat.  In  Bologna,  nnd  swar  unter  Antonio  Urceo,  begann  Nicolaas 
C.  seine  Studien  der  griechischen  Sprache  nnd  es  ist  gelangen,  in  hohem 
Grade  wabracbeinlich  zn  machen,  dass,  er  dort  mit  den  Briefen  des 
Theopbylaktos  Simokattes  bekannt  wurde,  deren  Uebersetzung  er 
1509  herausgab. 

Lehrer  oder  vielmehr  Freand  des  Copernicus  war  bekanntlich  der 
Astronom  Domenico  Maria  Novara,  mit  welchem  er  die  Beobachtung 
vom  9.  KXrz  1497  anstellte,  die  erate,  welche  Überhaupt  in  den  Revolu- 
tionen vorkommt  Auch  tiher  Novara  hat  Herr  Malagola  Neaes  zn 
Tage  gefSrdert,  insbesondere  dessen  Tod  in  der  dritten  Augustwoche 
1504  festgesUllt. 

Eine  letzte  Persönlichkeit,  von  welcher  der  Mathematiker  sieb  freut, 
in  dem  genannten  Capitel  zn  lesen,  ist  Soipione  del  Ferro,  der  Er* 
finder  der  Anflösang  der  kubischen  Gleichnng.  Herr  Malagola  bringt 
Actensttlcke  zum  Abdrucke ,  welche  beweisen,  dass  Scipione  del  Ferro 
1496  zum  ersten  Male  Vorlesungen  hielt,  dass  also  Copernicus,  wenn 
er  in  Bologna  tlherbaupt  mathematische  Vorlesungen  hesachte,  doch  wohl 
wahrscheinlicher  bei  den  llteren  Lehrern,  als  bei  dem  Nenling  gehört 
haben  dürfte.  Andere  Actenstflcke  beweisen,  dass  del  Ferro  1526  in 
Venedig  war,  wo  er  am  29.  October  noch  verweilte.  Ein  letztes  Acten* 
stfick  Tom  16.  November  1526  spricht  von  dem  vor  wenigen  Tagen  er- 
folgten Tode  des  del  Ferro,  welcher  also  in  die  erste  oder  aweite 
Novemberwoche  1526  in  setzen  ist  Camtor 


Kart  Fnedrioh  Oanu.  ZvSIf  Capitel  &as  seinem  Leben  von  Luowia 
Hahnselmann,  StadUrchifar  in  Brannschweig.  Leipzig,  bei 
Duncker  &  Kamblot.  1878. 
Die  hnndeitste  Wiederkehr  des  Gebnitgtages  des  grossen  Ästrono« 
men,  Mathematikers  und  Physikers  hat  mit  ihrer  Feier  das  Interesse  anch 
an  den  kleinsten  Ereignissen  ans  dem  Leben  nnd  Wirken  des  Jnbilars 
in  erbfihteni  Maasse  wach  gernfen.  Der  Stadtarcbivai  von  Braunscfaweig 
war  mehr,  als  irgend  ein  Anderer  dazu  berafen,  nach  noch  unbekannten 
Einzelheiten  zu  forschen,  welche  die  FamilienTerbSltniBse  von  Ganes 
betreffen ;  er  war  anch  mehr,  als  ein  Anderer  in  der  Lage ,  wirklich  Nenee 
zQ  finden,  denn  wenn  der  fertige  Gelehrte  Ganss  in  seinen  Schriften, 
in  seinen  Briefwechseln,  in  dem  Gedächtnisse  derer,  die  in  GSttingeB 
noch  mit  ihm  verkehren  konnten,  dentlicb  lebt,  so  ist  tlber  das  Werden 
Ton  Ganss  die  lebende  Erinnemng  dnich  die  LXnge  der  Zeit,  die  in- 
Bwiscben  verflossen,  aaegeschlosseii ,  und  Aufzeichnungen  waren  darfiber 
nni  wenige  znr  allgemeinen  Kenutniss  gekommen.  Herr  Haenselmann 
hat  in  den  Kirchenbüchern  n.  s.  w,  von  Brannschweig  and  den  umliegen- 
den Ortschaften  geuaae  Suche  angestellt  and  das  Ergebniss  seiner  Unter- 
suchungen in  einer  Reibe  von  Zeitungsartikeln  im  „Braunschiteiger  Ti^e- 
blatt"  niedergelegt.  Es  war  ein  glflcklicher  Gedanke,  diese  Artikel  in  einem 
BXndchen  von  106  schGn  ausgestatteten  Seiten  anch  dem  grCaseren  Leser- 
kreise zu  hieten,  welcher  mit  jener  Zeitung  nicht  bekannt  zu  sein  pflegt.  Wie 
wir  schon  andenteten,  hat  Herr  Haenselmann  insbesondere  Sber  dieFa- 
milienTerbXltnisse  von  G^^s  und  von  den  Personen  in  seiner  Heimath, 
die  zu  ihm  in  nSherer  Beziehung  standen ,  Auskunft  gesucht  und  gefan- 
den.  Es  bestätigt  sich  vollkommen  die  scbon  von  Sartorias  von 
Woltershansen  hingeworfene  Vermutbung,  die  mtltterliche  Familie  von 
G.  sei  es  mehr,  als  die  väterliche  gewesen,  in  welcher  die  Geisteskraft 
ihres  grössten  Sohnes  wurzelte.  Neues  Licht  ist  anch  auf  die  Zeit  der 
Braun  Schweiger  Gelehrt  enthStigk  ei  t  geworfen,  auf  die  Zeit,  während  wel- 
cher die  Disquisitionet  arilhmeticae  zum  Drucke  gelangten,  während  weU 
eher  die  Erwerbung  des  Doctorgrades  in  Helmstädt  fällt,  während  wel- 
cher die  Ceresbahn  berechnet  wurde.  Znm  ersten  Uale  dürfte  wohl  hier 
bekannt  werden,  dass  der  Plan  gefasst  war,  eine  Sternwarte  in  Braun- 
ecbweig  für  G.  zu  errichten,  als  er  die  Berufung  nach  Petersburg  aus- 
schlug. Seine  Verheirathung  mit  Johanna  Osthoff  bildet  ein  anderes 
anmuthiges  Capitel  der  Haenselmann'scben  Verfifientlichang ,  welches 
ttbrigens  früher  als  die  anderen  bekannt  wurde  dadurch,  dass  es  auch 
in  der  Zeitschrift  „Im  neuen  Reiche*'  zum  Abdruck  gelangte,  ans  welcher 
wir  selbst  den  Brief,  in  dem  G.  um  die  Hand  der  Geliebten  anhielt,  in 
einem  Artikel  der  „Allg.  Zeitung"  benutzen  konnten.  EndUch  gehören 
auch  briefliche  Mittlieilnngen  von  G.  aus  Göttingen,   an  sein^  Freunde 
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in  der  Heimath  gerichtet,  zu  den  feBselnden  Theilen  der  wohlgelnngenen 
Schrift,  welche  wir  anfrichtig  und  wann  empfehlen  möchten.    - 


H«rmum  OrMimans,  sein  Leben  and  seine  Werke.  Von  ViotobSchlkobl. 
.  Leipzig,  bei  F.  Ä.  Brockhaos.  1878.  VIII,  82  S. 
Der  Verfauer  beginnt  sein  Vorwort  mit  dem  Satze:  „Dte  folgenden 
BlStter  sollen  keine  allseitig  erBchöpfende  Darfitellnng  des  Lebens  nnd 
Wirkens  von  Hermann  Grasemauu  geben,  sondern  dasselbe  in  seinen 
Hanpts&gen  verfolgen  nnd  alles  Dasjenige  umfassen ,  was  fttr  die  wiiieii- 
schaftliche  Welt  von  Interesse  sein  kann."  Hat  Herr  Schlegel  nan 
diese  Absicht,  welche  ihn  leitete,  erfüllt?  In  mancher  Beaiehang  möch- 
ten wir  die  Frage  bejahen,  in  anderer  wieder  Temeineu.  Zn  den  Hanpt- 
Zügen  das  Wirkens  eines  Gelehrten  gehören  nnbedingt  die  Graudgedui- 
ken  seiner  Schriften,  und  diese  suchen  wir  vergeblich  in  der  vor  uoB 
liegenden  Dantellnng.  Wir  hören  wiederholt,  dass  G.  eine  ganz  nene 
Lehre  gescbafEen ,  dass  sie  leider  nocb  immer  nicht  zar  allgemeinen  Eennt- 
nisB  gediehen  sei ,  dass  ans  ihr  als  Folgerung  dia  wichtigsten  Sktse  mo- 
derner Algebra  nnd  Geometrie  sich  ableiten  lassen  —  aber  worin  die 
Lehre  eigentlich  bestehe,  das  erfahren  wir  nicht.  Gerade  Herr  Schlegel 
wäre  aber  gewiss  der  Mann  gewesen,  der  eine  Andentnng-,  and  sei  es 
von  gedrängtester  KUrie,  hittte  geben  müssen,  Herr  Schlegel,  der  mehr 
als  jeder  Andere  in  Grassmann's  Geist  eingedrungen  ist  und  dessen 
Schriften,  man  möchte  fast  sagen,  in  die  S^^he  gewohnter  Mathematik 
zn  dbersetzen  wnsste.  Dieser  allgemeinen  Bemängelung  mtisseo  wir  ein 
ebenso  allgemeines  Lob  gegen  Übe  rstellen.  Wenn  nns  anch  nicht  gesagt 
wird,  was  die  Ansdehnuogslebre  sei,  so  wird  aas  dafür  in  so  warmer, 
begeisterter  Weise  deren  Trefflichkeit  geschildert,  dass  gewiss  kein  Leser 
dieser  Brochure  es  vernachlässigen  wird,  sich  nachträglich,  so  genau  es 
immer  gelingen  will,  mit  den  G.'schen  Schriften  bekannt  zu  machen,  nnd 
auch  dieses  bewirkt  zu  haben,  ist  ein  Verdienst  eines  Biographen.  Von 
Einzelheiten,  die  nns  besonders  aufgefallen  sind,  möchten  wir  anf  die 
Darstellung  der  Beziehungen  Hermann' Hankel's  zu  G.  (8.53)  and 
anf  die  des  eigenthümlichen  Benehmens  von  Cauchy  (S.  38}  aufmerk- 
sam machen.  De  Saint-Venant  veröffentlichte  1845  in  den  Camptet 
rendui  der  Pariser  Akademie  eine  geometrische  Uultiplication  der  Strecken, 
welche  mit,  der  von  G.  in  der  Ans dehunngsl ehre  von  1841  vorgetragenen 
wesentlich  identisch  war.  An  der  Selbstständigkeit  des  französischen 
Gelehrten  ist  nicht  einen  Augenblick  zn  zweifeln.  Einen  Zweifel  hatte 
anch  G.  nicht,  schickte  jedoch  zwei  £semplare  seines  Baches  an  Cauchy 
mit  der  Bitte,  eines  derselben  De  Saint-Venant  zuzuwenden.  Canefay 
vergass   die  Besorgung,    wie  es  scheint,    was  ihn   aber  nicht  hinderte, 
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Bieben  Jfthre  spSter  (Camptet  rendiit  XXXVl)  täaa  Uathode  der  4<ifl6situg 
klgebraiecher  Oleicbnngen  mit  Hilfe  der  clef»  algebrigifet  zu  verSSeut- 
liehen,  die  mit  einzelnen  Theilen  des  G.'scben  Bncbes  die  entschiedenste 
Aehnlichkeit  besitzt.  Genannt  war  aber  O.  nicht  in  Canchy'»  Auf- 
Bätzeu.  G.  reclamirte  bei  der  Pariser  Akademie,  Seine  Verwahrung 
wurde  einer  Commission  überwiesen  und  ein  Bericht  dieser  Commissiou 
ist  niemals  erfobienen.  Cantx>e 


Kepler  all  Reformator  der  Aitrononie,  von  Robbrt  Billwillb«.  Neu- 
jahieblatt,  herausgegeben  von  der  Natarforachenden  Gesellschaft 
ZD  Zürich  auf  das  Jahr  187S.  40.  24  8.  mit  einer  FignrenUfel. 
Der  Verfasser  dieser  kleinen  Abhandlung,  A^jnnct  der  Sternwarte 
und  Vorstand  der  met«orologiGchen  Centralanstalt  in  Zfirieh,  den  Hiato- 
rikern  der  exacten  Wisse nseharten  seither  namentlich  durch  die  anerken- 
nenden Worte  empfohlen,  welche  Professor  Rudolf  Wolf  ihm  in  der 
Vorrede  znr  Geschichte  der  Astronomie  als  seinem  Hitaibeiter  widmet, 
hat  nunmehr  auch  ein  eigenes  geschichtliches  Schiiftchen  TerSffentUoht. 
Heber  Kepler  war  zwai  schon  Vieles  und  Gutes  geschrieben.  Es  giebt 
eine  ganie  Kepler -Literatur,  nnter  welcher  die  Einleitungen  und  aabl- 
reichen  Anmerkungen,  mit  welchen  Frisch  die  von  ihm  besorgte  Ge- 
sammtausgabe  von  Kepler's  Werken  bereieherte,  eine  rtthmlichste  Stel- 
lang einnehmen.  Andere  Schriften  sind  Tolksthfimlicber  abgefasst  und 
zeigen  in  deutschem  scbfinen  Sprachgewande  soviel  als  mfiglicb  ohne 
Benutaung  mathematischer  Knnstausdrttcke  nicht  blos,  was  Kepler  zur 
Beform  der  Sternkunde  geleistet,  sondern  wie  er  es  geleistet  hat.  So 
hat  insbesondere  Ernst  Friedrich  Apelt  in  seinem  Buche  von 
f849:  „Johann  Kepler's  astronomische  Weltansicht",  seinen  Hel- 
den als  Vereiniger  zweier  gar  verschiedenen  Geisteagaben  hinzustellen 
gewnsst,  als  anermtldlichen  fiechuer,  als  phantssie vollen  Propheten  der 
Natnrfoisobung.  Es  war  zu  diesem  Zwecke  nothwendig,  all«  jene  Bech- 
Dungen  als  im  Dienste  der  Idee  stehend  erkennen  zu  lassen  und  den 
Hathematiker  Kepler,  so  ungeheure  Anrechte  er  auf  ewiges  Gedichtniss 
sich  erwarb,  einen  Augenblick  aber  den  Physiker  Kepler  an  vergessen. 
Herr  Billviller  ist  mit  Glflck  in  Apelt's  Fusstapfen  getreten,  und 
je  weniger  das  genannte  Bach  von  1849  gekannt  zu  sein  scheint  (auch 
Referent  wnrde  auf  dasselbe  erst  aufmerksam  gemacht',  nachdem  er  die 
fiillwiller'sche  Abhandlung  längst  gelesen  hatte),  am  so  weitere  Ver- 
breitung verdient  das  Nenjahrsblatt  der  Zfiricher  Natnrfoischenden  Ge- 
sellschaft. C*»TOB. 
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Oeiohiohte  der  Hageltheoriea ,    von   Oberlehrer  Dr.  Th.  Baushbtatek. 

Programm  des  k&aigl.  Gymnuinma  zu  Glfickstsdt  fllr  1877.     4°. 

39  S. 
Wir  befBrchteo  nicht,  den  Widersprach  der  FaclimHnner  hervorBn- 
nifen,  wenn  wir  nnter  den  Natnrwissenscheften  die  Meteorologie  als  die 
noch  unfertigste  bezeichnen,  in  welcher  man  Doch  keineswegs  festen 
Boden  gewonnen  hat.  Noch  immer  handelt  es  sich  in  ihr  der  Haupt- 
sache Dach  nm  ADsammlnng  von  Thatsachen,  nnd  diejenigen  meteorolo- 
gischen Glesetze,  welche  wirklich  als  Gesetze  sich  bewahrheitet  haben  nnd 
nicht  durch  die  Erfahningen  des  nächsten  Jahrzehnt  nach  ihrer  Anfstel- 
Inng  widerlegt  worden  sind,  mtlssen  doch  nnr  als  Ansspräcbe  von  Er- 
sehe! noDgsgnippen  verstanden  werden ,  während  sie  eine  Theorie  der 
EatstehoDg  dieser  Erscheinungen  kaum  in  beschränktestem  nnd  bestrit' 
tenstem  Sinne  lieferten.  Unter  den  meteorologischen  Theorien  ist  aber 
die  des  Eütgels  selbst  wieder  eine  der  nnsichereten.  Es  hagelten  solche 
Theorien,  mKchten  wir  kalanem,  and  wenn  znr  Bildung  einer  richtigen 
Anschaunng  es  vor  allen  Dingen  nothwendig  ist,  die  falschen  an  kennen, 
sei  es,  am  nteht  in  alte  ItrtliUmer  nen  zq  verfallen,  sei  es,  nm  sich  be- 
wnsst  zn  bleiben,  welche  Erscheinnngen  durch  die  Theorie  erklärt  wer- 
den mtlssen,  so  hat  Herr  Banrmeister  entschieden  eine  verdienstliehe 
Arbeit  unternommen,  indem  er  in  dem  ans  vorliegenden  Programm  zuerst 
das  znsammenstelUe ,  was  man  von  Eigenschaften  des  Hagels,  von  den 
Hagelwetter  hegleitenden  atmosphärischen  Störungen  weiss,  ttnd  hierauf 
eine  üebersicht  der  einander  vielfach  entgegengesetzten  Entstehnngs- 
meinungen  des  Hagels  kuttpfte.  Zum  Scblass  kommt  er  wieder  aaf  die 
in  der»  ersten  Äbtfaeilang  besprochenen  Dinge  insofern  zarttck,  all  er 
das  Beobachtangsmaterial  tür  vorlSnfig  noch  zn  gering  oder  doch  zn  an- 
geordnet erklärt,  am  eine  gründliche  kritische  Beartheilnng  der  verschie- 
denartigen Theorien  an  ermSglichen.  Er  bittet,  ihm  zn  diesem  Zwecke 
jede  Interesse  erregende  Erfahrang  tiber  Hagelflllle,  flher  die  Wolken- 
formen, die  Windrieh  tan  gen  während  des  Verlaufes,  flber  die  Laftelek- 
tricität  bei  Hagelwettern ,  Über  deren  topographische  Verbreitnng  a.  s.  w. 
ankommen  za  lassen.  Wir  glauben  dem  Verfasser  ans  freundlich  au  er- 
weisen, weon  wir  znr  Verbreitung  seines  Wunsches  durch  dieses  karze 
Referat  nach  Kräften  beizutragen  snchen.  Cantor 


Al^braisobfl  Analyaia,  von  Eabi.  Hattendorff.     Uit  11  Holzschnitten- 

XII,  298  8.     Hannover,  Cari  Ettmpler.     1877. 

Ealer's  Iniroductio  in  analyti»  infimlorum  erschien  1748,  Canchj's 

Analijse  algebrique    1821,      Das   erstgenannte   Werk   gab    der   Hauptsache 

nach    den  Inhalt,   das  zweite    die  Form  und  den  Namen  fUr  ein  Gebiet 
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mathemiiti scher  Forschang,  degsen  gcmutie  BegresBiiDg  schwierig,  wenn 
nicht  nnmSglich  ist.  Vorleanngen  Hber  Algebraische  Än&lysis  nnd  Buchet 
über  dieselbe  werden  in  einigen  Hanpttbeüeu  eich  natürlich  stets  gleichen. 
Ueberall  wird  man  die  Lehre  von  den  Reihen,  ihrer  Conre^ent  und 
Divergenz  Torgetragen  finden,  fibeTall  die  wichtigsten  Beispiele  solcher 
Reihen,  deren  Entwickelang  selbst  einen  Tbeil  der  algebraischen  Ana- 
Ijeis  anemacbt.  Aber  andere  UntersnchnngsgegenstSode  werden  bei  dem 
einen  Schriftsteller  vorkommen,  bei  dem  andern  fehlen,  ohne  dass  man 
dem  Einen  darans  ein  Lob,  dem  Andern  einen  Tadel  begrtlnden  könnte, 
80  verscbwimmend  sind  die  Grenten.  Gerade  diese  Unbestimmtheit  und 
die  mit  ihr  gleich  laufen  de  Verschi^enheit  der  Entwiche  In  ngsmethn  den, 
welche  hentzntage  Freilich  in  einzelnen  Punkten  stets  als  die  Methoden 
Canchf 's  erkannt  werden,  aber  in  anderen  Einzelheiten  wieder  einen 
weiten  Spielranm  znlassen,  in  welchem  persönlicher  Scharfsinn  sich  tum* 
mein  kann,  bilden  das  Interessante  an  den  verhältnissmilssig  vielen  Schrif- 
ten flher  algebraische  Analysis,  welche  der  Bnchhandel  dem  Leser  znr 
Anewahl  stellt  Herr  Hattendorff  hat  in  dem  ans  vorliegenden  Bande 
diejenigen  Gegenstände  behandelt,  welche  er  der  algebraischen  Analysis 
anrechnet,  nnd  in  der  Weise,  wie  er  sie  an  dem  Polytecbniknm  in 
Aachen  vorzutragen  pflegt.  Seine  Beweisfttbmngen  sind  oftmals  ihm 
eigenthflmlich  nnd  dem  Verlangen  nach  Strenge ,  soweit  wir  sehen  kön- 
nen, entsprechend.  Fehler,  wie  solche  in  §63,  Formel  II  and  12  vor- 
kommen ,  wo  in  den  letzten  Gliedern  rechts  vom  Gleiehheitazeichen  der 
Factor  ^  weggelassen  ist,  hätten  freilich  vermieden  werden  mttssen.  Die 
scharfe  Sonderang  in  zwei  Hanptabtheilnngen ,  deren  erste  der  Analysis 
der  reellen  Zahlen,  die  aweite  der  Analysis  der  compleien  Zahlen  ge- 
widmet ist,  dürfte  sich  als  sehr  zweckmbsig  erweisen,  wenn  gleich  eine 
ähnliche  Vertheilnng  der  Gegenstände  aar  ohae  Anfführnng  einer  beson- 
deren Scheidewand,  wenn  wir  so  sagen  dürfen,  fast  in  allen  Werken 
über  algebraische  Analysis  sich  eingebürgert  bat.  Die  Form  ist  gerade 
hier  wichtiger,  als  man  oft  meint.  Cahtor. 


Die  BeetiauBiiiig  und  Aoigleiohiing  der  ass  Beobachtungen  abgeleiteten 
Wahrettheinliobkeiteu.     Von  Wilhelm  Lazarus  in  Hamburg.     4''. 
21  3.     Separatabdmuk  aUs  dem  Berichte  der  Mathematischen  Ge- 
■  Seilschaft  in  Hamburg  1878. 

Der  Verfasser  dieser  kleinen  Schrift,  welcher  auf  dem  Tersichemngs- 
gebiete  sich  längst  einen  Namen  gemacht  bat,  sacht  biet  ein  Problem 
der  LSsnng  näher  zn  bringen,  dessen  Schwierigkeit  schon  lange  von  den 
betreffenden  Technikern  empfunden  wird.  Bekannt  sind  seit  Jahren  die 
Methoden,  durch  welche  man  ans  einem  g^ebenen  Beobachtnngsmaterial 
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eine  Sterbt icfakeitatafel  beranatfilleii  hat,  und  ireDii  auch  in  dei  Knsteran 
AnnrdnoDg  der  BecbnnDg;  VerBobiedenbeiten  möglich  sind,  bo  bleibt  docb 
die  tbeoretische  Grundlage  derselben  anabänderllcb  and  eine  nnd  die- 
selbe, fhm  bat  sieb  aber  in  den  bisber  inr  ÄmfÜhrnng  gekammenen 
FKlIen  regelmSasig  die  Erscheinung  dargeboten,  daas  die  ans  einer  sol- 
chen Rechnnng  hervorgegangenen  Werthe  der  Sterbenswahrsch  ein  liebkei- 
ten (d.  b.  der  Wahrseheinliobkeiten ,  binnen  JabresfriBt  zn  sterben)  für  die 
successiren  Lebensalter  keineswegs  eine  besonders  regelmüssige  Beibe 
bildeten,  sondern  In  ihren  Differeneen  Sprünge  zeigten,  die  man  nicht 
als  in  der  Natnr  der  Sache  begründet  anerkennen  konnte.  So  wenn  x.  B. 
eine  Seobanng  ergab,  dass  (vir  nehmen  den  Fall  ans  der  Wirklichkeit) 
die  Sterben 8 Wahrscheinlichkeit 

üner  24jShrigeu  PeisoD  =0,01012, 

„      25  „       =0,00268, 

„      26  „      =0,00788 

sein  Bollf  mnBBte  man  gewiss  stntzig  werden;  denn  es  ist  von  vorabereia 
gar  kein  Gmnd  abauseben,  weshalb  dem  Lebensalter  von  25  Jahren  eine 
so  sehr  viel  kleinere  Sterblichkeit  zakemmen  sollte,  als  den  beiderseits 
benachbarten  Lebensaltern  von  24  nnd  26  Jahren,  wShrend  man  Im 
Gegenthetl  alle  drei  nahe,  d.  h.  bis  auf  geringe  Differenzen,  gleich  gross 
hätte  erwarten  sollen,  JKan  mnsat«  offenbar  in  jedem  Falle,  wo  solche 
Irregnl&ritHten  eintraten,  an  der  Annahme  gelangen,  dass  die  Zahl  der 
Beobachtungen  noch  nicht  gross  genug  gewesen  sei,  nm  das  Geseti  der 
grossen  Zahlen  an  einer  vollen  sichtbaren  Wirkung  kommen  an  lassen. 
Da  man  es  aber  nicht  immer  in  seiner  Gewalt  hat,  das  Beobachtangs- 
material  beliebig  zn  Tergrössern,  bo  entstand  daneben  noch  immer  die 
Frage,  ob  sieb  nicht  ein  Ausgleich nngs verfahren  angeben  lasse,  um  die 
saeh  ans  einem  geringeren  fieobaehtangsmaterial  hervergegangenen  Wertke 
der  snccessiven  Sterbenswahrscheinlicbkeiten  in  eine  annehmlichere  und 
befriedigendere  Reihe  umzuwandeln,  und  dieses  eben  ist  das  oben  be- 
zeichnete Problem,  welches  his  jetzt  eine  geuflg«ide  liSsung  nicht  ge- 
funden hat. 

Die  erste  Hfilfte  der  vorliegenden  Schrift  bescbXftig(  sich  mit  den 
beiden  Fnndamentalanfgaben :  Ans  einer  gegebenen  Bterbenswahrscbeia- 
llebkelt  den  wahrBchelnlicbsten  Wertb  der  binnen  JabresMst  Sterbeudan 
und  dessen  mittleren  Fehler  —  nnd  umgekehrt  ans  einem  gegebenen 
Beobaebtangsmaterial  den  wahrsebelnliobBten  Wertb  der  Sterbanawahr- 
acheinlichkeit  nnd  dessen  mittleren  Fehler  an  finden.  Sie  bewegt  sieb 
damit  auf  bekanntem  Boden;  denn  diese  Untersnchnngeii  sind  bereits 
anderweit  gegeben ,  sie  kommen  anlelzt  auf  Ent Wickelungen  binans,  welche 
Laplace  in  der  Theorie  analyligue  des probabililes  angestellt  hat,  der  nur 
den  Begriff  des  mittleien  Fehlers,  welchen  erst  Gauss  aufgestellt  bat, 
noch  nicht  hatte.    Der  Verfasser  reproduoirt  diese  Dntersuchangen  in  emer 
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durchans  ansprechenden  Weise  nnd  gebrkneht  dieselben  ab  Unterlage  für 
die  weiter  daran  zn  knapfenden  Folgerungen. 

Cebei^ehend  sn  dem  eigentlichen  Zwecke  der  Schrift)  stellt  der  Ver- 
fasser nun  snnSchst  die  Ford emng  anf,  dass,  wenn  von  einer  Anegleich- 
nng  der  aae  einem  gegebenen  Beobachtungsmaterial  hervoi^egaogenen 
nnd  an  sich  von  einander  nnabbXBgigen  Sterbe nswahracheinliebkeiten  die 
Bede  sein  soll,  dazn  vor  allen  Dingen  das  Vorbandensein  gewisser  Be- 
dingungen nSthig  weide,  die  diese  BterbenswahrBcbemlichhMten  nnter 
einander  verknlipfen.  Wo  solche  Bedingungen  fehlen ,  da  sei  kein  Gmnd  _ 
vorbanden,  etwa  vorkommende  Unregelmässigkeiten  sn  beanstanden  nnd 
die  gefundenen  Werthe  zn  verändern.  Diese  Forderung  erscheint  so 
BelbstversISndlicb ,  dass  wir  dabei  nicht  verweilen  wollen.  Weiter  fUbit 
er  ans,  dasa  die  gedachten  Werthe  am  vollständigsten  nnter  einander 
vetknfipft  erscheinen,  wenn  die  Sterben swabrscbeinlichkeit  als  eine  der 
Form  nach  bekannte  Function  des  Lebensalters  definirt  wird,  und  anf 
dieser  Grundlage  liefert  er  sodann  eine  Entwickelung ,  die  zur  Bestim- 
mung der  unbekannten  Constanteo  der  gedachten  Function  schliesslich 
bei  dem  bekannten  Oleiebnn  gen  System  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate anlangt.  Dieser  Erfolg  war  offenbar  vorauszusehen;  denn  wer  sShe 
nicht,  dass  hier  unmittelbar  eine  Anfgabe  der  Uetbode  der  kleinsten 
Quadrate  vorliegt?  Gegeben  sind  gewisse  Werthe  (hier  Steibenswabr- 
schein  1  ich kei ton)  mit  ihren  Gewichten  (hier  mittleren  Fehlem),  diese 
Wertbe  sollen  einer  gewissen  Function  mit  vorläufig  unbekannten  Con- 
stauten  Genflge  leisten:  das  ist  doch  offenbar  uicfata  Anderes,  ab.  eine 
Aufgabe,  welche  der  Metbode  der  kleinsten  Quadrate  unterliegt.  Diese 
ganze  Entwickelung  des  Verfassers  wäre  also  im  Grande  flberöttssig  ge- 
wesen ;  sie  enthält  in  der  Tbat  die  Begründung  der  Methode  der  kleia- 
sten Quadrate,  soweit  solche  f%r  diesen  epeciellen  Fall  in  Betracht 
kommt,  implicite  in  sich.  Auffallend  ist  uns  dabei  nur  gewesen,  dass 
der  Verfasser  seine  Entwickelung  höher  stellt,  als  wenn  er  nsmittelbar 
die  Uethode  der  kleinsten  Qaadrate  angewandt  hKtte.  Er  erklärt,  seine 
Endglelchnngen  gefunden  zn  haben,  „ohne  von  ii^end  einer  Hypothese 
Gebranch  zn  machen ,  wie  das  die  Methode  der  kleinsten  Qaadrate  nicht 
vermeiden  kann".  Hier  liegt  wohl  ein  Miss  verstau  dntss  snm  Grunde. 
Die  Methode  der  kleinsten  Qnadrate  (in  der  älteren  Darstellung  dersel- 
ben, wie  sie  Gauss  in  der  Theoria  motus  corp.  coel.  gegeben  hat)  beruht 
allerdings  anf  der  Hypothese,  dass,  nm  die  Sache  knrs  auszudrücken, 
die  Wahrscheinlichkeit  des  Fehlers  O!  der  Function  e~^'''  proportional 
sei.  Nun  hat  aber  der  Verfasser  selbst  bewiesen,  dass  diese  Bedingung , 
im  vorliegenden  Falle  erfüllt  ist,  also  findet  hier  doch  offenbar  bei  An- 
wendung der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  eine  Hypothese  nicht  m^r 
statt,  die  Hypothese  ist  Wirklichkeit  geworden  nnd  Alles  ist  in  Ordnung. 
Das   von  dem  Verfasser  nebenher  noch  angenthrte  Argument,  dass  die 
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Gewicht«  der  zu  findenden  WahrscbeiDlicbkeiten  noch  von  den  anbekann- 
ten Wertben  derselben  abhängig  seien,  ist  dabei  von  keinem  Belang  nnd 
findet  dnrch  Anwendung  der  Methode  Ton  selbst  seine  Erledignng. 

Wenn  nach  dem  Gesagten  fUr  unser  in  Bede  stehendes  Problem  dt« 
Fordemng  gestellt  wird  ,  die  Sterbenswahrscheinlicbkeit  als  eine  der  Fonn 
nach  bekannte  Function  des  Lebensalters  ansanditlcken ,  so  mnss  frülich 
weiter  hinsugefdgt  werden ,  dass  eine  solche  Function  leider  znr  Zait 
nicht  existirt.  Alle  die  zahlreichen  bisher  unternommenen  Yenncbe,  die 
Sterblichkeit  in  ihrer  AbfaSngigkeit  vom  Lebensalter  darch  eine  Fanction 
d arsast eilen ,  mflssen  dnrcbaas  als  gescheitert  angesehen  werden,  nnd  der 
glückliche  Aogenhiick,  welcher  den  grossen  Kepler  be!  seiner  Unter- 
snvhnng  der  Marsbeohachtnngen  anf  die  Ellipse  führte,  ist  fflr  nnsem 
Fall  noch  nicht  dagewesen.  Wohl  hat  uns  die  Schrift  den  Gindmck  ge- 
macht, als  ob  der  Verfasser  vielleicht  eine  solche  Function  in  peOo  habe. 
So  lange  diese  aber  nicht  bekannt  ist,  kommen  wir  In  der  That  nicht 
weiter  nnd  bleiben  nnr  auf  die  blosse  Andeutung  des  einznschlageoden 
Weges  beschrSnkt.  Nichtsdestoweniger  aber  müssen  wie  der  Schrift  daa 
grosse  Verdienst  zusprechen,  dass  sie  zur  Klärung  der  in  Rede  stehen- 
den Fragen  einen  wesentlichen  Beitrag  liefert  und  deshalb  dem  künftigen 
Fortscbreiten  anf  diesem  Gebiete  erspriesslicbe  Dienste  leisten  wird. 

Hannover.  Tb.  Wittstbim. 


La    t0oria    delle   ombre   e   del  chiaroscüroj    ad  uso  della   universiiä, 
delle   scuole  d'applicaziane  per  gli  Ingegneri,   delle  accademie  militari, 
degli  instiluli  tecitid,    degli  Ingegneri,   architeUi  e  designalori  delV  Jng. 
Domenico  Tetsari.      Toriao  1878.     Fatdcolo  I. 
Der  Verfasser,    Professor   der  Anwendungen  der  darstellenden  Geo- 
metrie an  dem  kfini^^.  italienischen  Museum  der  Industrie  in  Turin,  sagt 
in  der  Ankündigung,  dass  Italien   schon   seit  vielen  Jahren  keine  Ori- 
ginalarbeit   Ober  die  Anwendungen    der  darstellenden  Geometrie  hervor- 
gebracht habe  und   dass   es   nau   fHr   dasselbe  Zeit  sei,    auch  in  diesen 
Wissenschaften   in   den    edeln  Wettstreit    mit   den    Übrigen  civilis! rtesten 
Nationen  .einzutreten.     Die  Regierung  habe  in  allen  Ingenieuracbulen  des 
Königreichs  einen  Lehrstuhl  für  das  bezeichnete  Gebiet  errichtet;  es  fehle 
aber  au  Lehrbüchern,  die  anf  der  Höhe  der  Zeit  standen,  und  der  Ver- 
fasser  fühle  sich    angeregt,    nach  seinen  Kräften   diese   beklagenswerthe 
Lücke  ansznfltlleD.     So  legt  er  jetzt  die  erste  des  auf  zwei  Lieferungen 
berechneten  Werkes  über  die  Anwendung  auf  die  Belenchtnngslehre  vor. 
Die  darstellende  Geometrie,  als  besonderer  Wissenszweig  von  Monge 
gleichzeitig   mit   der   polytechnischen   Schale   (1794)    in  Paris   ins  Leben 
gerufen ,  ist  in  ihrer  Entwickeinng  an  diese  Anstalten  geknflpft.     Znent 
allein  von  Frankreich  gepflegt,  wurde  sie  seit  dem  etwas  mehr  als  SOjSbri- 
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gen  Bestehen  der  polytecbtii sehen  Schalen  in  DenUcbland  auch  bei  nns 
gefordert,  während  Italien. etat  in  neuerer  Zeit  derartige  Schulen  und 
Bugteich  Arbeiter  in  der  darstellenden  Geometrie  (Bellavitis)  erhielt, 
England  aber  ohne  solche  Anstalten  auch  dieses  Wissensgebiet  noch  nicht 
pflegte.  Wir  kSnnea  mit  Freuden  die  hochbegabte  italienisohe  Nation 
auf  dem  Felde  dieser  Arbeit  begrtlssen. 

Das  vorliegende  Lehrbuch,  snweit  es  bis  jetzt  erschienen  ist,  eat- 
hält  eine  klare  Darstellung  des  behandelten  Stoffes  mit  Berücksichtigung 
der  neueren  Forschungen,  ohne  gerade  selbst  Nenes  aazufügen^  Die 
benntiten  Sitze  der  darstellenden  Geometrie  sind  nochmals  auseinander- 
gesetzt, wie  es  bei  «nem  Docenten  begreiflich  ist,  der  nur  die  Anwen- 
dungen dieser  Wissenschaft  zu  lehren  hat.  Die  Darstellung  ist  etwas 
breit,  was  besonders  im  Gegensätze  zu  der  in  deutschen  Werken  an- 
gestrebten Kttrie  auffallt.  Möglichste  Kttrae  wirkt  angenehm  und  er- 
weckend, so  lange  sie  nicht,  besonders  durch  Herein  schachteln  zu  vielen . 
Stoffes  in  einen  einzigen  Satz  ein  wiederholtes  Lesen  nothwendig  macht 
und  dadurch  wieder  einen  grtSssereu  Zeitaufwand  verlangt.  Das  vor- 
liegende Werk  aber  könnte  durch  KUrzung,  besonders  in  der  so  leicht 
ermüdend  wirkenden  Beschreibung  der  Constructionen ,  wesentlich  ge- 
winnen. Die  klare  und  geordnete  Darstellung  der  verschiedenen  Hetho- 
den  ist  dagegen  sehr  anzuerkennen.  ' 

Geben  vir  nun  eine  Uebersicht  des  Inhaltes.  Im  ersten  Capitel  wer- 
den die  allgemeinen  Begriffe  des  Lichtstrahtenbtlschels,  der  beleuch- 
teten und  beschatteten  Oberfl&chentheile  eines  Körpers,  des  Eigen-  und 
Schlagschattens,  der  Liebt-  und  Schatten  grenze  (separalrice),  des  Schat- 
tenkegels  und  Cylinders,  des  vollen  und  Halbschattens  u.  s.  w.  gegeben 
und  die  Parallelbeleuchtung  als  die  vorzugsweise  zu  behandelnde  be- 
seicbnet.  Der  erste  Theil  soll  von  den  Grenzlinien  der  Beleucbtnng, 
der  zweite,  noch  nicht  erschienene,  von  den  Abstufungen  der  Belench- 
tnng  handeln.  Das  zweite  Capitel  handelt  von  dem  Schatten  der 
Punkte  auf  die  Projectionsebenen,  auf  eine  beliebige  Ebene,  anf  ein 
Polyeder,  auf  einen  Kegel  und  Cylinder,  aaf  eine  Kugel  und  auf  eine 
beliebige  Umdrehnngsfläche.  Im  dritten  Capitel  über  den  Schatten 
Ton  Geraden  vird  dieser  einerseits  als  der  nützliche  Theil  des  Schnit- 
tes der  durch  die  Gerade  gebenden  Scbattenebene  mit  der  Oberfläche  des 
beschatteten  ESrpers,  aadererseils  als  der  Ort  der  Schatten  aller  Punkte 
der  Geraden  bezeichnet.  Es  wird  dann  der  Schatten  der  Geraden  auf 
die  Projectionsebenen,  anf  eine  beliebige  Ebene,  anf  ein  Polyeder,  eine 
Treppe,  auf  eine  Kegelfläche,  auf  eine  Kugel,  anf  eine  beliebige  Um- 
drehnngsfläche  bestimmt  and  stets  eine  l'angente  des  Schattens  construirt. 
Im  vierten  Capitel  über  den  Schatten  von  Polygonen  und  Onr- 
ven  wird  luerst  der  Schatten  eines  ebenen  Polygons  auf  die  Projections- 
ebenen bestimmt  und  ihre  Affinit&t  unter  einondeit  sowie  die  eines  jeden 
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mit  der  gleicboamigen  Projection  des  Polygons  nachgewiesen.  Dann  wird 
der  Schatten  einet  Gurre  und  seine  Tangente  construirt,  insbesondere 
eines  Kreises  anf  die  Präjections ebenen  unter  Bestimmung  der  Äxen  der 
Schatten  eil  ipse,  der  Schatten  einer  ebenen  Curve  auf  eine  Frojectiuns- 
ebene  unter  Benutzung  der  AffinitSt,  und  zuletzt  der  Schatten  einer 
cyliudrischen  Schraubenlinie  anf  eine  zu  ihrer  Aze  senkrechte  Ebene, 
welcher  sich  als  eine  verlängerte,  oder  eine  gemeine,  oder  eine  verkarste 
Oykloide  ergiebt.  Im  fünften  Cspitel  über  den  Schatten  dar  Po- 
lyeder wird  deren  Licht-  nnd  Schatten grense  ohne  Hilfe  des  Schlag- 
schattens, sondern  mittelst  der  Schnittfigureu  mit  projicirenden  Ebenen 
TOD  Lichtstrahlen  bestimmt.  Es  werden  dann  die  Schatten  auf  die  Pro- 
jectionsebeneD  construirt  von  einem  regelmässigen  Dodekaeder,  einem 
Prisma,  einer  Pyramide  nnd  von  diesen  beiden  auf  einander,  von  einer 
Treppenwand  auf  eine  Treppe,  einem  Schornstein  anf  ein  Dach  und  von 
einer  Deckplatte  anf  einen  Cylinder,  wobei  die  Methode  der  Hilfsebeuea 
durch  die  Lichtstrahlen,  der  Profilebenen  und  der  Schattenbestimmung 
von  einer  Linie  anf  eine  Linie  vermittelst  der  Schlagschatten  beider  an- 
gewendet sind. 

Im  sechsten  Capitel  Sber  den  Schatten  krummer  Flächen  im 
Allgemeinen  werden  fünf  Methoden  an  seiner  Bestimmung  nnterschie- 
deo:  die  der  schneidenden  [durch  die  Lichtstrahlen  gelegten)  Hilfsebenen, 
die  der  berUhrenden  (durch  den  leuchtenden  Punkt. gehenden)  Ebenen, 
die  der  eingehüllten  Flüchen  (deren  Licht-  und  Schatten  grenze  die  Cha- 
raktenstik  in  Punkten  der  gesncbten  Licht-  nnd  Schatten  grenze  schnei- 
det), die  der  Schlagschatten  der  Erzeugenden  der  krummen  Fläche  (deren 
Einhüllende  die  Seh  lagschatten  grenze  ist),  die  anf  ihre  zum  Voraus  be- 
kannte Gestalt  gegründete  (Kegelschnitt  bei  Flächen  zweiter  Ordnung). 
Zur  Bestimmung  der  Tangente  der  Eigenscbattengrenze  in  einem  ihrer 
Punkte  ist  dann  der  Satz  Dupin's  über  die  Indicatrix  angeführt,  in  wel- 
cher der  Lichtstrahl  nnd  jene  Tangente  Conjugirte  Durchmesser  bilden. 
Zuletzt  sind  einige  Hilfssätze  Über  die  Schnittlinie  zweier  Flächen  sweiter 
Ordnung  und  ihr  mögliches  Zerfallen  in  swei  Kegelschnitte  angeführt. 
Das  siebente  Capitel  Aber  den  Schatten  von  abwickelbaren  Flä- 
chen behandelt  den  Schatten  eines  Cylindera  und  eines  Kegels,  voll 
oder  hohl,  nnd  unter  verschiedenen  Annahmen  aaf  die  Projectionsabenen 
nnd  von  solchen  KOrpern  anf  einander,  sowie  den  Schatten  einer  Bösch- 
ung, welche  durch  eine  Fläche  von  gleichförmiger  Neigung  gebildet  ist. 
Im  achten  Capitel  über  den  Schatten  der  Kugel  nnd  des  Ellip- 
soids  werden  deren  Schattengrenzen  von  bekannter  Gestalt  anf  verschie- 
dene einfache  Weisen  construirt;  es  wird  der  Schatten  einer  Kugel  anf 
einen  Kegel ,  deijenige  in  einer  kugelförmigen  Nische  nnd  in  einer  kugel- 
förmigen, mit  einer  cylindriscben  Oeffnnng  versehenen  Kuppel  bestimmt, 
jedesmal  mit  Beachtnug  der  ausgezeichneten  Punkte.     Im  neunten  Capitel 
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ttber  den  Schatten  von  ÜmdrebnngBfl&chen  wird  die  Uethode 
der  Aingehflllteo  FlScheo  aDgewendet,  und  iwar  die  der  eingehüllten 
Kegel,  Cylinder  nnd  Kugeln  auf  das  ümdrebnngsellipaoid,  d&s  ein- 
schalige  Hyperboloid  nnd  das  Farabolotd.  Sodann  wird  der  Schatten 
einer  Fläche  mit  nar  dnrch  Zeichnung  gegebenem  Meridiane  Termittelüt 
der  Schlagschatten  der  Parallelkreiee  bestimmt.  Darauf  wird  der  Satz 
von  Dnnesme  bewiesen,  d&ss  die  Grenze  dee  Bchlagscbattens  einer 
Umdrehungsfläche  auf  eine  zur  TJmdrebnngsase  senkrechte  Ebetie  zur 
Evolute  hat  den  Umriss  des  Schlagschattens  eines  Conoids,  erzengt  von 
einer  Geraden,  welche  auf  der  Axe  und  auf  der  Ei genschatten grenze  der 
Umdrehungsfläche  hingleitet  und  immer  senkrecht  anf  der  Axe  bleibt. 
Sodann  wird  die  Eigenschattengrenze'  eines  Kreisringea  durch  Verschie- 
hnng  seiner  Ueridiane  in  den  Mittelpunkt  derFlScbe,  wo  sie  eine  Kngel 
mit  ihrer  Schatten  grenze  bilden,  bestimmt. 

Hier  endigt  der  erschienene  Theil  des  Werkes,  dessen  Fortsetzung 
man  mit  Vei^Ugen  entgegensehen  darf.  q^^^  Wibkhb 


XftthMBatiiohe  Modelle,  ansgeftlbrt  im  mathem.  Institut  des  kSnigi.  Poly- 
technikums  zu  Mttncben.     Ahtb.  I  unter  Leitung  von  Prof.  Dr. 
Klbin,  Abtb.  II  unter  Leitung  von  Prof.  Dr.  Bbill.     Verlag  von 
L.  Brill,  DarmsUdt. 
Auf  die  erste  Serie  geometrischer  Gypsmodelle,  welche  wir  in  dieser 
Zeitschrift,  Jahrg.  XXII   besprochen   baben,   ist  rasch  eine  zweite  Serie 
gefolgt.     Im  Zusammenhalt   mit  neueren  Literaturerscheinungen  und  mit 
dem  Umstände,  dass  auch  im  Auslande  in  neuester  Zeit  eine  Reibe  von 
Kodellen,   von  abwickelbaren  Flächen  etc.   erschienen  sind,   dürfen  wir 
hieraus  schlieasen,   dass  nach  einer  ISngeren  Periode  abetrsct-geometri- 
scher  Betrachtung   nun    das  BedUrfniss   nach  Veranscbaulicfaung,    sowohl 
in  der  FoTScbung,  als  im  Unterricht,  stark  im  Wachsen  begriffen  ist.    Die 
neue   Sammlung  beweist  wieder  durch   die  Auswahl  ibrer  Objecto,  mit 
denen  sie  in  sehr  verschiedene  Gebiete  neuerer  Forschung  eingreift,  den 
wissenschaftlichen  Standpunkt  des  Unternehmens.     Ich  bespreche  zuerst 
die  zweite  Abtheilung ,  welche  sich  an  die  frühere  'Serie  ansobüesst. 
IX.  BotationsflScbe    von    constantem    negativem    Krttm- 

mnngsmass,  Kegeltypus.  Von  J.  Bacharacb. 
X.  Desgl.,  Hyperboloidtypns.  Von  W.  Dyck. 
Ans  der  Identität  der  Geometrie  anf  einer  Fläche  constanter  KrÜm- 
mung  mit  der  nicbteuklidischen  Geometrie  fliesst  das  Interesse  an  deren 
Gestalt  und  den  geodätischen  Linien  derselben.  Von  Rotationsflächen 
mit  constantem  negativem  Krttmmnngsmass  giebt  es  drei  Typen ,  je  nach- 
dem  die  Meridiancnrven   die  Axe  im   Unendlichen,   im  Endlichen   oder 
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gar  nicbt  treffen.  Der  erate  Fall  wai  schon  in  der  eisten  Serie  du- 
geetellt,  den  zweiten  nnd  dritten  Fall  geben  IX  nnd  X,  Herr  Dyck 
liefert  in  der  ErklSmng  zugleich  eine  eingebende  Bebandlong  des  eben 
erwilbutea  Zusammen  hau  gs  ftlr  diese  beiden  Flächen  nnd  die  hieraus  Tol- 
gende  CoDstniGtion  der  geodStiscben  Linien. 

VIII.  Die  geodStiscfaen  Linien  der  Rotationsflächen  constaii' 
ter  mittlerer  Krttmmnng.  Von  A.  v.  Braanmtthl. 
Es  werden  die  drei  von  einander  verschiedenen  Typen  mitgetheilt: 
das  Dnduloid,  Nodoid  und  Catenoid,  je  nachdem  die  Meridiancnrren 
wellenfVnnig  sind,  einen  Knoten|iankt  besitzen  oder,  im  Grenzfall,  Ket* 
tenlinien-  sind  (Figaren,  die  bekanntlicb  in  den  Platean'schen  Ver- 
Bucheu  auftreten). 

XI.  Die  Bahn   eines  schweren  Punktes  auf  der  Eagelober- 

flScbe.     Von   L.  Schleiermacber.     Es  ist  der  Fall   einer  in 

sich  zarücklitnf enden  Bahncurve  verzeichnet. 

WSbrend  diese  Modelle  alle  wesentlich  auf  der  Discossion  elliptischer 

Fanctionen   beruhen,   wird  in  den  folgenden  der  ersten  Abtheilnng  das 

Interesse  für  das  Gestaltliche  aherwiegend. 

VL  Drei  Modelle  der  Kummer'schen  FlHcbe.     Von  K.  Rohn. 
Von  dieser  Fläche  vierter  Ordnung,  mit  16  Knotenpunkten  und  16 
längs  Kegelschnitten   berührenden  Ebenen,  weiden   hier  die  drei  Fill« 
mit  16,  8,  bei.  A  reellen  Knotenpunkten  (tou  denen  der  erste  Fall  trüber 
schon  durch  Klein  veröffentlicht  worden  bt)  dargestellt,  bes.  au  S,  4 
und  2  Theilen  bestehend.     Die  Flächen  sind  durch  vorherige  geeignete 
Constntction  sämmtlichei  Beiührnngskegel schnitte  hergestellt.     Das  Stu- 
diam   dieser  Flächen   erlangt  jetzt   auch   vom  Standpunkte   der  Analj/tU 
sifui  Wichtigkeit,  indem  auf  ihnen  und  der  Fresnel'scben  Wellenfläche 
die  algebraischen  Functionen  vom  Geschlecht  2  zur  Darstellung  gebracht 
werden  können. 
VII.  Fläche    dritter    Ordnung     mit    vier    reellen    conischen 
Knotenpunkten   nebst  Hanpttangentencnrven.     Von  J. 
Bacharach.     Es  Ist  die  Fläche,  ans  welcher  Klein  die  Gestal- 
ten  der  allgemeinen   Fläche  dritter  Ordnung  durch  Deformation 
ableitet  (Math.  Ann.  VI),  eine  Fläche  mit  algebraischen  Haapt- 
tangentencurven ,  die  je  drei  Spitzen  haben.  • 

Ich  erwähne  noch  die  Sorgfalt  in  der  Ausführung  dieser  Modelle. 
Ftlr  die  etwaige  Fortsetzung  sei  der  Wunsch  ausgesprochen,  dass  die 
verschiedenen  Formen  der  Knotenpunkte  einer  Fläche  zusammengestellt 
nnd  in  grösserem  Massstabe  für  sich  ansgeföbrt  werden  mögen. 

Erlangen.  U.  Noitbib. 
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Qualre  modiles  represenlant  des  surfaces  dSeehppables  atec  des  renseigne- 
ments  sur  la  couslruction  des  modetes  et  siir  les  singuluriiii  qu'ils 
represenienl;  par  V.  Mallhe- Bruun  et  C.  Crone.  Avec  quelques 
remarques  sur  les  surfaces  deoeloppables  el  sur  Vulilite  des  modiles; 
par  M.  le  Dr.  E.  G.  Zeulhen.  Laipzig,  Berahard  HerniftnD.  1877, 
Diese  vier  Modelle  sind  einf&cb  nus  Carton  gefertigt  nnd  stellen 
abwickelbare  Flächen,  auf  die  Ebene  abgewickelt,  vor,  die  selbst  durch 
eine  leichte  VerschiebDog  der  Blattei  daraus  hervorgehen.  Die  Idee  der 
Constrnction  ist  zwar  nicht  nen:  in  Salmon's  Ranmgeometrie  (Fied- 
ler' B  2.  Ausgabe,  Theil  II  S.  624)  ist  das  erste  der  vorliegenden  Modelle 
beechrieben,  das  ans  swei  gleichen  Kreieringen  besteht,  die  congment 
aufeinandergelegt ,  ISngs  des  Innern  Randes  zusammengeheftet  und  nach 
einem  gemeiasainen  Radius  aufgeschnitten  sind.  Aber  diese  Idee  ist,  auf 
Herrn  Zenthen's  Anregung,  durch  ZufOgnng  von  Dnrcbsetzangen  der 
beideD  Blätter,  also  Doppelcniven,  femer  dnrch  singulare  Stellen  der 
Bückkehrkante ,  besonders  Cuspidalpankte,  dann  dnrch  Anfseichnen  des 
Verlaufs  der  Curven  in  der  Nähe  der  singulären  Stellen,  erweitert  und 
bandlich  ausgeführt.  Diese  nur  scfaematische  DurchHihmng  genttgt  völ- 
lig, am  von  verwickelten  gestaltlichen  Verhältnissen,  wie  sie  in  den  sin- 
gnlären  Stellen  von  abwickelbaren  Flächen  und  von  Flächen  Überhaupt 
auftreten,  eine  anschauliche  Vorstellung  zn  geben.  Die  beigegebeneu 
Erklärungen  über  die  Constrnction  solcher  Modelle  kommen  dem  Studium 
bequem  entgegen  nud  auch  die  Forschung  ist,  in  Anbetracht  der  nur 
allmäligen  Verallgemeinemng,  welche  die  Theorien  der  Flächen  Singula- 
ritäten, der  Reciprocalfläche,  der  zweiblättiigen  Ebene  etc.  erfahren  haben, 
fUr  solche  einfache  Hilfsmittel  dankbar. 

Erlangen.  H,  Nobtobr. 


Vanere  Qeometrie    fOr   die  oberen  Classeo  der  Realschnlen  und  Gymna- 
sien.   Von  Dr.  H.  L.  Bottok,  Bector  am  Realgymnasium  in  Bends- 
burg.   Schleswig,  Julius  Berges.  1877.  62  S.  8°.  Preis  1  Mk.  50  Pf. 
Wir    können    nicht  umhin,    das    Erscheinen   eines   Lehrbnches   von 
Tendenz  und  labalt,  wie  das  votliegende,  freudig  zn  begrttssen  und  das- 
selbe als  eine  willkommene  Zugabe  zu  den  besten  das  Interesse  der  rei- 
feren Schaler   besonders   erweckenden   und    den  Unterricht  in    der  Geo- 
metrie belebenden  Lehrmitteln  .anzuerkennen.     Das  Bedflrfnias  unserer 
Zeit,  sowie  die  durch  die  EinfUbrnng  der  sogenannten  neueren  Geometrie 
erfahrnngsmässig  im  Unterricht  erzielten  Erfolge  haben  Veranlasanng  ge- 
geben   zur    Abfassung    mehrerer   solcher    elementar  -  geometrischer   Lehr- 
bücher, welche  theiis  in  besonderen  Abschnitten,   wie  das  Lehrbuch  der 
ebenen   Oeometrie  von   Heis  und  Eschweiler,  nnd  der  vortreffliche 
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Leitfaden  der  ebenen  Oeoraetrie  von  Hub.  UüUer,  theils  mono^apliisch, 
wie  die  neuere  Qeometrie  Von  Scbmitt,  diese  Discipliu  abgebandelt  haben. 
Zn  der  letzteren  Art  gehSrt  anch  das  Torliegnnde  Lehrbuch.  Was  das- 
selbe jedoch  Tor  den  ttbrigen  bekannten  Lehrbfichern  dieser  Art  besonders 
anszeichnet,  ist  die  demselben  eigen thtimli che ,  auch  in  dem  früher  tou 
dem  Verfasser  herausgegebenen  Leitfaden  der  ebenen  Geometrie  erprobte 
Klarheit  der  Darstellnng  nnd  der  Kürzte  der  BewuisfUhmng.  Man  findet 
hier  in  wohlerwogener  Beracksichtignng  des  durch  die  übrigen  geometri- 
schen Disciplinen  immerhin  sehr  beschtSnkten  Zeitmaeses,  anf  einem  Raum 
von  nur  62  Octavseiten  eine  erataunlicjie  Fülle  des  Inhalts.  Dennoch 
reihen  eich  die  SStse  der  einzelnen  Abschnitte  so  leicht  und  flieesend  in 
einem  darcbans  elementaren  Gewände  aneinander,  dass  in  Hinsicht  auf 
die  Tendenz  des  Bnchss  den  ScbUlern  der  Prima  eines  Gymnasinm« 
keineswegs  znriel,  den  Realschülern  aber  immerhin  völlig  ausreichendes, 
zur  Vorbereitung  auf  den  Unterricht  in  der  analytischen  nnd  descriptiren 
Geometrie  überaus  fruchtbringender  Lehrstoff  geboten  wird. 

Der  Inhalt  des  Buches,  in  acht  Abschnitten  vertbeilt,  ist  kurz  fol- 
gender: 

Im  ersten  Abschnitte  werden  in  elf  Sitzen  die  Eigenschaften  der 
Transversalen,  ebener  Polygone  abgehandelt.  Die  Tbeilnngsverhältnisse 
beziehen  sich  theils  auf  die  Durchschnittsp unkte  einer  Geraden  mit  den 
Polygonseiten,  theils  auf  Strahl enh üscb el ,  deren  Strahlen  nach  den  Ecken 
und  Seiten  des  Polygons  gehen.  Am  Schlüsse  des  Abschnittes  werden 
in  kurzen  Zügen  und  mit  eleganter  Begründung  jene  Sfttze  für  die  sphS- 
nscben  Polygone  erweitert.  Dasselbe  geschieht  auch  jedesmal  am  Ende 
der  spXteren  Abschnitte. 

Der  zweite  Abschnitt  behandelt  die  Eigenschaften  der  collinearen 
Pnnktreiben  nnd  Strahlenbüscbel ,  sowie  die  collineare  Verwandtschaft  der 
Figuren. 

Im  dritten  Abschnitte  wird  der  Begriff  der  an  harmonischen  Ver- 
hSltnisse  von  vier  Punkten  nnd  vier  Strahlen  erUatert,  darauf  die  sich 
ergebenden  Theoreme  auf  das  Tangentiniproblem  der  Kegelschnitte  an- 
gewendet. 

Der  vierte  Abschnitt  hat  die  Lehre  von  den  barmonisoben  Ver- 
hältnissen zum  Gegenstande.  Am  Schlüsse  desselben  werden  diejenigen 
Lehrsätze  hervorgehoben,  welche  eine  Anwendung  auf  sphirische  Gebilde 
zulassen  nnd  welche  nicht. 

Der  fünfte  Abschnitt  handelt  von  den  Involutionen  (in volu torischen 
Punktreiben  und  Strablenbüscheln); 

der  sechste  Abschnitte  vnn  den  Polen  und  Polaren  am  Kreise. 

Im  siebenten  Abschnitte  werden,  in  26  Sütze  eingekleidet,  die 
BigenBcbaften  der  Chordalen  oder  Potenzlinie  von  Kreisen  entwickelt. 
Der  besonderen  Anmatb  entsprechend ,  die  uns  gerade  in  diesem  Capitel 
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der  nenereti  Geometrie  anheimelt,  wird  diesem  Abschnitt  eia  TerbKltniBS- 
missig  gr&BHerer  Ranm  zu  Theil.  Im  22.  Satze  kommt  anch  eine  Uazi- 
malbestimmnug  vor  mittelst  Differentialcalcnls ,  welche  in  einer  G^mnaaial- 
prima  ohne  Nacbtheil  übei^angen  oder  durch  eine  analytisch*>geometriache 
BetracbtangB weise  allenfalls  mundgerecht  gemacht  weiden  kann. 

Im  achten  und  letzten  Abschnitte  werden  die  Aehnlichkeitspnnkte 
von  Kreispaareo  betrachtet. 

Wir  gestehen  gern,  dase  wir  das  kleine  SchStzenswerthe  Bach  mit 
vielem  Interesse  durchgesehes  und  daraus  die  Ueberzengnng  gewonnen 
haben,  dass  sich  dasselbe  nicht  nur  als  Grundlage  fttr  den  Unterricht  in 
den  oberen  Classen  der  höheren  Lehranstalten,  sondern  anch  als  ein 
Hilfsmittel  für  den  Selbstunterricht  ausgezeichnet  bewKhren  wird.  Wir 
zweifeln  nicht,  dass  das  Buch  eich  lasch  Freunde  erwerben  wird,  und 
wünschen,  dass  es  dem  Verfasser  vergKnnt  sein  möge,  bald  eine  neue 
Auflage  seines  Buches  bearbeiten  zu  können. 

Rostock  i.  M.,   16.  October  1877.  Prof.  L.  Matthibssxh. 


Lehrbnob  der  Geometne  im  Umfange  des  vollen  Gymnasialcursne.  Be- 
arbeitet von  A.  WoBLOBHUTU.     Liban,  Zimmermann.     1877. 

Vorstehendes  Lehrbuch  '  umfasst  seinem  l^tel  entsprechend  Plani- 
metrie, ebene  Trigonometrie,  Stereometrie  und  sphSrische  Trigonometrie. 
Gegen  die  Anordnung  in  den  einzelnen  angefftbrten  Sparten  ist  Nichts 
zu  erinnern;  was  jedoch  die  Anlage  selbst  betrifft,  so  lässt  diese  inso- 
fern SU  wünschen  flbrig,  als  das  Lehibnch  ausser  ErklSmngen  uud  Lehr« 
Sätzen  kaum  etwas  den  neueren  Lehrbllchem  Entsprechendes  aufweist, 
das  wie  jene  den  Unterriebt  in  dieser  Oisciplin  ttber  den  Vorwurf  an 
erheben  vermöchte,  als  wäre  die  Mathematik  ein  recht  trockenes  Studium. 
Wir  zweifeln  nicht,  dass  der  Herr  Verfasser  durch  mttndlicbe  Ergän* 
Kungen  den  geometrischen  Unterricht  zu  beleben  wissen  wird;  ob  aber 
jeder  andere  Lehrer  sieb  dazu  verstehen  möchte,  unter  Zugrundelegung 
dieses  Lehrbuches  das  Fehlende  anpassend  znr  Voriage  ergänzen  2U  sol- 
len, oder  ob  er  nicht  lieber  von  vornherein  gleich  zu  einem  jener  Lehr- 
bücher greift,  welche  dem  Unterricht  Leben  zu  verleihen  und  Interesse 
l^r  denselben  zu  wecken  geeignet  sind ,  möchte  bei  dem  jetzigen  Stande 
der  Lehrmethode  unschwer  zu  entscheiden  sein.  Es  ist  darum  zn  wtln- 
Bchen,  dass  nicht  jeder  Lehrer  sich  veranlasst  f&hle,  ein  Lehrbuch  nach 
seinem  Gedankengange  zusammenznatellen ,  wohl  aber  sich  nach  einem 
bewährten  Buche  umznseheu  und  diesem  eich  zu  accomodireu.  Gelegen- 
hrit  EU  Excursionen  wird  ihm  anch  dabei  nicht  versagt  sein. 

Kaiserslautern.  Hugkl.    (f  s.  August  1818.) 
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CoMp^ndivm  der  elektrisoheu  Telegraphie  von  L.  Weidb^bacu,  Tele- 
grapheninspector  der  Köln  -Uindenei  Eiaenb&hugeaftllschkft.  gr.  8*'. 
486  8.*,  mit  169  HoI«8cliiii;teii  im  Text  und  47  Tafeln.  Wie», 
baden  1877,  Verlag  von  U.  Bischkopff.  Ladenpreis  15  Mk. 
Das  vorstehend  genannte  Werk  verdient  schon  am  deswillen  eine 
eingehendere  Dnrcbsicht  nnd  Beachtung,  weil  sein  Verfasser  in  mehr  aU 
einer  Beziebang  nene  Bahnen  wandelt.  Als  Einleitung  (erster  Abschnitt) 
ist  eine  allgemeine  Statistik  nnd  Vergleichnng  der  verschiedenen  Arten 
voB  Telegraphen  voraaageschickt  und  eine  chronologische  Uebersicht  der 
auf  die  Telegraphie  Bezag  habenden  Erfindungen.  Die  letzte  folgt  einem 
bereits  1857  erschienenen  Werkohen  von  Foppe  und  bedarf  an  maDchen 
Stellen  der  Vervolletfindigang  oder  Berichtigung.  Der  zweite  und  dritte 
Abschnitt  (S.  21  —  34)  skizziren  das  Wesentlichste  aber  Elektrolyse  nnd 
die  elektromagnetischen  Hessapparate.  Mit  dem  vierten  und  fünften  Ab> 
schnitte  (Abhängigkeit  der  StromätKrke  von  dem  durchfiossenen  Leiter, 
S.  34  —  71;  Strom  Verzweigungen  in  linearen  Leitern,  S.  71 — 180)  beginnt 
der  Verfasser  zn  zeigen ,  wie  grossen  Werth  er  anf  mathematische  Unter- 
suchungen bei  Beantwortung  technischer  Fragen  ans  dem  Gebiete  der 
Telegraphie  legt.  Auf  8.  42  nnd  43  giebt  er  die  Formeln  für  deo  Widei^ 
stand  zweier  Leiter  von  gesetzm&esig  veränderlichem  Widerstand,  nSm- 
lich  zweier  Fälle,  welche  vielfach  in  galvanischen  Elementen  vorkom- 
men; hier  hätte  ich  im  Interesse  Derjenigen,  welche  das  Werk  zu  ihrer 
Fortbildung  benutzen  wollen,  die  Angabe  der  Differentialgleichungen 
gewfinecht,  von  welchen  die  Rechnung  ausgeht,  oder  lioch  eine  Andeu- 
tung über  die  Herleitnng,  vielleicht  selbst  fiber  die  Integration  dieser 
Gleichungen.  Von  den  Stromverzweignngen  finden  sich  namentlich  die 
Grnppimng  einer  grösseren  Anzahl  von  Elementen  und  die  Verwendung 
gemeiDBchaftlicher  Batterien  sehr  eingehend  nnd  vielseitig  behandelt.  Auf 
S.  66»  bei  Beantwortung  der  Frage:  , .welche  Grnppirung  der  Elemente 
gestattet,  eine  verlangte  Stromstfirke  mit  der  geringsten  Anzahl  von  Bl^ 
menten  zu  erreichen  V"  hätte  noch  nachgewiesen  werden  mSgen ,  daas 
diese  Anzahl  iV  immer  der  Anzahl  m  der  in  einer  Gruppe  parallel  ge- 
schalteten Elemente  proportional  ist,  also  am  allerkieinsten  ausfällt, 
wenn  m  =  1  ist;  es  wäre  dies. zu  beachten,  wenn  Über  die  Wahl  der  im 
einzelnen  Falle  zn  verwendenden  Elemente  die  Entscheidung  zu  treffen  ist. 
Nachdem  im  sechsten  Abschnitte  (8.180  —  211)  die  Methoden  zur 
Messung  der  Widerstände  and  der  elektromotorischen  Kraft,  im  siebentea 
Abschnitte  (S.  211  —  228)  die  Vertheilung  der  Elektricität  im  Schliessangs- 
kreise  besprochen  nnd  bei  letzterer  Gelegenheit  die  Lad  n  n  gs  ersehe  in  nn  gen 
erörtert  worden  sind,  wendet  sich  der  achte  Abschnitt  (S,  228  —  290)  zur 
Fehlerbeetimmung  in  oberirdischen  Telegrsphenleitungen  und  in  Kabeln, 
welche  an  vielen  Beispielen  erläutert  wird.     Der  neunte  Abschnitt  (Seite 
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290  —  322)  bringt  im  ÄnschluBs  an  die  Oeaetie  des  Elektromagnetismus 
and  der  ladnctiuu  Ändeatnngen  über  die  Cunstmction  der  Elektromagaete 
für  Terscbiedene  BetriebsverbältniBBe,  Der  letzte  (zehnte)  Abschnitt  (Seite 
322 — 413)  enthalt  einige  Angaben  Über  den  Ban  der  Telegraphenlinieo 
und  den  Gebrancb  der  äbJicbsten  Telegraph eoap parate.  Den  Scblnss 
bilden  knrze  Bemerknngen  nnd  ErUntetnngen  zu  den  zahlreichen  Stein- 
dmcktafelu ,  auf  denen  theils  die  in  der  Telegraphie  gebrHachlichen 
Hanpt-  nnd  Nebenappaiate,  theils  und  vorliegend  die  Verbindung  der- 
selben nnter  einander  in  den  verschiedenen  Stationen  and  zn  den  ver- 
schiedenen Betriebszwecken  dargestellt  sind.  Die  Schaltnngsskizzen  zei- 
gen vielfach  eine  sonst  nicht  gewöhnliche  Anordnnng,  welche  dnrcb 
möglichste  Vermeidung  von  Schnittpunkten  zwischen  den  einzelnen  Strom- 
lanf  linien  eine  grössere  Dentlichkeit  nnd  Durchsichtigkeit  bezweckt.  Tafel 
44  fflhrt  eine  ganze  Reihe  von  Schaltangea  fUr  elektromagnetische  Wecker 
nnd  Klingeln  vor;  damnter  finde  ich  in  Fig.  64  eine  mir  nene,  anschei- 
nend der  Fig.  63  nachgebildete,  welche  indessen  insofern  mit  einem 
kleinen  Uebelstande  behaftet  ist,  als  die  Linienbatterie,  wenn  der  Taster 
nach  dem  Einschalten  der  Localbatterie  noch  niedergedräckt  gehalten 
wird,  durch  letztere  einen  zweiten  Schluss  findet,  nnd  ebenso  aatttTÜch 
letztere  durch  die  Linlenbatterie,  Anch  rerschiedese  Oegenspreehsysteme 
werden  der  Rechnung  onterworfen. 

Der  gedrängte  Ueberblick  ttber  den  Inhalt  von  Weidenbaoh's 
Compendinm  wird  zugleich  haben  durchfühlen  lassen,  das» dessen  Eigen-, 
thtimlicbkeit  vor  Allem  darin  liegt,  dass  es  die  aufzuwerfenden  Fragen 
vorwiegend  an  der  Hand  der  Rechnung  zn  beantworten  sncbt.  Die 
meisten  Fragen  fflbren  aber  auf  das  Ohm'sche  and  Kirchhoff' sehe 
Gesetz  zurück,  und  deshalb  bildet  das  Compendinm  zugleich  wohl  die 
vollständigste  nnd  ergebnissreicbste  Darchfabrung  dieser  Gesetze.  Selbst- 
verständlich macht  dabei  das  Compendinm  nicht  nur  yerhSUnissrnSssig 
hohe  Anspräche  an  das  mathematische  Wissen  des  Lesers,  sondetn  es 
setzt  bei  ihm  auch  Geschmack  an  mathematischen  Entwickelnngen  vor- 
aos.  Wenn  demnach  allerdings  das  Studium  dieses  Werkes  eine  gewisse 
Ausdauer  nnd  einen  gewissen  Aufwand  von  Arbeit  und  Kraft  fordert 
nnd  deshalb  zur  Zeit  auch  wohl  von  dem  Einen  oder  dem  Andern  ohne 
Befriedigung  aus  der  Hnnd  gelegt  werden  dürfte,  so  ist  doch  der  vom 
Verfasser  eingeschlagene  Weg  insofern  gewiss  der  ricbtige,  als  auch  diu 
Telegraphie,  wie  die  anderen  Ingenieurwissenschaften,  nur  auf  mathe- 
matischem Boden  gut  gedeihen  kann. 

Papier,  Satz,  Druck  nnd  sonstige  Ansstattnng  des  Werkes  sind  zn 
loben. 

Dresden,  Anfang  Januar  1878.  Ed.  Zstzrcbb, 


ISO  ffistoiificb-lttetsrüehe  Abthtilnng. 

Anleitung  Eom  Entrerfen  'graphlBohor  Tafeln  nai  zu  deren  Qebrsncfa 
beim  Schnellrechnen ,  sowie  beim  Scbnellqaotiren  mit  Aneruid  und 
Tacbjmeter  für  Ingenieure,  Topographen  und  Alpeafrennde.  Von 
Dr.  Ca.  AoaosT  Vogler.  4*.  VIII,  196  Seiten  mit  6  Licht- 
drncktafeln  nod  vielen  in  den  Text  eingedruckten  HoUecliaitten. 
Berlin  1877.  Verlag  von  Ernst  &  Korn  (Gropiua'Bohe  Buch-  und 
Kunsthandlung). 
In  der  Gleichung  t^f{x,y)  liegt  sowohl  der  algebraisobe  Ausdruck 
fDr  das  E^ebniss  der  Becbnung,  welche  zwei  verKnderlicbe  Zahlen  in 
vorgeschrieben  et  Weise  mit  einander  verbindet,  als  auch  für  den  oftmals 
nur  empirisch  bekannten  Zusammenhang  einer  Erscheinung  mit  zwei  an- 
deren ihrer  Natur  nach  dem  Wechsel  unterworfenen  Grössen.  Ohne 
zwischen  diesen  beiden  Bedeutungen  selbst  zu  unterscheiden,  kann  man 
nun  die  Gleichung  durch  graphische  Mittel  versinnlichen  und  die  gewon- 
neue  Zeichnung,  welche  zwar  punktweise  entstand,  aber  durch  Vereinigung 
der  nahen  Punkte  zu  fortlanfenden  Z&gen  die  nrsprttnglicfa  mangelnde 
ContinnitXt  thatsHohlich  einführte,  «ur  Interpolation  auch  zwischen  Üben- 
der Wertbe  von  z  benutzen.  Das  ist  der  allgemeinste  Gedanke  der  gra- 
pbischen  Tafeln.  Er  gehSrt  dem  Verfasser  nicht  als  ein  neuer  an.  Ein 
besonderer  §  19  (S.  55  —63)  stellt  nnter  der  Ueberschrift :  „Historisebes" 
eine  ziemlich  amfassende  Reihe  früherer  Versuche  auf  dem  gleichen  Felde 
ansammen  und  gesteht  obendrein  die  mnthmassliche  Ünvollstlndigkeit 
dieses  VerzeichnieBes  zn.  Nicht  wenige  andere  Schriften,  deren  Erwähnung 
in  jenem  historischen  Paragraphen  nnterblieb,  sind  in  den  verschiedenen 
Anmerknngen  znm  eigentlichen  Texte  genannt.  Herr  Vogler  sehünt 
uns  trotzdem  keiner  OberflUssigeu  Muhe  sich  unterzogen  zu  haben,  als 
er  es  unternahm,  die  Lehre  von  der  Anfertigang  und  von  der  Benntaung 
der  graphischen  Tafeln  in  einem  znsammenhSngenden  Buche  darzustellen) 
und  die  geradezu  musterhafte  Ausstattung  wird  gewiss  dazu  beitragen, 
dem  Werke  Freunde  an  erwerben.  S^n  eigentliches  Publicum  sucht  der 
Verfasser  freilieb  mit  Recht  nnter  solchen  Bernfsclassen ,  denen  eine  mit- 
nnter  nicht  sehr  bedeutende  AnuXberung  an  die  gewünschten  Ergebnisse 
genügen  darf.  Der  Eisenbahn  Ingenieur  bei  dem  Entwurf  einer  ersten 
Trace  z.  B,  wird,  wie  er  mit  Aoeroid  und  Tachymeter  aufnimmt,  auch 
mit  Hilfe  graphischer  Mittel  die  Aufnahmen  berechnen  können.  Den 
Mathematiker  interessiren  vor  Allem  die  Gedanken ,  welche  bei  der  Anfer- 
tigung jener  Tafeln  In  Anwendung  kamen,  und  Betrachtungen  über  die  Oe- 
nauigkeitsgrenze ,  welche  die  Benutzung  der  Tafeln  zu  erreichen  gestattet. 
Das  theoretisch  NUchstliegende  wÄre,  z  =  f{x,y)  als  Oberfllche  zu 
construiren,  Allün  die  Schwierigkeit  der  einigermassen  genauen  Her- 
stellung von  Modellen  solcher  OberflXcben  bei  nur  empirisch  gegebenen 
Punkten  derselben  verbindet  sich  hier  mit  der  Unmöglichkeit,  bei  der- 
artigen Gj'psmodellen  etwa  das  zu  einem  bestimmten  Wertbepaar  von  x 
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und  y  engebSrige  z  praktisch  in  den  Zirkel  za  faMen  and  so  xxt  meufln. 
Man  bat  daher  folgende  Umformiing  Torgenommen.  Statt  x  and  y  gleicb- 
zeitig  sich  verändern  za  lassen,  hat  nan  die  VerKnderang  Bua&cbat  der 
einen,  dann  der  andeni  Vaiiabeln  zagetbeilt.  Man  bat  also  etwa  y  der 
Reihe  nach  als  Constaate  c,,  c,,  ...  c.  anfgefasst  nnd  dann  das  System 
der  Qleichnngen  t=  /"(a:,  c,),  z  =f{x,Cf),  ...  i  =  /'(x,  c«)  betr^ibtet. 
Jede  dieser  Oleichangen  giebt  als  Bild  eine  CnrTe,  deren  Abscisse  tc, 
deren  Ordinate  t  beisst,  nnd  der  jedesmalige  Parameter  c  (nrspiünglicb 
die  Variable  p)  giebt  zu  erkennen,  anf  welcher  Cnrve  von  der  ganzen 
Cnrt'enscbaar  das  2  abznmessen  ist.  Schwierigkeit  bereitet  nur  die  im 
Allgemeinen  mühsame  Zeichnung  aller  dieser  Carven  z  =  f{x,e).  Auch 
hier  kann  nun  eine  Vereinfacbnng  eintreten,  deren  Gedanke  derselbe  ist, 
welchen  Gerhard  Mercator  bei  seiner  Landkartenzeichnnng  verwer- 
tbete. Statt  der  Cnrve  x=^f{x,c)  kann  eine  gerade  Linie  £  =  a|4'^ 
znr  Berecbnnng  oder  Messung  des  t  ^^^  des  ihm  gleicben  z  benutzt 
werden,  wenn  nur  die  UngteichfGrmlgkeit  der  Veränderung  von  z,  die 
in  dem  Functionalzeicben  f  sich  ausdrückte,  durch  eine  ungleichförmige 
VeiSnderung  von  |  ersetzt  wird-  Die  C^rvenscbaar  wild  alsdann  zu  einer 
Schaar  von  Geraden,  welche  mittelst  eines  Lineals  genau  richtig  gezeich- 
net werden  können,  und  nur  die  Endpunkte  der  mit  1,  2,  3,  ...  zu 
bezeichnenden  Abscissen  sind  nicht  Sqaidistant,  sondern  für  sich  aus  der 
Umkehmng  der  Gleichung  i=/'(a:,  c)  als  |^q)(r,  c)  zu  berechnen. 

Die  Genauigkeit  der  Schieb tenlafeln  —  so  nennt  Herr  Vogler  seine 
Zeichnungen  —  bat  der  Verfasser  in  einem  ganzen  Capitel  S.  63 — 83 
behandelt,  anf  welches  nur  besonders  aufmerksam  gemacht  sein  mag,  da 
es  eine  ähnliche  abgekürzte  Andeutung,  wie  wir  sie  im  Obigen  ftir  den 
Hauptgedanken  xa  geben  versucht  haben,  nicht  zu  gestatten  scheint. 
Camtor. 

Der  Winkel  als  Omndlage  mathematitohet  ÜBtersnehnngan  von  Professor 
W.  Unverzagt.    Jahresbericht  der  höheren  Bürgerschule  zu  Wies- 
baden über  das  Schuljahr  1877—78. 
Der  Verfasser    dieses   21    Quartseiten  .umfassenden    Programms    bat 
seine  Leser  gewöhnt,  auf  verbältnissrnfissig  kleinem  Baume  eine  wahre 
Fülle  von  Gedanken  bald  entwickelt,  bald  nur  angedeutet  zu  finden,  und 
diese  Erwartung,  mit  welcher  auch  wir  die  neueste  seiner  Geistesfrtichte 
znr  Hand  nahmen,  ist  nicht  getSnscht  worden.     Gleich  den  älteren  Ab- 
bandlungen  ist  auch    die    uns  vorliegende  keineswegs  leicht;    sie  eignet 
sich  nicht  zu  flüchtigem  Unrcbbtättem,  aber  sie  lohnt  nach  unserem  Da- 
fürhalten   die   Mühe    eines   Studiums.     Herr  Unverzagt   hnt   als  seine 
eigentliche   Anfgabe    darin    erfassti    zwei  Winkel   mit  Bückeicht  anf  die 
Ebenen,  in  welchen  sie  sich  befinden,  anf  die  Scheitelpunkte,  welche  sie 
besitzen,  auf  die  Drehungsgrössen,  der  die  Anfangsscbenkel  unterworfen 
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«erden,  dnrch  einander  zn  meaaen,  und  aIh  ErgebnisB  dieser  Ueeanng 
hat  sieb  ihm  die  Qnaternion  dargestellt.  Er  hat  aber  neben  diesem 
Haaptresnltate  nocb  interessante  Nebengevinne  zn  erlangen  gewnsst.  Die 
Bemerknog,  dass  zwei  nach  einander  vollzogene  Drehungen  als  Addi- 
tion solcher  Drehnngen  anznsebeD  sind,  liefert,  sofern  die  Drebnng 
um  Ejrei  reiscbiedene  Pnnkte  etwa  einer  sich  drehenden  Geraden  erfolgt, 
das  erste  Beispiel  einer  nicht  commatativen  Addition,  d.h.  es  ist 
a  +  b  in  diesem  Falle  nicht  =64-11.  Ein  anderer  httbscher  Qedanke  führt 
zn  einem  eigen tbtto) liehen  Winkel ooordinsten System  10  der  Ebene,  welches 
darchans  verschieden  ist  von  dem  sogenannten  BiangnWcoordinmten- 
System,  mit  welchem  William  Walton  {Quarl.  Journ.  malhem.  IM,  47, 
London  1868)  sich  b<>schKftigt  bftt.  Das  Unveraagt'sche  System  be> 
steht  nämlich  ans  zwei  festen  Winkeln  o  nnd  ß.  Von  dem  sn  bestim- 
menden Pnnkte  if  werden  Verbindnogsgerade  nach  den  Spitzen  ^i  und  B 
jener  Winkel  gesogen,  welche  mit  deren  Schenkeln  die  neuen  Winke)  «r, 

nnd  ff,,  beziehungsweise  ß,  nnd  &  bilden.   Die  Quotienten  —^x,  ■^  =  y 

können  nun  als  Coordinaton  von  M  augesebRu  werden.  Wir  beschrXnken 
uns  auf  diese  geringfügigen  Andentungen,  welche  nnr  sum  Studium  der 
Abhandlung  den  Anstoss  geben  wollen.  Cantob 
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QU,  300. 

3TS.  Ueber  die  Abbildons  x  +  yi  =  yx+Yi  und  die  lemniBoatischen  Coordiaaten 
n<«  Ordnung.    EoUmflller.    CreUe  LXJUtlll,  38. 
Vergl.  Oeometrie  (bOhere)  476.    Oberflachen  568. 
Akiutlk. 


AnalTtUalie  fi«nutile  Am  Xbose. 
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490.  Traniformationa  diffäientes  d'nne  ^qnation  du  Mooud  degrä.    Uoret-Blanc. 

N.  ann.  math,  XXXV.  368. 

491.  Racine  dune  äqnatioD  .cubiqne  exprimäe  en  rooction  de  la  diffärence  dea  denx 

antrea  raoines.    Horeau.    N.  ann.  math.  XXYV,  186. 
49fi.  Sur  une  mdthode  d'approiimation  de  Cordano.     Brocard.     K,  ann.  math. 
XXZY,  SS8. 

495.  Hdmoire  inr  l'älimination  d'une  variable  entru  dem  äqoatioiu  algäbriques  i4- 

imprimö  des  ezercices  d'analyse  et  de  phyüqne  mathämaüqae.  Caachj. 
N.  ann.  math.  XXXV;  886,  4S3. 
VergL  Sabstitntionen. 

■. 
HrdredTBHBlk. 
494.  Zar  Abhandlung  des  Eemi  0  E.  Mever  Aber  innere  Beibnng.    Boltsnann. 
Grelle  LXXXI,  96.    fVerffl   Bd.  SXIl,  Nr.  117.] 

496.  TJeber  EtatioidiTe  Flüsaigkeitabewegungen  mit  BerQckaichtignng  der  inneren 

Beibnng.    Oberbeck.    Crelle  LXXXI,  68. 

496.  Oa  liquid  Tortei-ringe.    Trowbridge,    Phil.  Hag.  LIII,  S90. 

EyparbtL 

497.  Hjperbole  engendräe  au  mojen  de  deuz  droitei  parall^lee  et  d'an  point 

Biard.    N.  ann   math.  XXXV,  S82. 

498.  Propriätd  das  elUpies  ajant  leur  centoe  eur  nne  h];perbole  donn^e  et  tonohaot 

lee  asymptotee  de  cette  hTperboIe.    Begne.    N.  ann.  math.  XXXV,  SS4. 
—  De  Virac  ibid.  326. 

499.  Hvperbolea  äanilaterei  paaeaut  par  quab-e  points  aituä  enr  une  drcoufärence, 

Barbarin     N.  ann.  math.  XXXV,  210. 

600.  Hyperbole   ^quilat^re  paasant  par  quatie  points  donnäs  d'une  (ÖTCOnfärenoe. 

Qriesa.    N.  ann.  math,  XXXV;  277. 

601.  Ijieu  des  ceotre*  dea  byperbolea  ^qulatires  tangent«s  i,  une  parabole  donn^. 

De  Beansäjour.    N.  ann.  math.  XXXV,  140.  —  Horean  ibid.  US. 
60S.  Propii«tj  d'hyperbolei  äqnilat^ree.    Wiaseliuk.    N.  ann.  math.  XXXV,  874. 
Tergl.  Ereia  524.    Panbel  68S,  689. 


laUgMin  fubettlmmte}. 
608.  üeber  die  unbestimmte  Integration  einer  Qattung  transcendenter  Functionen. 

Winckler.     Wien.  Akad,-Ber.  LXX,  17. 
604   Intomo  ad  nna  classe  di  iutegrali  esprimibili  con  aoli  logaritmi.    Piuma. 
Annali  mat.  Ser.  S,  VII,  IB. 

lararieaiwitliewl«. 
606.  üeber  die  Discriminante  der  Jacobi'achen  CoTarianta  dreier  ten^en  qnadra- 

tisriion  Formen.     IgeL     Wien.  Akad -Ber.  LXXIV,  866;  LXXV    SSO. 
508.  ävz  lea  ooordonnries  pentaädriques.    Oambey.    N.  ann.  math.  XXXV,  610. 
Vergl.  Differentialgleichung  409. 

Bltk-Ut.  AbtU«.  d,  ZailMlii.  r.  ll>Ui.  a.  Pb/f.  XXIH,  6.  16 


Historisch  •liteituüehs  Abtheilnog. 


EagwlMlnitt*. 
507.  üeber  du  SchlieBBODgapToblem  bei  ewei  Eegelachnitteti.     GuodelfinRer. 

Grelle  LXXXIH,  171. 
ÜOS.  DebfiT  die  Coiutnictiou  der  einander  eingeBchriebenen  Linien  zweiter  Ordann? . 

NiemtBohik.    Wien.  Akad.-Ber.  EKXI,  486.    [VergL  Bd.  XXI,  Nr.  116.] 

609.  lieber  die  Axenbestjmmong  der  KegelBcbnitte.     Pelz.     Wien.  Äiad.-Ber, 

LXXIII,  379. 

610.  Heber  die  Smgalarit&t«n  eines  KegelBchuitt-Netses  und  Gewebes.  Igel.  Wien. 

Aiad.-Ber.  LXXV,  416. 
6It.  Deber  die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon  und  die  Confitmction  der  Kegel- 

echnittelinien.    Eoatny.    Wien.  Aiod.-Ber.  LXXI,  491. 
613.  Ueber  die  venchiedenen  Formen  der  BedinRungsgleichong,  welche  aoBdrückt, 

data  aecba  Punkte  auf  einem  SegdBcfmitte  liegen.    Hunjadj.    Grelle 

LXXXIII,  76. 

613.  Droite  gliaaant  anr  deux  droitea  avec  nne  vitesae  inegale  aox  deuz  bouts  et 

enveloppe  d'nne  coniqne.    Brocard,    N.  ann.  math.  XXXT.  2S1. 

614.  Quadrilaiäres  et  sections   couiquaB.     Feriier.     N.  ann.  math.  XXXV,   108. 

[VergL  Bd.  XXII,  Nr.  409.] 
616.  La  corde  dea  contacta  des  coniquea  poaaddant  un  mEme  fojer  arecdenitan- 
gentea  donnäee  pasae  parnn  point  fixe.  Robert.  N.  ann.  math. XXXV,  S39. 

616.  Coniquea  a;ant  en  cominun  ua  fover  et  un  aommet  de  Taxe  focal.    De  La- 

maze.   N.  ann.  math.  XXXY,  177. 

617.  Lien  des  pointa   de  contact  des  tangentea  paralleles  k  nne  droite  donn^ 

menäea  au  oonignes  inacritea  dona  un  quadrilat^re  donnä.     Mathieo. 
N.  ann.  math.  XXXV,  368.  —  Moret-Blanc  ibid.  54S. 

618.  Bnveloppe  de  ]a  poUire  d'un  point  par  rapport  aui  coniquea  icacrites  dans 

un  qnadrilatäre.  Hathieu.  N.  ann.  math.  XXXV,  .15S.  —  Jaoob  ibid.  647. 

619.  Quelques  piopTi^täa  dea  coniques  inecritea  ou  circonacrites  au  quadrilatöre. 

Mathieu.     N.  ann.  math.  XXXY,  864. 
630.  Lieu  dea  centrei  de«  coniqueg  touchact  une  droite  en  un  point  donnä,  et  telles~ 

qn'on  aecond  point  donnä  aoit,  par  rapport  1^  cea  coniquea,  le  pOle  d'nne 

autre  droite  auwi  doouäe.    Berthomieu.    N.  aun.  math.  XXXV,  666. 
Vergl.  Determinanten  iu  ffcometriecher  Anwendung  406.    Ellipae.    Qeonietrie 

(höhere)  476.    Hjperbel  Kreia.   ErOmmung  628.  Normalen  55S.   Parabel. 
ZniM. 
6S1.  Enveloppe  dea  cordes  d'interaedion  d'nne  circonfärence  donnde  avec  lea  cir- 

conlärences  pasaant  par  an  point  fixe  et  ajant  lenn  centi«a  anr  la  pre- 

miäre  circonf^rence.    Qoalin.    N.  ann.  (Qath.  XXXV,  384. 
5äS.  Inacrire  dang  un  cercle  un  triangle  ABO,  dont  l'angle  A  est  connn,  et  dont 

Jes  deux  oütäe  AG  eiBC  sont  tangenta  &  deux  cerclee  donn^.    Wiaae- 

link.    N.  ann.  math.  XXXV,  87B. 
623.  Bnveloppe  des  polaires  d'on  point  fixe  par  rapport  &  mie  drconförence  dont 

le  centre  ae  tronve  snr  uneaatre  drconf^nce.    Guillet.    N.  ann.  math. 

XSSV,  879. 
524.  8ni  le  cercle  aTBot  poor  centre  le  centre  d'une  ellipae  ou  d'nne  hyperbole 

et  paasant  par  lea  fojera  de  cette  coorbe.     Sondat     N.  ann.  math. 

XXXV,  669. 
rouB  des  dem 

Aubert     N. 
626.  Fonnnlee  eutre  lea  rajona  des  cerclea  inscrits.  et  circonaerit  i  nn  triangle. 

Barisien.    N.  ann.  math.  XXXV,  160. 
6S7.  Tb^or^me   anr  les  puiasance«  d'on  point  par  rapport  ä  des  drconförenoea. 

Paul  k  Marächal-    N.  ann,  math.  XXXV,  286. 
Vergl.  Determinanten  in  geometriecher  Änwendong  405.    Hyperbel  499,  600. 

Spb&rik. 

628.  Snr  le  laTOn  de  conrbure  des  aectiona  coniqnes.  Qambev.  N.  ann.  math. 
XXXV,  169. 

639.  La  droite  qai  ae  meat  de  manifere  ii  rencantrer  ji  chaque  inskut  deux  conrbea 
qnelcouquea  aona  deux  an^lea  respectivement  ^gaux  touche  continaelle* 
ment  aou  enveloppe  au  point  oA  eile  eat  coup^e  pac  la  droit«  am  Joint 
lea  deux  centrea  de  conrbnre.  Moret-Blanc.   N.  ann.  math.  XXXV,  SSI. 


AbhaDdlon  gangster. 

MO.  Znt  Theorie  des  Oann'Bolira  KrOmmnogsniBuei.    A.U6.    Wien.  Akad.-Bet. 

LXXIV,  9. 
631.  Beitrag  su  der  Theorie  dei  KrCmmmig.    Lipichitz.    CreUe  LXXSI,  230. 
ÖSS.  Qäaänuisation  de  la  thtoiie  dn  rayon  oecolateiu'  d'nne  Borface.    LipHchiti. 

Crella  LXXSI,  295.    fVergl.  Nr.  216.1  / 

538.  D^terminer  eur  uae  surface  de  rävolution  une  ligna  teile  que,  en  chacnn  de 

sea  pointa,  la  tection  normale  de  la  «urface  qui  passe  par  la  taasente  i 

la  courbe  ait  im  rayon  de  courbure  infini      Moret-Blaao.     N.  aim. 

math.  XXXV,  TS. 
Vergl.  Ellipse  43S,  i37. 

Kryttallognphl«. 

634.  On  the  coaditioos  of  perpendicularitv  in  a  parallelepipedal  STstem.    Smith. 

Phil.  Mag.  LIV,  18. 

EngelfnotionMi . 

635.  Ueber  eine  Erweiterung  der  Lehre  Ton  den  EugelfuncUoneu  und  die  hierbei 

entapnagenden  Entwicketunesarteii  einet  Function  in  unendliche  Reihen. 
Frombeck.    Wien.  Akad.-5er.  LXX,  61. 
536.  Zusatz    zu    einer    Abhandlung    Aber    Eugelfunctionen.      ScheodeL     Grelle 
LXXXIl,  168.    [Vergl.  Bd.  XXJi,  Nr.  158.} 


Manetln&ns. 
531.  Ueber  die  Oeeetze  der  magnetiscnen  und  elektrischen  ErUte  in  magnetischen 
und  dielektrischen  Medien  und  ihre  Beziehung  zu  Theorie  des  Lichtes. 
Stefan.    Wien.  Akad.-Ber.  LXX,  580. 
KunlslUtigksItsn. 


630.  Ueber  das  grCsste  Tetraeder  mit  Fl&cheuTOn  gegebenen  Inhalten.    Mer- 
tens.    Grelle  LXXXIII,  180. 
TergL  Ellipse  436.    Mechanik  642.    OberUcheo  M% 


540.  Sülle  forze  in  eqoilibrio.    B.  Sturm.    Annali  mat.  Set.  2,  VII,  217. 

541.  Ueber  die  Bev^ungwleichungen  eines  Systems  von  Punkten.    AÜ4.    Wien. 

Akad.-Ber.  LXXin,  26. 
642,  Bemerkungen  zu  dem  Princip  des  kleinsten  Zwanges.    Lipschiti.    CreUe 
.    LXXXIII,  316. 

543.  Demonstration  nouvelle   du  tbäorime  de  Coriolis. 

math.  XXXV,  58. 

544.  Sur  les  axea  d'inertie  d'un  syatime  de  pointa  mat^riels  par  rapport  it  diffg- 

reute  painta.    Durrande.    N.  ann.  math.  XXXV,  619. 
646.  Equilibre  de  tiois  fils  älaetiqQea.    Touiettea.    N.  ann.  math.  XXXV,  166. 
646.  Mouvement   d'une   spirale  logaritfamioTie.     Moret-Blauc.     N.  ann.  matfa. 

XXXV,  87. 
547.  Houvement  aur   uns   spiiale   logarithmique.     Moret'Blanc.     N.  ann.  math. 

XXXV,  69. 
548  Studier  le  mouTement  d'un  certain  eyatöma.    Moret-Blauc.    N.  ann.  math. 

XXXV,  68. 
549.  Mouvement  d'un  point  eur  la  surface  d'un  crlindre  droit.     Moret-Blauc. 

N.  ann.  math.  XXXV.  77. 
£60.  Ueber  die  Quelle  und  den  Betrag  der  durch  Luftballons  geleisteten  Arbeit. 

Popper.     Wien.  Akad.-Ber.  LXXI,  809. 
651.  An  ■         ■■  ■■        --     ■. 


Koleoularphyilk. 
552.  Weitere  Beitrftge  zur  Molecnlartheorie.     Haadl.  'Wien.  Akad.-Ber.  LXXII, 
102.    [Veigt.  Bd.  XX,  Ni.  8d9.J 


HiAtoriseh-liteiarUehe  Abtheilnng. 


m. 

ns.  Lee  Hg^enta  des  aormalea  en  deux  pointa  d'une  coniqne,  comprii  entre  cea 
points  et  an  aze  de  la  conrbe,  aont  tdi  aons  le  mSme  anffle  dn  point  de 
conconri  dep  tangeute«  en  cei  pointg.  PelliHBier,  N.  um.  maäi. 
XXXT,  834, 

5U.  Liau  de«  points  des  notmalea  ä  uiie  ellipee  qoi  tenmnent  des  segmenb  ^Rtiux 
an  demi-diamätie  co^jueuä  de  celni  qui  pane  par  le  point  da  raffipse 
dont  la  normale  est  en  d^cnssiOD.    l^atthe.    N.  tarn.  maüi.  JLOV,  381. 

S&G.  FropriäMs  de  4  normales  d'nne  ellipie.  Horet-Blanc.  N.  ann.  math. 
XXXY,  474. 

fi66.  Lieu  dee  pieds  des  normales  menäes  d'on  point  dounj  ä  nne  särie  d'ellipaea. 
Moret-Blanc.     N.  ann.  math.  XXXV,  170. 

M7.  Lieo  g^omätriqne  de  l'intersection  de  deux  nonnales  men^es  k  la  parabole 
aux  dem  eitränitäs  de  tontes  les  cordet  dont  les  prcijections  orthogo- 
nales soT  nne  perpendicalaire  i,  Taxe  ont  nne  m^me  valenr.  Oambey. 
N   ann.  math.  XXXT,  144. 

C6B.  Bemerkung  zu  derjeDigen  Qleichung,  von  -welcher  die  BeBtimmmtg  der  Nor- 
malen einer  Fläohe  zweiten  Grades  abh&ngt.  Caspary.  CteUeLXXXni,  TS. 

669.  Die  Normalflacben  der  Fl&chen  zweiter  Ordnong  längs  ebener  Schnitte  der- 
eelben.    Koutny.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXv,  861. 

O. 

ObsiAlshBB. 
660.  Ueber  Systeme    and  Gewebe    von    ^ebnüschen  Flächen.     Beje.     Grelle 

I.YYltn,  1, 
Ml.  Die  reoiproken  liusaieD  FläohenByateme.    0.  v.  Gsoherieb.    Wien.  Akad.- 

Ber.  LXXV,  628. 
662.  Üeber  MinimdMchen.    Kiepert.    Grelle  LXSXI,  837. 

665.  Ueber  die  Bedingang,  anter  welcher  eine  Pl&cbenfamilie  einem  orthogonalen 

FlIlchenrrBtem  angehört.    Weingarten.    Grelle  LXXXIU,  t. 
664   Deber  die  redproke  Verwandtschaft  von  f  »-Systemen  und  A*-Qeweben  und 
die  quadratischen  F'-  Systeme  achter  Stufe.    Reye.    Grelle  LXXXII,  173. 

666.  Zur  Geometrie  der  Schranbenbewegung  und  einer  E^etfläche  dritter  Ordnimg. 

Hoshammet.    Wien.  Äkad.-Ber.  LXXllI,  143. 
6C6.  Corrszione  alla  memoria  intitolaU:  Quand'£  aha  daUa  snpertioie  generale  di 
terz' ordine   si   stacca  un  peszo  rientrante?     Sohlaefli.     Annali  mat. 
Ser.  3,  VII,  1»3.     [Vergl.  Bd.  XIX,  Nr.  363.] 

667.  Sulla   snperficie  del  quinto   ordiae  dottata  d'una  cuiva  doppia  del  qninto 

ordine.    Gaporali.    Annali  mat.  Ser.  2,  VII,  149. 

668.  Rechercbes  des  surfaces  que  Ton  peut  repräsenter  sur  an  plan.    0.  Bonnet. 

Annali  mat.  Ser.  2,  VII,  61. 

669.  Porabolo'ides  byperboliques  passaut  par  deux  droites  donnäes.    Moret-Blanc 

N.  ann.  math.  XXXV,  614. 

670.  Propri^tä  de  deux  sorfaces  gauches  ayaut  une  gän^ratrice  oommune.    Moret- 

Blano.    N.  Mm.  math.  XXXV,  36. 
V«agi.  Abbildung.    Attraction  SS9.    Complanation.    Functionen  466.    Ueo- 
metrie  (höhere)  4SI,  482.    ErOmmung  580,  631,  63S,  683.    Thetafimctionen. 
ObsTfllshsn  nraltsr  Orinnng. 

671.  Deber  lineai«  Systeme  und  Gewebe  *on  Fitlohen  zweiten  Qradea,    Beye. 

Grelle  T-TtTttU,  64. 

672.  Zorn    Hauptaxeuproblem    der   Flächen    zweiten    Grades.     Geiser.     Grelle 

LXXXII,  47. 

673.  8ui  les  lignes  gäodgsiquea  dee  suriWces  dn  second  ordre.    Lagnerre.     N. 

ann.  math.  XXXV,  10. 

674.  Sur  la  inr&ce  du  second  oidte  d6g6a4i6e  en  denx  plans.    Bontgnet.   N.  ann. 

math.  XXXV,  333. 
676.  Sor  Vint^gration  de  r^qnstton  d'Ealer.    Escary.    N.  ann.  maik.  XXXV,  61. 

[Vergl.  Bd  XXn,  Nr.  346.] 
676.  Snr  un  th^räme  de' Jacques  fiernoulli.    Niewenglowski.    N.  ann.  uatb. 

XXXV,  127.    [VergL  Bd.  X51I,  Nr.  463.] 


Abk&ndlnBgsregiiter.  905 

677.  üeber  eine  allgetnäne  Bertitumaiigwrt  der  Breimpiuikte  tob  CootoiueD  der 

Fl&chen  nreiten  Qrade«,    Pels.    Wien.  AkuL-Uer.  LXXT,  176. 

67S.  PropridW  d'une  guiface  da  Mcood  dngti.    Jacob.    N.  um.  muh.  XXXV,  SSI. 

67V.  Snc    im    Wbrsidre    iiuerit  ä  xme  Hnrfac«   da  iMond  ordre.     Detnartr«!. 

N.  anu.  math.  XXXT,  661. 

TergL  Ellipsoid.    Qeometrie  (deicriptiTe)  46S,  464.    Nonnaten  608,  669. 

Optik. 

680.  Ueber  die  Brecbnag  aiuM  Lichtotcahi»  ixach  ein  LinKuyttem.    Zinoken- 

Sommer.    Crelle  T.TTYIT,  SL 

681.  Ueber  die  Farben  dflnner  ErjetallplUtclien.     Dittcheiner.    Wien.  Akad.- 

Ber.  LXXm,  180. 

685.  Znr  Theorie  der  Doppelbrecbong.    T.  von  Lang.  Wien.  Akad. -Ber.  LXXItl, 

««6. 

683.  Theorie  der  C!irctilarpolari«fttion.   V.  TonLang.   Wien.  Akad. -Ber. LXXV,  71fl. 

684.  Od  l^bt-absorption  acoording  to  Uaxwell'B  theor^.    Orinwie.    FM.  Hag. 

686.  On  tbe  räOection  of  polarised  ligbt.    CronlUbois.    Fhil.  Hag.  LIll,  897. 

686.  On  rotation  of  the  plane  of  polaiication  by  reflection  frvm  the  pole  of  a 

manet    Eerr.    Phil.  Hag.  LIlI,  081. 
VergL  HagnetiimOB.    Heohanu  661. 

r. 

Pmbel. 

687.  Thäortoie  lar  la  parabole  et  la  dswlde.    Ch  adn.    N.  ans.  math.  XXXT,  13S. 

688.  Th4oiiaaea  noaveanx  snr  la  patabole  et  l'hyperbole.    £d.  Lncae.    N.  ana. 

maUi.  XXXT,  IS. 

689.  Sor  lea  narabolee  doublement  tangentea  ä  ime  hyperbole  ^uilatfere.    Portail 

ft  Biacd.    N.  ann.  math.  XSXT,  376. 
Tergl.  Hjperbel  601.    Normalen  667. 


690.  Propriät«  dn  triangle  iaoccöle.    Devin.    N.  ann.  math.  XXXV,  ISS 

691.  Theoiimes  auf  le  Inangle  rectangle.    KaratcbnnskT.   'N.  ann.  math.  XXXv, 

890. 

692.  Constrnire  nn  triangle  MNP,  snchaot  qne  eea  cAtäe  Tout  pauer  par  trois 

pointa  fixe«  Ä,  S,  C;  aae  lea  Bommeti  M  et  N  Mint  aar  on  cerole  fiie 

paatant  par  les  points  Aet  C;  et  enfin  qne  l'ai^le  P  a  une  valeor  donnäe. 

Horet-BUnc.    N   ami.  math.  XXXV,  868. 
598.  Ptopn6t6  d'nn  triangle  inacrit  daua  an  cerde.    Lallement.    N.  ann.- maUi. 

XXXV,  830. 
694.  Propri^td  dn  pentagone  lägolier.    Bichard.    N.  ann.  math.  XXXV,  SBS. 
696.  Probleme  snr  une  drcooKrence  et  nne  droite  donnäe.    Tonren.    N.  ann. 

math.  XXXV,  874.  -^ 

TatntiMi. 

696.  Ueber  einen  Batz  am  der  Potentialtheorie.    H.  Brana.    Crelle  LXXXI,  349. 
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